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Schon seit längerer Zeit ward der Mangel eines Lehrbuches 
der sphärischen Astronomie, wie der Stand der neueren Wis- 
senschaft es verlangt, schmerzlich empfunden. Die Instru- 
mente, die Art sie zu behandeln, die Probleme, die man 
sich stellt, die Methoden, nach welchen man sie zu lösen 
sich bestrebt, sind sämmtlich von denen der früheren Zeit 
so gänzlich verschieden, dafs man das für seine Zeit und 
für die Geschichte der Astronomie hochwichtige vortreffliche 
Lehrbuch der Astronomie von Lalande nicht mehr für ein 
Lehrbuch unserer Zeit ansehen kann, und die neuerdings er- 
schienenen Lehrbücher von Piazzi, Santini, Bohnenberger, 
Littrow und Andern mehr, so vorzüglich sie, von dem Stand- 
punkte, auf den ihre Verfasser sich stellten, aus betrachtet, 
auch sein mögen, geben doch theils für den Zweck der sphä- 
rischen Astronomie zu viel, indem sie die ganze Astronomie 
umfassen, theils zu wenig, indem sie gerade da, wo beson- 
ders der, welcher auf das Selbststudium angewiesen ist, eine 
Aufklärung wünscht, oder die Mittel kennen lernen will, wie 
man etwas gefunden, nur historisch oder auf erzählende Weise 
das Resultat anführen. Aufserdem sind, wenngleich Bohnen- 
berger’s Astronomie für seine Zeit musterhaft in der Angabe 
der genauesten Zahlenbestimmungen ist, so viele neue Be- 
stimmungen in unserer Zeit gemacht worden, dafs man fast 
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bei allen Werken, welche diesen Gegenstand behandeln, Den 
welcher sie benutzen will, darauf aufmerksam zu machen ge- 
nóthigt ist, dals er für den wirklichen Gebrauch nach den 
neuesten Angaben sich jedesmal umsehen müsse. Unsere 
neuere sphärische Astronomie war bisher im Grunde nur aus 
dem Studium der Zeitschriften, von der monatlichen Corre- 
spondenz an bis zu den astronomischen Nachrichten, und aus 
den Einleitungen zu den Beobachtungswerken, besonders den 
Königsbergern, zu erlernen, und wenn auch Der, welcher die 
schöne Blüthenzeit der Astronomie seit dem Beginne dieses 
Jahrhunderts wenigstens zum gröfseren Theile mit durch ge- 
lebt hatte, wulste, wo er über die einzelnen Abschnitte etwas 
finden werde, so ward doch eben deshalb dem neu Eintre- 
tenden der Zugang sehr erschwert. 

Das Bedürfnis eines astronomischen Lehrbuchs bildete 
fast immer, seit ich das Glück hatte mit Bessel persönlich 
bekannt zu werden, den Gegenstand unseres Gespräches, und 
sehr dringend bat ich ihn zu wiederholten Malen, er möge 
die Lücke ausfüllen. Wenngleich er früher wenigstens es 
nicht ganz ablehnte, so war doch später, bei den überhäuften 
Arbeiten, durch welche er alle Theile der Astronomie so un- 
endlich bereichert hat, an die Ausführung nicht zu denken, 
und in der That würde Bessel, wenn er es sich vorgesetzt 
hätte, gewils ein Werk für unsere Zeit, wie das Lalandesche 
für das vorige Jahrhundert, an Vollständigkeit und Gründ- 
lichkeit mit der ihm eigenen Eleganz geliefert haben, aber 
fast glaube ich, dafs er das Bedürfnils der Lernenden, die 
sich den Eintritt in die Wissenschaft erst erwerben wollen, 
und daher die einzelnen Untersuchungen nur bis zu einem 
gewissen Grade der Erschöpfung des Gegenstandes fortge- 
führt zu sehen wünschen, nicht so vollständig befriedigt haben 
würde, als sie erwartet hätten. Er würde ihnen zu viel geboten 
haben. Für ein Lehrbuch in diesem Sinne eignet sich als 
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Verfasser weit mehr ein jüngerer Mann, dem es noch vor- 
schwebt, welche Hülfsmittel zu entbehren ihm am Schmerz- 
lichsten war, und der sich auf das beschränkt, was ihm als 
das dem Standpunkte der Eintretenden in die Wissenschaft 
Angemessenste, noch in lebhafter Erinnerung ist. 

Am Schmerzlichsten mulste Der den Mangel eines Lehr- 
buches empfinden, der, wie ich seit länger als zwanzig Jahren 
es mir zur Pflicht gemacht hatte, jährlich in einem Semester 
Vorlesungen über sphärische Astronomie hielt, nicht in der 
Absicht, die Wissenschaft in größeren Kreisen zu verbrei- 
ten, sondern mit dem Wunsche, nach und nach einige jün- 
gere Kräfte ihr zu gewinnen, welche nicht blofs die äulsere 
Annehmlichkeit der Bekanntschaft mit den Himmelserschei- 
nungen durch Benutzung der grófseren Instrumente zu ge- 
niefsen hofften, als vielmehr auch mit den eigentlichen Ar- 
beiten sich bekannt zu machen und daran Theil zu nehmen, 
Neigung hätten; Arbeiten, welche diese Wissenschaft ver- 
möge ihrer Verbindung der Praxis mit der Theorie mehr 
wie manche andere auszuführen genóthigt ist, wenn sie den 
eingenommenen Standpunkt behaupten will Bei der Kürze 
eines Semesters, bei der hüufig nicht grofsen Vorbereitung 
in den Hülfswissenschaften, bei der Unbekanntschaft mit den 
Iustrumenten und ihrem Gebrauch, bei der kaum zu vermei- 
denden Unsicherheit von meiner Seite, welche der vielen 
verschiedenen Theile dem kleinen Kreise gerade am meisten 
Interesse einflófsen würde, war es immer unmóglich, auch 
nur einige Vollständigkeit zu erzielen, und indem ich in dem 
einen Semester bald das Fernrohr, bald die Correctionen der 
Refraction, Aberration und Parallaxe, bald die Beobachtungen 
an den Meridianinstrumenten oder mit dem Spiegelsextanten, 
bald die nautischen Probleme mehr hervorhob, fühlte ich 
doch immer, dafs den Theilnehmern mehr Einzelnheiten als 
ein geschlossenes Ganze geboten ward. Ein einigermafsen 
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vollständiges Lehrbuch würde diesen Mangel an Befriedigung 
beseitigt haben, da es bei kürzerer Erwähnung wichtigerer 
Theile möglich gewesen wäre, darauf zu verweisen, während 
es jetzt nicht verlangt werden konnte, dafs aus den einzelnen 
Abhandlungen die Lücken ergänzt werden sollten. 
Ungeachtet dieser von mir sehr offen eingestandenen 
Lückenhaftigkeit des Vortrages, wie sie kaum bei dem Reich- 
thum des Gegenstandes zu vermeiden war, ist es mir durch 
die eigenthümlichen Verhältnisse von Berlin doch fast jedes 
Jahr gelungen, einen oder den andern Theilnehmer an den 
Vorlesungen zu kürzerer oder längerer Beschäftigung mit 
der Wissenschaft der Astronomie zu gewinnen und zu man- 
chen zum Theil sehr gelungenen Arbeiten zu veranlassen. 
Vielleicht ist eine Ursache dieses Erfolges, welcher mir die 
nicht angenehme Empfindung erträglich machte, von dem 
grolsen Ganzen immer nur Bruchstücke zu geben, darin zu 
suchen, dals, wie mein Wunsch bei dem eigenen Studium 
immer dahin geht, nicht blofs Sachen in das Gediüchtnifs 
aufzunehmen, sondern lieber einen einzelnen Theil mir wo 
möglich ganz anzueignen und die Form zu suchen, unter 
welcher er mir mit meinem Ideengange am Besten in Ein- 
klang zu bringen ist, ohne dabei diese Form als die absolut 
beste anzusehen, sondern nur als die, welche meiner Indi- 
vidualitàt am Besten entspricht: so auch bei denen welche 
mir nüher bekannt werden, mein Streben immer dahin ge- 
richtet ist, ihrer selbstständigen Entwickelung nicht hinderlich 
zu werden. Es gab selbst Zeiten, wo ein besonders thätiger 
Wetteifer bei meinen jüngeren Freunden ein sehr erfreuliches 
Leben auf der Sternwarte hervorrief, und zu einer dieser 
Zeiten rechne ich auch die Periode, in welcher der Verfasser 
dieses Werkes, m Verbindung mit dem jetzigen Observator 
auf der Leipziger Sternwarte Herrn d’Arrest, aus eigenem 
freiem Antriebe längere Zeit hindurch an den Arbeiten auf 
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der Sternwarte einen lebhaften Antheil nahm und durch un- 
mittelbare Anwendung mit den verschiedenen Theilen der 
Astronomie sich bekanut machte. 

Die Erwähnung dieser Veranlassung zu der Bekanntschaft 
mit dem Verfasser dieses Werkes habe ich für nóthig gehal- 
ten, um die Worte, welche er in seiner Vorrede über die Be- 
nutzung meiner Vorlesungen äufsert, m ihrem wahren Sinne 
erscheinen zu lassen. So viel ich aus dem Buche zu meiner 
grolsen Freude ersehen habe, hat der Verfasser überall sich 
bemüht, die verschiedenen Theile selbstständig zu bearbeiten. 
Sind ihm dabei hin und wieder die Gesichtspunkte, aus wel- 
chen ich einzelne Abschnitte zu betrachten pflegte, als die 
ihm ansprechendsten erschienen, so ist dabei vou meiner Seite 
so wenig daran zu denken, ihm auch nur im Mindesten die 
eigene Bearbeitung streitig zu machen, als ich ihm auch uicht 
den leisesten Vorwurf machen dürfte, wenn er in andern Ab- 
schnitten, und bei Weitem den meisten, seinen eigenen Weg 
verfolgt hat, verschieden von dem meinigen. Der Verfasser 
eines Werkes dieser Art, bei dem die Auswahl des ihm als 
des vorzüglichsten erscheinenden Weges die Hauptsache ist 
(etwas ganz Neues wird man bei einem solchen Lehrbuche 
gewils nicht erwarten, wohl aber eigenes Nachdenken im Au- 
ordnen und Auswählen fordern), soll die ganze Verantwortung 
tragen, dafür aber auch die Belohnung, wenn sein Streben 
sich als erfolgreich beweist, eben so ungetheilt in Anspruch 
nehmen. 

Es ist hier nicht der Ort, über das Ganze oder Ein- 
zelne ein Urtheil zu füllen, wozu auch die Kürze der Zeit, 
in welcher mir die Druckbogen mitgetheilt wurden, mich 
nicht berechtigen würde. So wie ich indessen mit lebhafter 
Freude die erste Nachricht aufnahm, dafs der Verfasser seine 
astronomische Mulse in Bilk zu der Ausarbeitung dieses 
Lehrbuches verwandt habe, so möchte ich es auch als ein 
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günstiges Zeichen für die wissenschaftliche Richtung in un- 
serm Vaterlande ansehen, wenn, neben den vielen populären 
Schriften über Astronomie, auch dieses Buch, welches die 
ernstere Theilnahme an dieser Wissenschaft in Anspruch 
nimmt, die Anerkennung finden sollte, welche den Verfasser 
ermuthigen könnte, auf dem begonnenen Pfade mit Freudig- 


keit fortzuschreiten. 


Berlin, im November 1851. 


J. F. Encke. 


Vorrede zur ersten Auflage. 


Die Herausgabe eines Lehrbuchs der sphärischen Astronomie 
bedarf wohl kaum einer Rechtfertigung, da die vorhandenen 
älteren Werke über diesen Theil der Astronomie, wenn auch 
zu ihrer Zeit zum Theil vortrefflich, nicht mehr dem ge- 
genwärtigen Standpunkte der Wissenschaft entsprechen. In 
neuester Zeit wurde zwar durch das Erscheinen von Sawitsch’s 
trefflicher practischer Astronomie diese lange gefühlte Lücke 
in der astronomischen Litteratur zum Theil ausgefüllt; immer 
fehlte es aber noch an einem Lehrbuche, in welchem alle 
Hauptprobleme der sphärischen Astronomie behandelt wurden, 
und woraus namentlich Diejenigen, welche sich einem gründ- 
lichen Studium dieser Wissenschaft widmen wollen, die ver- 
schiedenen Methoden kennen lernten, deren man sich jetzt 
bedient, um die oft schwierige Lösung der verschiedenen 
Probleme in einer eleganten und für die Anwendung beque- 
men Weise möglich zu machen. Ich hoffe, durch die Her- 
ausgabe des vorliegenden Lehrbuchs diesem Bedürfnisse ei- 
nigermalsen entsprochen zu haben. Man wird in demselben 
keines der Hauptprobleme der sphärischen Astronomie ver- 
missen und durch das Studium desselben die Mittel finden, 
auch solche Aufgaben, welche grade nicht in demselben be- 
handelt sind, mit Leichtigkeit selbst aufzulösen. Da das Buch 
hauptsächlich für den Selbstunterricht bestimmt ist, so habe 
ich mich bemüht, alle Probleme möglichst deutlich zu be- 
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handeln und nirgends eine Schwierigkeit übrig zu lassen; 
daher sind an einzelnen Stellen auch rein mathematische Ent- 
wiekelungen eingeschaltet, die man in den gewóbnlichen ma- 
thematischen Lehrbüchern wenigstens nicht in der Weise, als 
es grade hier nóthig war, vorfindet. Aus demselben Grunde 
wurde in der Einleitung eine Ableitung der sphárisch -trigo- 
nometrischen Formeln und der Interpolationsformeln gegeben, 
weil später grade auf diese am häufigsten hingewiesen wer- 
den mufste. Sehr gern wäre hier auch eine Darstellung der 
Methode der kleinsten Quadrate aufgenommen worden, um 
auf diese Weise in der Einleitung Alles beisammen zu haben, 
was später häufiger Anwendung findet, wenn nicht dadurch 
die Einleitung selbst über Gebühr verlängert worden wäre. 
Ich habe mich darauf beschränken müssen, diese Methode da, 
wo dieselbe Anwendung findet, kurz zu erwähnen. 

Im Ganzen ist in der Darstellung eine synthetische Me- 
thode befolgt und der Stoff möglichst systematisch geordnet 
worden, theils um so wenig als möglich im Vortrage einer 
Materie auf später Vorkommendes hinweisen zu müssen, theils 
um für den Lernenden das Aufsuchen der einzelnen Probleme 
in dem Buche zu erleichtern. Ich hoffe, dafs die hiernach 
gewählte Aufeinanderfolge der einzelnen Materien nicht un- 
passend sein wird. Etwas abweichend von früheren Darstel- 
lungen habe ich mich bei der Aufstellung der Grundgleichun- 
gen der Probleme nicht wie gewöhnlich der Formeln der 
sphärischen Trigonometrie, sondern fast durchgängig der 
Transformation der Coordinaten bedient, um der lästigen Be- 
trachtung einzelner Fälle je nach den verschiedenen Werthen, 
welche die Winkel eines Dreiecks im verschiedenen Lagen 
haben können, überhoben zu sein. Für Diejenigen, bei wel- 
chen diese Art der Darstellung weniger Beifall finden dürfte, 
ist indessen fast immer auf die Herleitung der Formeln aus 
den sphärischen Dreiecken hingewiesen, überdies auch in der 
Einleitung der Zusammenhang zwischen den sphärisch - tri- 
gonometrischen Formeln und den Formeln für die Transfor- 
mation der Coordinaten gegeben worden, 
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Was die Ausarbeitung dieses Lehrbuchs besonders er- 
leichterte, war der Umstand, dals ich das Glück gehabt habe, 
die Vorlesungen meines hochverehrten Lehrers, des Herrn 
Professor Encke, grade über den vorliegenden Gegenstand 
zu hören, und die Anordnung des Ganzen, sowie die Art 
und Weise der Entwickelung der einzelnen Probleme, ist 
auch einigermaísen derjenigen ähnlich, welche von Herrn 
Professor Encke in seinen Vorlesungen pflegte beobachtet zu 
werden. Indels ist diese Aehnlichkeit nur ganz im Allge- 
meinen zu verstehen, da die hier gewählte streng systemati- 
sche Form einen sehr abweichenden Gang in der Darstellung 
des Ganzen bedingte und auch vielfach bei einzelnen Pro- 
blemen ein andrer Weg eingeschlagen werden mulste, wie 
er grade für die hier gewählte Behandlung des Gegenstandes 
angemessen schien. 

Von Schriften, welche ich bei der Bearbeitung des Bu- 
ches benutzt habe, sind besonders die von Bessel zu nennen, 
namentlich dessen „Astronomische Untersuchungen II Bde. 
Königsberg 1841 und 1842“, die Tabulae Regiomontanae, 
sowie verschiedene Aufsätze von demselben in v. Zach’s mo- 
natlicher Correspondenz und in den astronomischen Nach- 
richten. Ebenso wurden verschiedene Aufsätze von Herrn 
Geheimrath Gaufs, Herrn Hofrath Hansen und Herrn Pro- 
fessor Encke theils in den genannten Zeitschriften, theils auch 
von dem Letzteren in den Anhängen zu den astronomischen 
Jahrbüchern benutzt. In den meisten Fällen sind übrigens 
die Quellen bei den einzelnen Abschnitten noch besonders 
aufgeführt. 

Die Correctur des Buches ist hauptsächlich von Herrn 
Vogel in Berlin besorgt und mir wegen der Entfernung des 
Druckorts nur eine einzige gestattet gewesen. Herr Vogel 
hat eine besondre Sorgfalt auf die Correctheit der Formeln 
verwandt, sodaís diese wenig zu wünschen übrig läfst; da- 
gegen sind im Texte auf den ersten Bogen verschiedene, 
leicht in die Augen fallende Druckfehler stehen geblieben, 
die ich zu entschuldigen bitte. Auf den spätern Bogen, wo 
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häufig zwei Correcturen von mir selbst gelesen wurden, wird 
man dergleichen Fehler selten finden. 

Ich empfehle das vorliegende Werk dem nachsichtigen 
Urthelle der Astronomen. Es sollte mich unendlich freuen, 
wenn dasselbe seinem Zwecke einigermalsen entsprechend 
befunden und dadurch das Studium der sphärischen Astro- 
nomie erleichtert würde. 


Bilk im November 1851. 


F. Brünnow. 


Vorrede zur zweiten Auflage. 


Da die erste Auflage dieses Lehrbuchs im vorigen Jahre 
gänzlich vergriffen war, so wurde ich schon damals von der 
Verlagshandlung ersucht, eine neue Auflage vorzubereiten. 
Obwohl ich die über Erwarten günstige Aufnahme des Buches 
mit grofsem Danke anerkannte, so war ich mir doch wohl 
bewulst, dafs dieselbe hauptsächlich dem dringenden Bedürf- 
nisse eines solchen Lehrbuchs zuzuschreiben war, wie auch 
den wohlwollenden Worten, welche mein hochverehrter Leh- 
rer, Herr Professor Encke, die Güte hatte, demselben vor- 
anzuschicken. Es war daher zuerst meine Absicht, eine voll- 
ständige Umarbeitung des Buches vorzunehmen. Da mir dies 
aber meines Gesundheitszustandes wegen nicht gestattet war, 
so habe ich wenigstens solche Zusätze und Verbesserungen, 
welche mir am nothwendigsten erschienen, gemacht, und ich 
hoffe, dafs diese neue Auflage wenigstens die beiden Haupt- 
probleme der sphärischen Astronomie, die Bestimmung der 
Oerter der Gestirne an der scheinbaren Himmelskugel, sowie 
die des Orts des Beobachters auf der Erdkugel nebst Allem, 
was darauf irgend Bezug hat, in ziemlicher Vollständigkeit 
behandelt. Obwohl diese Zusätze nicht unbedeutend sind, 
wie eine nähere Vergleichung der beiden Auflagen zeigt, na- 
mentlich auch eine gedrängte Darstellung der Methode der 
kleinsten Quadrate der Einleitung hinzugefügt ist, so ist doch 
wieder durch den kleineren Druck der Formeln und durch 
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wesentliche Abkürzungen an einigen Stellen, wo die früher 
gegebenen Entwickelungen unnóthig weitläuftig waren, so viel 
gewonnen, daís sich die Seitenzahl der neuen Auflage kaum 
gegen die frühere vermehrt hat. 

Auf die Correctur des Drucks ist diesmal besondere 
Sorgfalt verwandt. Herr Powalky in Berlin hatte die Güte, 
eine Correctur zu besorgen, während ich selbst hier in Goslar, 
wo ich mich den Sommer über zur Herstellung meiner Ge- 
sundheit aufgehalten, eine zweite gelesen habe. Einige trotz- 
dem stehen gebliebene Fehler, die mir bei nochmaligem Durch- 
lesen auffielen, sind im beigefügten Verzeichnisse aufgeführt, 
und aufser diesen werden sich hoffentlich nur wenige finden. 
Die Verlagshandlung hat wie immer für eine schöne Aus- 
stattung des Buches Sorge getragen. 

So darf ich denn wohl die Hoffnung aussprechen, dals 
die gütige Aufnahme, welche die erste Auflage des Buches 
erfahren, auch der neuen zu Theil werden wird, und dals 
„das Lehrbuch in seiner jetzigen Gestalt seinem Zweck bes- 
ser entsprechen und dazu beitragen wird, das Studium der 
Wissenschaft den in dieselbe Eintretenden in etwas zu er- 
leichtern. 


Goslar im September 1862. 


F. Brünnow. 
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Einleitung. 


A. Die Transformation der Coordinaten. Die Formeln 
der sphärischen Trigonometrie. 


1. h der sphärischen Astronomie betrachtet man die 
Oerter der Gestirne an der scheinbaren Himmelskugel, in- 
dem man dieselben vermittelst sphärischer Coordinaten auf 
gewisse grófste Kreise der Himmelskugel bezieht und die 
Relationen zwischen den auf verschiedene gröfste Kreise be- 
zogenen Coordinaten aufsucht. Statt durch die sphärischen 
Coordinaten kann man den Ort eines Gestirns auch durch 
Polarcoordinaten im Raume angeben, nämlich durch die Win- 
kel, welche die von ihm nach dem Mittelpunkte der schein- 
baren Himmelskugel gezogenen geraden Linien mit gewissen 
Ebenen bilden und durch die Entfernung von diesem Mittel- 
punkte selbst, die hier als Radius der scheinbaren Himmels- 
kugel immer gleich der Einheit gesetzt wird. Diese Polar- 
eoordinaten lassen sieh endlich leicht durch rechtwinklige 
Coordinaten ausdrücken. Die ganze sphärische Astronomie 
wird daher auf die Transformation rechtwinkliser Coordina- 
ten zurückkommen, wofür zuerst die allgemeinen Ausdrücke 
gesucht werden sollen. 

Denkt man sich in einer Ebene ein rechtwinkliges Axen- 
kreuz und bezeichnet man die Abseisse und Ordinate irgend 
eines Punktes mit © und y, mit r und v aber die Entfernung 
des Punktes vom Anfangspunkte der Coordinaten und den 
Winkel, den diese Linie mit der positiven Seite der Axe 
der x macht, so ist: 

r--rcosv 


y —rsinv 


2 


Denkt man sich dann em anderes Axenkreuz in dersel- 
ben Ebene, so dafs der Durchschnittspuukt mit dem des vo- 
rigen zusammenfällt und bezeichnet für denselben Punkt die 
entsprechenden anf das neue Axenkreuz bezogenen Coordi- 
naten und Winkel mit z', y' und o, so hat man 

a! — r oos v 
yr sin dl 

Nennt man dann w den Winkel, welchen die positive 
Seite der Axe der a mit der positiven Seite der Axe der æ 
macht und zählt alle Winkel in demselben Sinne von 0° bis 
360°, so hat man allgemein e = v' —- w, also: 

x = r cos v cos w — r sin v' sin w 
y =r sin v cos w +r cos d sin w 


oder: 
e= x cosw — y! sin w a 
y=  x'sinw-l- y cosw 
und ebenso: 
x = zcsw+tysiw : 
y = — x sin wo -4- y cos w ut 


Diese Formeln gelten allgemein für alle positiven oder 
negativen Werthe von zr uud y uud für alle Werthe von w 
von 0° bis 360°. 

2. Es seien die Coordmaten eines Punktes O auf be- 
liebige, auf einander senkrechte Axen bezogen, r, y und s, 
es sci ferner @ der Winkel, welchen der Radius vector mit 
seiner Projection auf die Ebene der æy, BI der Winkel, den 
diese Projection mit der Axe der æ macht (d. h. also der 
Winkel, welchen die durch den Punkt O und die positive 
Axe der z gelegte Ebene mit der durch die positiven Axen 
der z und z gelegten Ebene macht, von der positiven Seite 
der Axe der x nach der positiven Seite der Axe der y von 
0° bis 360° herum gezählt), so ist, wenn man die Entfernung 
des Punktes vom Anfangspunkte der Coordinaten gleich eins 
setzt: 

«= cos B' cosa’, y=sin B'cosa', z-—sina 

Nennt man dagegen a den Winkel, den der Radius vec- 
tor mit der positiven Axe der z macht und zählt denselben 
von der positiven Seite der Axe der s nach der positiven 
Seite der Axen der æ und y von 0° bis 360? herum, so 
hat mau: 


x = sin a cos B', y= sin a sin B', z == cosa. 
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Denkt man sich nun ein zweites Coordinatensystem und 
zwar so, dafs die Axe der y' mit der Axe der y zusammen- 
fällt und die Axen der o und z mit den Axen der x und 5 
den Winkel e machen, nennt man b den Winkel, welchen 
der Radius vector mit der positiven Axe der » macht, 4’ 
dagegen den Winkel, welchen die durch O und die positive 
Axe der z' gelegte Ebene mit der Ebene macht, welche durch 
die positiven Axen der œ und s geht, beide Winkel in dem- 
selben Sinne wie o und B' gezählt, so hat man: 

z' = sin b cos Al y' — sin b sin A’, z' — cos b 
und da auch nach den Formeln für die Transformation der 
Coordinaten : 
z —a' sin c Le cosc 
ZU 
x = x cose — sine 
so erhält man: 
cos a = sin b sin c cos A' -+ cos b cos c 
sin a sin B’= sin b siu 4’ 
sin a cos B'= sin b cos c cos A’ — cos b sin c 

3. Denkt man sieh nun um den Anfangspunkt der Co- 
ordinaten eine Kugel mit beliebigem Halbmesser (der hier 
gleich eins genommen wird) beschrieben und die Durch- 
schnittspunkte der Axen der s und al mit der Oberfläche der 
Kugel unter einander und mit dem eben betrachteten Punkte O 
durch Bogen grölster Kreise verbunden, so werden diese Bo- 
gen ein sphärisches Dreieck bilden, wenn man nämlich das- 
selbe in seiner allgemeinsten Bedeutung auffalst, wo also 
Winkel sowohl als Seiten grófser als 180" sein kónnen. Die 
drei Seiten O Z, O Z' und Z’ Z dieses sphärischen Dreiecks 
werden respective gleich a, b und c sein. Der sphärische 
Winkel A am Punkte Z' wird als Winkel zwischen der durch 
O und Z' und der durch Z' und Z und dem Mittelpunkte der 
Kugel gelegten Ebene gleich A’ sein, dagegen der Winkel B 
am Punkte z allgemein gleich 180 — BL Führt man also A 
und B statt A’ und B’ in die in No. 2 gefundenen Gleichun- 
gen ein, so erhält man die für jedes sphärische Dreieck gel- 
tenden Formeln: 


cos a = cos b cos c + sin b sin c cos A 
sin a sin B = sin b sin A 
sin a cos B = cos b sin c — sin b cos c cos A 
al 
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Diese sind die drei Hauptformeln der sphärischen Trigo- 
nometrie, die also nichts weiter als eine einfache Transfor- 
mation der Coordinaten ausdrücken. 

Da man jede Ecke des sphärischen Dreiecks als die Pro- 
jection des Punktes O auf die Kugeloberfläche und die bei- 
den andern als die Durchschnittspuukte der Axen der s und 
% mit derselben ansehen kann, so müssen die vorstehenden 
Formeln auch für jede andre Seite und den anliegenden Win- 
kel gelten, wenn man nur die übrigen Seiten und Winkel 
gehörig mit einander vertauscht. Man erhält so, wenn man 
alle Fälle umfalst: 


cosa = cos b cos c + sind sin c cos A 
cos b = cos a cos c-d- sina sinc cos B. (2) 
cos c = cos a cos b + sin a sin b cos C 
sin a sin B = sin b sin A 
sin æ sin C = sinc sin Á (3) 
sin b sin C = sin e sin B 
sin a cos B= cos b sin c — sin b cos e cos A 
sin a cos C = cos c sin b — sin c cos h cos A 
sin b cos A = cos a sin c — sina cos c cos B 
sin b cos C = cos c sin a — sin c cos « cos B 
sin c cos A = cos a sin b — sina cos b cos C 


(4) 


sin e cos B = cos b sin a — sin b cos a cos C 


4. Aus diesen Formeln lassen sich nun die übrigen 
Formeln der sphärischen Trigonometrie leicht herleiten. Di- 
vidirt man die Formeln (4) durch die entsprechenden For- 
meln (3), so erhält man: 

sin A cotang B = cotang b sin c — cos e cos A 
sin A cotang C e cotang c sin b — cos b cos A 
sin B cotang A = cotang a sin c — cos c cos B 
sin B cotang C' = cotang c sin a — cos a cos B 
in C cotang A = cotang a sin b — cos b cos C 
sin C cotang B = cotang b sin a — cos a cos C 
Schreibt man die letzte dieser Gleichungen so: 


cos b sin a sin B P 
: —— — eo8 a sin B cog C 
sin b 


(5) 


sin C cos B = 


so erhält man: 


sin C cos B = cos b sin A — cos a sin B cos C 
oder: 


sin A eos b = cos B sin C -+ sin. B cos C cos a 
eine Gleichung, welche der ersten der Gleichungen (4) ent- 
spricht und nur Winkel statt der Seiten und umgekehrt ent- 
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hält. Durch Vertauschung der Buchstaben erhält man die 
sechs Gleichungen: 

sind cos b = cos B sin C -+ sn B cos C cos a 

sin zl cos e = cos C sin B -+ sin C cos B cosa 

sin B cos a — cos 4 sin C -+ sin A cos C cos b En 
sin B cos c = cos C sin A + sin C cos 4l cos b (6) 
sin C cos a = cos A sin B + sin A cos B cos c 
sin C cos b = cos B sin A -|- sin B cos A cos c 


und durch Division dieser Gleichungen durch die entsprechen- 
den der Gleichungen (3): 


sin a cotang b = cotang B sin C + cos C cos a 
sin o cotang c == cotang C sin B -F- cos B cos a 
sin b cotang a = cotang A sin C -H cos C cos b 
sin b cotang c = cotang C sin A + cos A cos b 
sin c cotang a = cotang A sin B + cos B cos c 
sin c cotang b == cotang B sin A -+ cos A cos c 


(7) 


Die Gleichungen (6) geben ferner: 
cos A sin C= sin B cos a — sin A cos C cos b 
cos B sin C — sin A cos b — sin B cos C cos a 
Multiplieirt man beide Gleichungen mit sm C, und sub- 
stituirt den Werth von sin A sin C cos b aus der zweiten 
Gleichung in die erstere, so erhält man: 
cos A = sin B sin C eos a — eos B eos C 
und durch Vertauschung der Buchstaben die drei den For- 
meln (2) entsprechenden Gleichungen, in denen wieder Win- 
kel statt der Seiten und umgekehrt vorkommen: 
cos A = siu B sin C eos a — cos B eos C 
cos B = sin A siu C cos b — cos A cos C (8) 
cos C = sin A sin B cos c — cos A cos B 


9. Addirt man die beiden ersten der Formeln (3), so 


erhält man: 
sin a [sin B -+ sin C] = sin A [sin b + sin c] 
oder : 


> Ü 


RW: BEC Se 3 E EE ! b—e 
sin +a cos —— , cos 4a sin —,— = sin A A sin — —.cos $ A cos — 
2 2 S 2 2 a 2 


und, wenn man dieselben Gleichungen subtrahirt: 
B-C B+C b--c 


-—.c08 34 cos sin A cos —,c08 4 A sin P 
. cos d - sin} d : 
2 1 2 2 S 2 


sin J a sin 


Ebenso erhält man, wenn man die beiden ersten der 
Formeln (4) addirt und subtrahirt: 


"T 3— : B+C Le LA MICE o A 
d eet r, = e en SE ; 
sin $a cos =, cosgicos —, singalsin "bn $4 cos g 


B—GC 


"m... a Osa Qu. He 
sin £a sin . eos 4 « sin 5 —=cos+Äsin 2 . cos 4 A cos 


Diese vier Formeln enthalten je zwei der Gaufsischen 
Gleichungen in einander multiplicirt; man kann indessen die 
einzelnen Gleichungen durch die Verbindung dieser vier For- 
meln nicht trennen, sondern mufs sich zu dem Ende noch 
eine solche Formel verschaffen, in der eine andere Combi- 
nation dieser Gleichungen vorkommt. Dazu dient eine der 
folgenden: 


? i b--c Hl 
G . cos +a sin —;— =sin + A cos ——.— . cos 4.4 cos — 
2 2 2 2 


"e B—C , | , B—C 
sin $a cos —, — . Sin $ a Sin — 


se 


welche man erhält, wenn man die beiden ersten der Glei- 
chungen (6) zu einander addirt und von einander abzieht. 
Setzt man nun: 


cos za cos — 


"TT sz .b—c 
—sin$ A sin 73-005 $Asin-.-— 
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- 


UC e 


sin 4 A sin EUN s 


" b+c 
sin 4.4 cos —— = 
b—c 
es: = 
cos 4 Á sin —— — y 


* 


b—c 
cos zÁ cos ss d 


- 


und: 


2 j 


in } y se ail 
sin 4a oos g a 

e 
SE 
EE Lon 


sin 4a sin —,— =y 


asied = Ss d 
so hat man die sechs Gleichungen: 
o ' 22 að, y8 =y, e Ba, y à  —yà, p ò = à, «y —ay 


aus denen man die folgenden findet: 
ae, eh y-y, deed 


oder: 
alem, f'—-— B, yom—y, NEEN 
Man erhält mithin zwischen den Winkeln und Seiten ei- 
nes sphärischen Dreiecks die folgenden Relationen: 


E b-he si Hat 
sm y Asm — = WR tà eoe — 
3 2 3 2 
i b--c 1 B--C 
sin 3 l cos $7 77Cc083 «C08 —, 
éi E (9) 
bed SI IBER 
cos 41 sin —,— — sin + a sin 
2 2 
i DUO E 
cos + cos My = cos y a sin =g 
oder auch: 
at: MET "ent B—C 
sin 4 Asin —— = —sin4oc0s— 
Che bte : B+ 
sur A cos —5 == — 008 5 d e08 ——— 
TT be BS e BG) 
cos sin -5- = — sin $ 4 sin —- 
a 2 Ca 2 
i E T. 2 
cos 4 A cos —,— = — cos 4 a sin m 


Aus beiden Systemen von Gleichungen erhält man aber 
für die gesuchten Grölsen, sei es, dafs diese zwei Seiten 
und der eingeschlossene Winkel oder zwei Winkel und die 
anliegende Seite sind, dieselben oder wenigstens nur um 
360° verschiedene Werthe. Sucht man z.B. A, b und c, 
so würde man aus dem zweiten Systeme von Gleichungen 


m. Q h—e H 5 d : 
entweder für si ^ und ^5 ^ dieselben Werthe finden, wie aus 


dem ersteren Systeme, dagegen für 1.4 einen um 180° ver- 


E und La um 180° 
verschiedene Werthe, dagegen für 1.1 denselben Werth. Im- 
mer würden also 4, b und e nur um 360° von den aus dem 
ersteren Systeme gefundenen Werthen verschieden sein. Die 
4 Formeln (9) gelten daher ganz allgemein und es ist gleich- 
gültig, ob man bei der Berechnung von A, b und c die 
Werthe a, B, C anwendet oder zu beliebigen dieser Werthe 
= 360° addırt *). 

Die vier Gleichungen (9) sind unter dem Namen der 
Gaufsischen Gleichungen bekannt und werden angewandt, 
wenn eine Seite und die beiden anliegenden Winkel eines 
sphärischen Dreiecks oder zwei Seiten und der eingeschlos- 


sene Winkel gegeben und daraus die drei übrigen Stücke 


R geht) 
schiedenen Werth oder aber auch für 


*) Gauss, Theoria motus corporum coelestium. pag. 50 seq. 
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zu finden sind. Man bedient sich derselben am bequemsten 
auf folgende Weise. Wenn a, B und C gegeben sind, so 
suche man zuerst: 


E B+C 
(1) cos 2 = (4) cos n 
(2) sinja (8) cosya 
B—C : C 
(3) sin == (6) sin ar 
und daraus: 
B—C B—( 
(7) sin £a cos LS (9) sin yasin SE 
B+C B+C 
(8) cos 4a cos A (10) cos la sin TES 


Durch Division dieser unter einander stehenden Zahlen 
erhält man tang 1(b-1- c) und tang 3; (b— c), woraus man b und c 
findet. Dann sucht man cos j(b-i-c) oder sm i (b-+c) und 
cos l(b— c) oder sin 1(b— c), je nachdem der Cosinus oder 
Sinus gröfser ist und zieht den ersteren vom gröfseren der 
beiden Logarithmen (7) oder (8), den andern vom grüfseren 
der Logarithmen (9) oder (10) ab und erhält dann sin 1A 
und cos 4A. Deide verbindet man zur Tangente und findet 
daraus A. Da sin ŁA und cos 1A denselben Winkel geben 
müssen, als tang 14, so hat man hierin eine Prüfung der 
Richtigkeit der Rechnung. 


Beispiel. 
Es seı a= 11? 25' 56.”3 
B--184 6 55.4 


Q= 11 18 40.3 
so hat man: 


(2 —_C)= 80" 24' 7.55 

cos 4 (B — C) = 8.7976413 

sin 1 — 8,9982005 

sin 4 (B — C) — 1.9991432 

sin Än cos 4 (B— C) — 27959018 
cos ġa cos $3 (B+C) — 9.1256397, 
l(b--c) 177 19 13.49 


cos $ (b+)  — 9.9995248, 
sin} A  9.1261149 
cost A — 9.9960835 


1 A 7° A0 59.”38 


4(B+C)= 97° 42' 47."85 


eos4(B+C) 9,1278046, 

oos Zo 9.9978351 

sin $(B +C) — 9.9960526 
sinlasini(B—C) 89974037 
cos 4 a sin 4 (B 4- C) 9.9938877 


d(b—c) 5 4524.49. 

cos 4 (b — c) 9.9978042 
-—IH3^ 1 375402 
e = 171 33 49. 36 
A= t5 2418583200 
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Hätte man hier B= — 175° 53' 4."6 genommen, also: 
i(B4- 0)  — 82° 17 12.15 
1(B— 0) —93 35 82. 45 
so hütte man erhalten: 
LC + c)e-— 2" 40' 46.51 


AIR + eise 188 45 24.18 
also b= 183" A 37."62 und e= — 188° 26' 10."64. 

Durch Division der Gaulsischen Gleichungen in einan- 
der erhält man die Napierschen Analogien. Schreibt man 
A, B, C an die Stelle von B, C, A und a, b, c an die Stelle 
von b, c, a so findet man aus den Gleichungen (9): 


dai 
M C 
tang ~- 2 = er Mapa 2 
cos —, 
„a—h 
P GA 
[eed ER so eotang 5 
sin —; 
vibes (9a) 
u e RZ c 
tang s "SH tang m 
cos 
R 
ma 
in^ 
Ww a—b 2 " c 
: = ne 
er | A+B ER 
sm. 


6. Da fast alle in No. 3 und 4 aufgeführten Formeln 
aus zwei Gliedern bestehen, also für logarithmische Rechnung 
unbequem sind, so muls man dieselben in eingliedrige Aus- 
drücke zu verwandeln suchen, was durch die Einführung von 
Hülfswinkeln erreicht wird. Irgend je zwei mögliche Gröfsen 
x und y, sie seien positiv oder negativ, kann man nämlich 
immer einem Sinus oder Cosinus proportional setzen, so dafs: 

z=msinM und y= m cos M 
denn man findet sogleich : 


tang M = £ und m= Vr? + y? 
js 


also M und m durch lauter mögliche Gröfsen ausgedrückt. 
Nun enthalten alle früheren mehrgliedrigen Formeln in jedem 
ihrer beiden Glieder einen Sinus oder Cosinus eines und des- 
selben Winkels. Setzt man also die übrigen Factoren des 
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einen Gliedes dem Sinus, die des andern dem Cosinus eines 
beliebigen Winkels proportional, so kann man die Formeln 
für den Sinus oder Cosinus einer zweigliedrigen Gröfse an- 
wenden und auf diese Weise eine für logarithmische Rech- 
nung bequeme Form erhalten. 
Sind z. B. die drei Formeln zu berechnen: 
cos a = cos b cos c + sin b sine cos A 
sin a sin B= sin b sin A 
sin a eos B — cos b sine — sin b cose cos A 
so setze man: 
sin b cos A = m sin M 
cos b = m cos M 
Dann wird: 
cosa = m cos (e — AM) 
sin o sin B = sin b sin A 
sin o cos B= m sin (c — M) 
Weifs man den Quadranten, in welchem B liegt, so kann 
man die Formeln auch auf folgende Weise schreiben, wenn 
sin b cos A 


- = setzt. Man berechnet 
sin M 


man für m seinen Werth 


zuerst: 
tang M = tang b cos A 


und findet dann: 
tang A sin M 


sin (c — M) 
tang (c — M) 
cos B 

Hat man Tafeln für die sogenannten Gaufsischen Loga- 
rithmen, vermittelst welcher man den Logarithmus der Summe 
oder Differenz zweier Zahlen aus den Logarithmen der ein- 
zelnen Zahlen findet, so berechnet man die drei Gleichungen 
bequemer in der ursprünglichen Form ohne Einführung des 
Hülfswinkels. Solche Tafeln sind von Zech für 7 Stellen 
berechnet: J. Zech, Tafeln für die Additions- und Subtrac- 
tions- Logarithmen für sieben Stellen. 

Für 5 Stellen findet man diese in den Kóhlerschen Lo- 
garithmentafeln für 5 Decimalen. 


tang B = 


tang a = 


7. Im Allgemeinen hat man immer darauf zu schen, 
dafs man die Winkel, welche man sucht, durch die Tangen- 
ten findet; denn da diese sich am schnellsten ändern, so kann 
der Werth der Winkel durch dieselben am genauesten ge- 
funden werden. 
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Bezeichnet Ar eine sehr kleine Aenderung eines Win- 
kels, so hat man: 
2Ar 


A (log tang x) — - 
sin 


Man ist nun gewohnt, die Aenderungen der Winkel in 
Secunden auszudrücken; da nun aber die Tangente den Ra- 
dius zur Einheit hat, so muls man die Aenderung Aa eben- 
falls in Theilen des Radius ausdrücken, also durch die Zahl 
200264,8 dividiren”). Ferner sind hier unter den Logarith- 
men natürliche oder hyperbolische verstanden; will man in- 
dels Briggische Logarithmen einführen, so muls man die na- 
türlichen mit dem Modulus 0.4342945 — M multipliciren. 
Verlangt man endlich A (log tang x) in Einheiten der letzten 
Decimale der Logarithmen, welche man anwendet, ausge- 
drückt, so hat man bei siebenstelligen Logaritlımen den Aus- 
druck mit 10000000 zu multiplieiren. Man erhält also: 


2M A 
42.1 ii 
sin 2x An 
oder 
All = E A (log tang x) 


Aus dieser Gleichung sieht man nun, wie genau man 
den Werth eines Winkels durch die Tangente finden kann. 

Gesetzt man hätte Logarithmen von fünf Decimalen, so 
ist, da die Rechnung in der Regel höchstens auf zwei Ein- 
heiten der letzten Decimale unsicher ist, A (log tanga) — 200, 
also der daraus für den Winkel erwachsende Fehler: 


200" 
42.1 


Na sin 2x — 5" sin 2x 

*) Die Zahl 206264.8, deren Logarithmus 5.3144251 ist, wird immer 
gebraucht, wenn man Grófsen, die in Theilen des Radius ausgedrückt sind, 
in Bogensecunden verwandeln will und umgekehrt. Die Anzahl der Secunden 
im Kreisumfange ist 1296000, dagegen ist der Kreisumfang in 'Theilen des 
Radius gleich 27 = 6.2831853. Beide Zahlen verhalten sich zu einander 
wie 206264,8 : 1. Will man also Grófsen, die in 'Theilen des Radius aus- 
gedrückt sind, in Bogen verwandeln, so hat man dieselben mit dieser Zahl 
zu multiplieiren; umgekehrt, wil man Grófsen, die in Bogensecunden gege- 
ben sind, in Theilen des Radius ausdrücken, so hat man dieselben mit dieser 
Zahl zu dividiren. Die Zahl selbst ist die Anzahl der Secunden dic auf den 
Radius gehen, ihr Complement aber der Sinus oder die Taugente einer Seeunde. 
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Bei fünf Deeimalen wird also der Fehler nicht grölser 
sein, als 9" sin 2x oder da sm 2» im Maximum gleich 
eins ist, so kann der grölste Fehler 5” betragen, man wird 
indessen einen solchen Fehler nur begehen, wenn der Win- 
kel in der Nähe von 45° liegt. Bei siebenstelligen Logarith- 
men mufs der Fehler 100mal kleiner sein, also werden dann 
die Winkel, wenn man dieselben durch die Tangenten sucht, 
höchstens auf 0."05 unsicher sein können. 

Wäre nun ein Winkel durch den Simus oder Cosinus 
gegeben, so erhielte man in der Formel für A (log sin æ) 
oder A (log cos æ) statt des Factors sin 2a jetzt tanga oder 
eotang x, die jeden möglichen Werth, selbst einen unendlich 
grofsen, haben können. Man sieht also, dafs kleine Fehler 
in dem Logarithmus des Sinus oder Cosinus eines Winkels 
schr grofse Fehler in dem dadurch gesuchten Winkel her- 
vorbringen können und es ist daher immer vorzuziehen, die 
Winkel durch die Tangenten zu finden. 


8. Setzt man in den Formeln für die schiefwinkligen 
sphärtschen Dreiecke einen der Winkel gleich 90°, so erhält 
man die Formeln für die rechtwinkligen Dreiecke. Im Fol- 
genden wird die Hypotenuse immer mit h, dagegen werden 
die beiden Catheten mit c und d und die diesen gegenüber- 
liegenden Winkel mit C und C’ bezeichnet. Aus der ersten 
der Formeln (2) erhált man dann, wenn man A — 90? setzt: 

cos A= cos e cos d 
ferner aus der ersten der Formeln (3) unter derselben Vor- 
aussetzung: 
sin A sin C — sin c 
und aus der ersten der Formeln (4): 
sin 4 cos C = cos c sin c' 
oder, wenn man diese Formel durch die für cos A dividirt: 
tang À cos C == tang d 
Dividirt man dieselbe Formel dagegen durch die für 
sin h sin C, so wird: 
cotang C = cotang c sin d 
oder 
tang e — tang C sin d 
Verbindet man hiermit die Formel: 


tang d = tang C’ sinc 
so folgt: cos À = cotg C cotg C' 
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Verbindet man endlich die beiden Gleichungen: 
sin À sin C' = sin d 
è und sin À cos C = cos c sin d 
so erhält man: 
cos C = sin C' cos e 

Man hat mithin die folgenden sechs Formeln für die 
rechtwinkligen Dreiecke, welche alle möglichen Combinationen 
der fünf Stücke enthalten: 

cos A = cos c cos c' 

sin c = sin h sin C 

tang c = tang A cos C" 

tang e = tang C sin c' 

cos A = cotang C cotang C' 

cos C = cos « sin C” 
vermittelst welcher man aus je zwei gegebenen Stücken eines 
rechtwinkligen Dreiecks die übrigen finden kann. 

Aus der Vergleichung dieser Formeln mit denen in 
No. 6 sieht man leicht, dafs die Einführung der Hülfsgrölsen 
m und M auf der Substitution zweier rechtwinkligen Dreiecke 
statt des schiefwinkligen beruht. Fällt man nämlich von der 
Spitze C des schiefwinkligen Dreiecks einen senkrechten grófs- 
ten Kreis auf die Seite c, so bedeutet in den Formeln in 
No. 6 m den Cosinus des Perpendikels und M das Stück der 
Seite c zwischen der Spitze A und dem Fulspunkte des Per- 
pendikels. 

9. In der Astronomie muís man immer zur Berechnung 
von Gröfsen gewisse Data aus den Beobachtungen entlehnen. 
Da man aber bei keinem von diesen absolute Sicherheit ver- 
bürgen kann, sondern bei einem jeden Datum emen kleinen 
Fehler als möglich annehmen muls, so ist bei allen Aufgaben 
zu untersuchen, ob eine kleine Aenderung der beobachteten 
Grölsen auch keine grofse Aenderung der zu findenden Grö- 
[sen hervorbringen kann. Um dies immer leicht beurtheilen 
zu können, muls man die Formeln der sphärischen Trigono- 
metre differenziren, indem man, um alle Fälle zu umfassen, 
alle Grölsen als variabel annimmt. 

Differenzirt man die erste der Gleichungen (2), so er- 
hält man: 


(10) 


sin ada = db [— sin b cos e — eos b sine cos A] 
-+ dec [— cos à sin e + sin b cosc cos A] 
— sin b sinc sin A. d A 
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Der Factor von db ist gleich — sin æ cos C, der von 
dc gleich — sin æ cos B; schreibt man dann noch — sin a 


sm c sin B statt des Factors von!A, so erhält man die Dif- 
ferentizlformel: 
da = cos (db -+ cos B dc -E- sinc sin BdA 
Schreibt man die erste der Gleichungen (3) logarith- 
misch, so erhält man: 
log sin a -+ log sin B = log sin b -+ log sin A 
und wenn man differenzirt: 
cotang ada + cotang .B d D = cotang bdb -+ cotang AdA 
Statt der ersten der Formeln (4) differenzire man die 
erste der Formeln (5), die aus der Verbindung von (2) und 
(4) hervorgegangen sind; dann erhält man: 


in A - 

E „adaB- dA | eotang B cos A — sin A cos c] 
sin B 

sin c S 

"Ga db -+ dc [cotang b cos c + cos A sin c] 
oder: 
sin A cos C sinc cos a 
EM M MET p, m ege ETE e 

sinB? sin B sin b? ' am sin b ^^ 


Multiplicirt man diese Gleichung mit sin B, so findet 
man: 


sin Be E EEN ind cos ud sin B 
sin A sin ò sin b 
oder endlich: 
sinadB = sin Cdb — sin B cos ade — sin b cos Cd. A 
Aus der ersten der Formeln (8) erhält man dann noch 
ganz so wie aus (2): 
dA — -—- cosed B — cos h d C -4- sin b sin Cda 
Man hat also die folgenden Differentialgleichungen der 
sphärischen Trigonometrie: 
da= cos (db -+ cos Bde + sin b sin CdA 
cotang ada + cotang B d B = cotang bdb -+ cotang A dA 
sin ad B —'Cdb — sin B cos ade — sin b cos CdA 
d A= — cos cd B — cos bd C -4- sin b sin Cda 


de 


(11) 


10. Bei kleinen Winkeln kann man sich erlauben, den 
Cosinus gleich eins zu setzen und den Bogen statt des Si- 
nus oder der Tangente zu nehmen, also, wenn man den Do- 
gen in Secunden ausgedrückt haben will, 2062654 statt sina 
oder tanga zu setzen. Sind die Winkel nicht klein genug, 
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um das zweite Glied der Sinusreihe schon vernachlässigen 
zu können, so kann man auf folgende Weise verfahren: 
Es ist: 


Ee — a? A Pm 
a Clg 
und: 
1 
mol eu Ges 
also: 


a 
1 

Y cos a = 1 — —ua”’-+.... 
b 


Man erhält daher bis auf die dritten Potenzen inclusive: 


? d 
Sind 
= eos ad 


a 


oder: 
3 


x eA tees 


eine Formel, welche so genau ist, dafs man bei einem Winkel 
von 10 Graden noch nicht einen Fehler von einer Secunde 


durch die Anwendung derselben begeht. Es ist nämlich: 
3 


log sin 10 ? Y sce 10 ° — 9.2418864 


und wenn man hierzu den Logarithmen 5.3144251 addirt und 
die dazu gehörige Zahl aufschlügt, so erhält man 36000".74 
oder: 
10° Oo 0." 74 
11. Sehr häufig macht man in der sphärischen Astronomie 
von Reihenentwickelungen Gebrauch, von denen die wich- 
tigsten hier abgeleitet werden sollen. 
Dat man einen Ausdruck von der Form: 
tang y — — me 
1— a cosg 
so kann man leicht y in eine Reihe entwickeln, die nach den 
Sinus der Vielfachen des Winkels æ fortschreitet. Es ist näm- 


e m o. ndm — mdn 
lich, wenn tang s = — ist, da = — ,— ——. Betrachtet man 
n men 


also in der Formel für tangy sowohl a als auch y als ver- 
änderlich, so erhält man: 
dy sing 


= — 


da 1— 2a cosz-4- a? 
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und, wenn man diesen Ausdruck nach der Methode der un- 
bestimmten Coefficienten in eine Reihe entwickelt, die nach 
Potenzen von a fortschreitet: 
dy 
da 
Integrirt man diese Gleichung und bemerkt, dafs für 
aoc Bic. y = 0 ist, so erhält man für y die folgende 
Reihe: 
y = asing + pa’ sin? r- ta’ singer... (12) 
Häufig hat man zwei Gleichungen von der Form: 
Asin B = asin x 
A cos B = 1-—acosx 
ans denen man B und log A in cine nach den Sinus und 
Cosinus der Vielfachen von œ fortlaufende Reihe entwickeln 
wil. Da hier: 


= sinr -H a sin 2r -+ a? sin3z4-....*) 


u sin r 
tang 2 = ——— 
1—«ecos x 


so findet man für B durch die Formel (12) eine nach den 
Sinus der Vielfachen von œ fortschreitende Reihe. Um nun 
auch log A in eine ähnliche Reihe zu entwickeln, hat man 
zuerst: 
Ass HI 2acosz -i a? 

Durch die Methode der unbestimmten Cocfheienten findet 

man aber die folgende Reihe: 
aA cosg — a? 


EE aco8x 4 t’ cos 2: +a'cos3x +... **) 
1-—2a cosa + u? 


ais e e D D da H D 
Multiplicirt man diesen Ausdruck mit — ^ md integrirt 
it E 


denselben nach a, so wird, weil die linke Seite gleich 
dlog (1 — 2acosx + a?) 
tb —d Rn — 
und für a —O auch log A= O ist: 


log V1— 2a eosx--a? —log A =— [a cosr + ta? cos r4! a? cos 34-...] (13) 
Ebenso erhält man, wenn man die beiden Gleichun- 
gen hat: A sin B —a sin x 


A cos B —1 + a cos x 


*) Man sicht leicht, dafs das erste Glied sin v ist und dafs der Coeffi- 
eient von a^ gefunden wird durch die Gleichung: 
4A, — 2 A,-1c082 — An-2 
**) Man sieht sogleich wieder, dals der Coefficient von a gleich cos x ist 
und dafs der Coefficient von a, gefunden wird durch die Gleichung: 
A, == 2.4,—4 008 x — Aue 
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indem man in (12) und (13) 180 — x statt x setzt: 
B=asin2— ya? sin2 eti a? sinds —.... (14) 
log /14-24 cosc-+ a? —log A=a cosz — ta? cos?x-+- Mo cog een ITO) 
Hat man einen Ausdinck von der Form: 
tang y = » tang y, 
ü at Eë o am zz 
so kann man denselben leicht auf die Form tang y — SE Gs 
— 1 cOS 3 
bringen. Es ist nämlich: 


a ; tang y — tang x (n — 1) tang x 
an y} — t) = ES E 
d 1-t- tangy tanga 1 4-2 tang r’? 


__ (a — 1) sin 2 eos c Gu-—1) sine cosg 


cos r" + Mainz? ER 
i dci oos2 e- 7 — T cos 2x 
n —1 in 2 
- sin 2x 
(n — 1) sin 2% RS ERI 
Qi4-1)— (n —1)e0822 — nr 
1— "e COS dr 


Ist also die Gleichung tang y = n tang x gegeben, so 
erhält man: 
n—1 n-—1^? Ss Kë 
=. sin Zerf sinde CE) sin 6e... (16) 
D SECH rs EN sm tety SE sin brt (16 
Setzt man hierin zuerst 


so ist --—  — tang 4 e’, 


Die Gleichung 
tang y = cos « tang x 
giebt also: 


y — x — tangz a? sin? r+ tang La* sin4r— M tang d a9 sin6x-....— (17) 
Ist 
n = see «t, 
, n—1 dun 
so ist tage, 
nA 


und man erbält also, wenn: 
tang y = sec a tang x oder tang r = cos « tang y, 
y = x--taungia?sin2z-J-itangla*sin4z-J-!tangía9sin6r--... (18) 
Da 


cos æ — cos 6 


= tang 4 (f — a) tang 4 (f 4-a) 
soe ER tang (B — a) tang $ (P-A a) 


sin o — sin 8 
sine + sin 
so erhält. man auch, wenn: 


und == tang à (a — 8) cotang 1 (m -4- B). 


COS c 
tang y == tob tang x, 
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y = x — tang 4 (æ — 8) tang $ (a + £) sin 2c 
= } tang 1 (a — 8)? tang 4 (a+ 8)? sináz —... 
und wenn: 
sin og 
tang y — pu t 
y = x + tang 4 (« — £) cotang} (a+ f) sin 2x 
+} tang 4 (a — 8)? cotang 4 («-41-/8)* sinds... 
Vermittelst der beiden letzten Formeln kann man die 
Napierschen Analogien in Reihen entwickeln. Aus der Glei- 
chung: 


ang m. 


erhält man nämlich: 


a—b c 2 2 A? 


elu E 
a eo — tang 2 cotang y Sne H3tang e Doug o ein 2e 
oder 
E E B MEA d B? SR "m b) 
EY cx 2 —+tang 2 cotang E: sin(a—0)-t-5tang 3 cotang 2 sin2(q— byte... 


und ebenso aus der Gleichung: 


à a+b (2 5 e 
an = an 
SEET See e ^» 
cos —. — 
2 
die folgenden Reihen: 
4-5 ; A B 2 Te 
a = 5 + tang 2 tang > sinc} tang E tang z ein SUIT E 
c ab A B A? AE e 
"us "—tang ^ tang my Sin (ac D) dc tang e tang e sin2(a-4-0)—... 


Ganz ähnliche Reihen erhält man aus den beiden andern 
Analogien: 


si ee) 
i 
dup = 7 42 E 
ge ee Ui 
Sin —, 
USD 
S 
B 2 180 — C 
tang — regele 
KENE ad 2 
cos 7, 


Häufig kommt auch der Fall vor, dafs man eine Grölse 
j, die dureh eine Gleichung von der Form: 


cos y = cos x + b 
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gegeben ist, in eine nach Potenzen von b fortschreitende 
Reihe verwandeln soll. Zu dem Ende entwickelt man die 
Gleichung: 
y = are cos [cos x -+ b] 
nach dem Taylorschen Lehrsatze. Setzt man nämlich 
cos x =z und y =f (z -+ b), 
so hat man: 


y = f) + di WE GE bl e b?-r..., 
H e dz " dei dz? 
oder da 
"eiu ere tI 
dz — d.cosx sin x - 
d. n 
GA sin? doge cos 
dei —— dæ "door singz?’ 
cos x 
dr ET gin a? dz [1 + 3cotangz?] 
dz? dr "d.eose ` sin z? a 
He h 1 b? 1 2 Ai 
EE zcotangr Fra [1 + 3 cotang z?] Sech (19) 


Ganz auf dieselbe Weise erhält man aus der Gleichung: 


sin y = sin x -+ b 


2 


H h 53 
y=ıH+ "+ d angz cb d [143 tang z?]- de. (20) 
cosr cos.” cosg 


Anm. Ueber die Reihenentwickelungen vergleiche: Encke, einige 
Reihenentwickelungen aus der sphärischen Astronomie. Astronomische Nach- 
richten No. 562. 


B. Die Interpolationsrechnung. 


12. In der Astronomie bedient man sich fortwährend 
der Tafeln, in denen die numerischen Werthe gewisser Func- 
tionen für einzelne numerische Werthe der Variabeln ange- 
geben sind. Da man nun in der Anwendung die Werthe 
der Function auch für solche Werthe der Variabeln braucht, 
die grade nicht in den Tafeln angegeben sind, so muís man 
Mittel haben, um aus-gegebenen numerischen Werthen einer 
Function dieselben für jeden beliebigen Werth der Variabeln 
oder des Arguments der Function berechnen zu kónnen. 
Hierzu dient die Interpolationsrechnung. Sie hat den Zweck, 

Qm 
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an die Stelle einer Function, deren analytischer Ausdruck 
entweder ganz unbekannt, oder doch zur numerischen Be- 
rechnung unbequem ist, eme andere einfachere, aus gege- 
benen numerischen Werthen gebildete zu setzen, die sich 
innerhalb der Grenzen der Anwendung mit jener vertau- 
schen lälst. 

Nach dem Taylorschen Lehrsatze kann man jede Function 
in eine Reihe, die nach deu ganzen Potenzen der Variabeln 
fortschreitet, entwickeln; nur in dem Falle, dals für einen 
bestimmten Werth der Variabeln einer der Differentialguo- 
tientengunendlich grofs wird, dafs also die Functiou in der 
Nähe dieses Werthes keinen stetigen Gang hat, erleidet dieser 
Satz eine Ausnahme. Indem sich die Interpolationsrechnung 
auf diese Entwickelung der Functionen in Reihen, die nach 
ganzen Potenzen der Variabeln fortschreiten, gründet, setzt 
sie also voraus, dafs die Function innerhalb der betrachteten 
Grenzen stetig ist, und ist nur unter dieser Voraussetzung 
anwendbar. 

Nennt man w das Intervall oder die Differenz zweier auf 
einander folgenden Argumente (welche hier immer als con- 
stant betrachtet wird), so kann man jedes beliebige Argument 
durch a-+nw bezeichnen, wo » die variable Grófse ist, und 
die zu diesem Argumente gehörige Function durch f(a- nw). 
Die Differenz zweier auf einander folgenden Functionenwerthe 
f(a-Hnw) und f(a (n-I- 1)w) soll durch f'(a--2-4-3) be- 
zeichnet werden, indem man, um anzugeben, zu welchen 
Functionenwerthen die Differenz gehört, unter das Functioneu- 
zeichen das arithmetische Mittel beider Argumente setzt und 
dabei den Factor w weglälst*). So drückt f'(a-+3) die 
Differenz von f(a) und f(a--w), f(a--3) die Differenz 
von f(a+w) und f(a--2w) aus. Dasselbe gilt auch von 
den höheren Differenzen, deren Ordnung durch den Accent 
angedeutet wird. So ist z. B. f'(a-1- 1) die Differenz der 
beiden ersten Differenzen f'(a + D) und f (a 4-3). 

Das Schema der Argumente und der dazu gehörigen 
Funetionenwerthe und deren Differenzen ist also das folgende: 


*) Es ist dies die sehr bequeme, von Encke in seinem Anfsatze: Ueber 
mechanische Quadratur im Jahrbuche für 1837 eingeführte Bezeichnungsart. 
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Avgunent Function l Dit 1L Dif. UL Dm IN. Dim — V. Diff 
« — iw fla — 3w) 


Be m " dem z x f'(a—2 y es 3 

nuo T Eo JS - Ge | — 

MG E KA pul p ey Cl Det 
» Toan * Fat) fat 

am RR) tat D: fa H pa d Lünen 

a-+2w f (a + 2w) ie -p^ '(a-1- 2) 


n 3i fat 3w) ` 
Alle Differenzen, welche dieselbe Grófíse unter dem Func- 
tionenzeichen haben, stehen hier auf derselben horizontalen 
Linie. Die Differenzen der ungeraden Ordnungen haben 
alle als Grófsen unter dem Functionenzeichen a-~ einem 
Bruche init dem Nenner 2. 


13. Da man nach dem Taylorschen Lehrsatze eine jede 
Function in eine nach ganzen Potenzen der Variablen fort- 
schreitende Reihe entwickeln kann, so kann man setzen: 

f (a nw) — a-- p. nwt yn w s.n w 4-... 

Wäre der analytische Ausdruck der Function ffa—+nw) 

bekannt, so könnte man die Coefficienten oe, 2, y, d etc. be- 


i 1.7 Š s 
rechnen, indem o = f(a), B9, etc. ist. Es wird aber 


angenommen, dafs dieser analytische Ausdruck nicht gegeben 
ist oder wenigstens, weun derselbe auch bekannt ist, nicht 
angewendet werden soll, und dafs man nur für bestimmte 
Werthe des Arguments «+ nw die numerischen Werthe der 
Function f(a--nw) kennt. Setzt man aber in die obige 
Gleichung nach einander die verschiedenen Werthe der Va- 
riablen s, so erhält man so viele Gleichungen als man Wer- 
the der Function kennt und kann also aus diesen ebenso 
viele der Coefficienten œ, 9, y, d etc. bestimmen. Man sieht 
aber sogleich, dals « = f(a) und dafs fw, yw? ete. lineare 
Funetionen von Differenzen sein müssen, die sich wieder auf 
eine gewisse Reihe von Differenzen zurückführen lassen, dafs 
also auch f(a-+-nw) allgemein von der folgenden Form an- 
genommen werden kaun: 

Satni fA. f (a3 X) 47 B..." (84-1) 2- C . f" (a4 8) H- s, 
wo A, B, C etc. Functionen von n sind, die sich durch Ein- 
führung bestimmter ganzer Werthe von n bestimmen lassen. 
Wenn aber » eine ganze Zahl ist, so wird jede Function 
f(a--nw) aus f(a) und den obigen Differenzen durch blofse 
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successive Addition gefunden, wenn man sich erlaubt, eine 
der höheren Differenzen als constant zu setzen, wenn ınan 
also die Werthe der Function als eine arithmetische Reihe 
höherer Ordnung betrachtet. Ist schon die erste Differenz 
constant, so wird f(a+-nw) einfach gleich f (a) 4-2 . f'(a 3); 
ist erst die zweite Differenz constant, so muís man zu dem 
vorigen Werthe noch hinzulegen f"(a-1-1) multiplicirt in die 


n(n-— 1) 


Summe der Zahlen 1 bis 2» —1 oder in ; und wenn 


erst die dritte Differenz constant ist, so kommt noch hinzu 
f"(a--3) multiplieirt in die Summe der Zahlen 1, 14-2, 


1+2+3 ete. bis 123-7 24-...-4- n H oder in acri Qr) , 50- 


1.20 
dals allgemein A =n, B= = = C= GE etc. 
und daher: 
Jilat nw) — f (2) -- nf' 6M 3) 4 m 1) f"(a+ 1) 
Bc ECH (n— ji 
Ü IN Dosser) 


wo das Gesetz der Fortschreitung klar ist *). 

Diese Formel ist unter dem Namen der Newtonschen 
luterpolationsformel bekannt. Der Coefficient der Differenz 
von der Ordnung z ist der Coefficient von oe in der Ent- 
wiekelung von CL La, 


Beispiel Nach dem Berliner Jahrbuche für 1850 hat 
man für den mittleren Mittag die folgenden heliocentrischen 


Längen des Mercur: 
*) Man sieht dies sogleich aus der Art, wie die Functionen aus den 


Differenzen gebildet werden. Bezeichnet man nämlich letztere der Kürze we- 
gen mit f, f", f". so erhält man das folgende Schema: 


I. Diff. ILDiff. II Diff. 
Ga) e 
+ a Ji A 1 
ne EI a AH s SE SEH 
f(a) 4- 3f' + 8f" Gi ai V EE TT fus o ds 
SEL erp Aen OUR EOM wend 
fü) BE ert In TIT M, PHa d 


7 + 5 f" SE to" 


LO HB H 18 /" 20e GË + 18g" 


Zait Half" +35," 


Ji + Dy 
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I. Ditt. TE. Diff. Itf. Di. 
Jun. 0 303* as vd" Ss I- 69 4L DIPLO 
EE ee d e ke d SUB Rr UE e e 
Stm req E RIOT PUES e EM 
aa. p DAE Mui Mop ep. g^ egi rem 
Pene NA MX Co Dac ih 2 59.2 
2 ii EO DIR Ste il 
10 340 30 20.6 $ 


4 . wen d D 
Sucht man daraus die Länge des Mercur für den mitt- 
leren Mittag von Jan. 1, so hat man 
Sa) = 303° 25’ 4". 5 und us 1, 


ferner 
f'(a4-4) = LÉI 4' BO. 0,0 —4 Product: + 3" 20' 55". 0 
f'(a4d-1) = +18 19.0, 19D. E SONO 
E ( EX = 
Pap — + 2a E, + 10.3 
Nec POOR ed 
N (n 4-2) = zi 10:15 CC T i$ — 0.4 


Man hat demnach zu f(a) hinzuzufügen 
+ 3? 18' 43". 9 
und erhält für die Länge des Mercur Jan. 1.0 
306^ 43' 45”. & 
Die Newtonsche Formel läßt sich noch bequemer auf 
folgende Weise schreiben, die den Vortheil gewährt, dafs 
man immer nur mit kleinen Brüchen zu multiplieiren hat: 


=aġ —2 
— [f" (a 4-1) 4- E x 


fie ni) — Piaf Aen LP Q4- 9 4-" 


xU" aD HT pr ml Gë 


Ist n wieder 3, so ist tr = — 3, also d (a4-2) = 


—6'.3. Dies zu f"(a-1- 3) hinzugelegt und die Summe mit 
n—? 
3 

AE r vu n—i 
zu f" (a+-1) und multiplicirt die Summe mit —— = — 


= — +multiplieirt giebt — 1'19".0. Legt man dies wieder 


wi 

> 
Ed 
[o] 


erhält man — 4'22".2 und wenn man dies endlich zu E (a-41- 2) 
addirt und mit n =} multiplicirt, so hat man 3° 18'43".9 zu 
f(a) hinzuzulegen und erhält also denselben Werth wie vorher 
306° 43' 45". 4. 

14. Bequemere Formeln für die Interpolation erhält 
man, wenn man die Newtonsche Interpolationsformel so um- 
formt, dafs darin blos Differenzen vorkommen, die auf einer 
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horizontalen Linie stehen, so dals man, wenn man von dem 
Werthe f(a) ausgeht, die Differenzen f(a + D, f" (a) und 
f" (@a-+4) cte. anzuwenden hat. Die beiden ersten Glieder 
der Newtonschen Formel können dann beibehalten werden. 
Es ist aber: 
J" a+ =f" Wr" (a 4-3), 
J” (a 4-3) 9 f" (a 4- 3) d- P" Ca EN 
=" (at 4) M Ka) CN (a 4- 32 
JAY (a 4- 2) — f (a 4-1) LV (a +9 
O delt f Goss 
£F (2-3) —fY (a 2-8) H- "1 9-2) 
= Got 3) He fI (a 4-1) H- V at, 


etc. 


Man erhält also als Cocfficienten von f” (a): 


als Coefficienten von f" (a-- D: 


n (n—1) n (m— 4» (n —2) Ge) n (n 2a 
dE d Es, TION 


als Coefficienten von f" (a): 


n(n—1)(n—2) , n(1—1)(n—22)(1—3).— (D nG— 1) 6 —2) 
ERT, Ng ws omm TONER à 


endlich als Coefficienten von f" (a -+- D: 
n (n — 1) (n —2) +2 n n —1) (n —2) (n — 3) a n (n — 100 —2)—3)(— 4) 


? 


D 


1.2.3 $ RA E 
Däi +) n(n— d (n —?2) 
Sa 
wo das Gesetz der eu um SS ist. Die vollständige 
Formel ist daher: 


f (iem) FG don! rd D pq MER mq; 
(FD (I0 0—2) a mno -1)(1—) ru 
(s N m EL RCM Ry: Jerdt... 0) 


Führt man statt der Differenzen, welche a-+3 unter dem 
Functionenzeichen haben, diejenigen ein, welche «— 3 ent- 
halten, so hat man: 

Mat e — Lp ai 
S” aD = Le — 4) RP tech 
JP (a 4) — V (a — 3) 4-4" (a). 
Es bleiben also dann die Coefficienten der Differenzen 
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von einer ungeraden Ordnung dieselben, dagegen ist der 
Coefficient. von f"(a): 
doe n(n—1) Lu (n+ 1) 
1.2 1.2 
und der von f" (a): 
(n*i) n (n1) , (n Nana —1)(0—2) _ (n— 1) n(n4-1)(n4-2) 
nx v 1.29 8.4 B TOT TOM i 
Man erhält daher: 


Stm SKa a EED tat a ra) 
(n—1) 2 (4-1) (1-2) (n—2)( n—1)n Bee iv 
BR rs n NZ le ER WU PAS uU OR 


wo das Gesetz der Fortschreitung wieder klar ist. 

Nimmt man nun an, dafs man einen Werth interpoliren 
soll, dessen Arginment zwischen a und a— liegt, so ist n ne- 
gativ. Soll aber z immer eine positive Zahl bezeichnen, so 
muls man — statt z in der Formel anwenden und die letztere 


wird daher für diesen Fall: 


Fa — nw) == fla) — nf (pte E Jore (3) 
—(n—1)n(n2- 1) a Beier 2) x 
e re) 
(ara Ld isa 2 I. i 
1.2, 8 89 m dE 


Diese Formel hat man also anzuwenden, wenn man rück- 
würts interpolirt. Schreibt man die beiden Formeln (2) und 
(3) wieder so nm, wie es vorher mit der Newtonschen For- 
mel geschehen ist, so erhält man: 


fée ni) FG) Half at DH U QE T x 
x [f"(u4- $ D GT Bären (2a) 

fa — nw) Fil —n I a4 donee () — 5E x 
x Lett pp... a) 


Denkt man sich durch das Schema der Functionen und 
Difterenzen in der Gegend, wo der zu interpolirende Func- 
tionenwerth ungefähr liegt, eine horizontale Linie gezogen, 
so hat man, indem man die erstere Formel anwendet, wenn 
a--nw näher an a als au a-w, die andere, wenn a— nw 
näher an a als an a—w liegt, immer diejenigen Differenzen 
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zu benutzen, die zu beiden Seiten der horizontalen Linie 
zunächst derselben liegen. Auf das Zeichen der Differenzen 
hat man weiter ear nicht zu achten, sondern jede Ditlerenz 
so zu verbessern, dafs sich dieselbe der auf der anderen 
Seite der horizontalen Linie stehenden nähert. Wendet man 
z. B. die erstere Formel an, liegt also das Argument zwi- 
schen a und a+}w, so würde der horizontale Strich zwi- 
schen Toi und f"(@a-+1) fallen. Man hat dann zu f"(@) 
hinzuzuthun: 


-UE nt l " di 1 
f") m" T PI GER DIG 
Jst also af oessa als f" (a1), so wird das ver- 
gröfser 


besserte f” (a) ( 


nähern. 


el werden, also sich immer E (@a+1) 

Man erlangt übrigens noch cine etwas grófsere Ge- 
nauigkeit, wenn man als letzte Differenz, wo man abschliefst, 
das arithmetische Mittel der beiden zunächst der Horizontalen 
stehenden Differenzen nimmt. Das arithmetische Mittel zweier 
Differenzen soll bezeichnet werden durch das Zeichen der 
Differenzfunetion und das arithmetische Mittel der beiden 
Argumente, die darunter stehen, sodals: 


J lan) h- m (an em us (atn + 


ist. Dann kommen, grade rungekehrt wie früher, bei den 
Differenzzeichen der geraden Ordnungen Brüche vor, bei 
den ungeraden dagegen ganze Zahlen, sodals keine Zweideu- 
tigkeit entstehen kann.  Schliefst man nun z. B. mit der 
zweiten Differeuz ab, so nehme man beim Vorwärtsinterpoliren 
das arithmetische Mittel von f" (a) und f" (a+1) d. h. f"(a--2). 
Dann benutzt man statt des Gliedes 


L ( — 1) alt e 
n SC f (a) 


jetzt das SC 
g n(n—1), im " 
OTD f^ (a -- 3 à. n. "t P prr oo eL 
Während man also, wenn man blos TT (a) nähme, um 
das ganze dritte Glied feblte, so fehlt man jetzt nur noch um: 


p —E- St Ze — y A 
(= n— 1) a-r-1) (On (n 2)" 2- Dec n(n— 1)(n D) p (u--3). 


me 1.2.3 


ERT 
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Für n=} würde also der Fehler, soweit derselbe von 


den dritten Differenzen abhängt, völlig Null. 

Für diesen Fall, dafs » gleich } ist, dafs man also in die 
Mitte interpoliren will, ist es gleichgültig, welcher der beiden 
Formeln (2) oder (3) man sich bedient, da man entweder 
von dem Argumente a ausgehen und vorwärts interpoliren 
oder von dem Argumente a-w ausgehen und rückwärts in- 
terpoliren kann. Die für diesen Fall bequemste Formel erhält 
man aber aus der Verbindung beider. Für wu =} geht die 
Formel (2) über in: 


Tat dw) e fü) +43 P (a 9) Së Set 4 (a) 43 mm +3) 
g RA 1 A 
ih, 5 1 B MO +... 


Die Formel (3) wird dagegen, wenn man von dem Ar- 
gumente d Lamm ausgeht: 


lcm 

in tele El — Af (a Hd I EL (a 
mit 13 m BRE av 

en ie ag Eli: 


Nimmt man aus beiden Formeln das arithmetische Mit- 
tel, so fallen alle Glieder, in denen Differenzen einer unge- 
raden Ordnung vorkommen, weg und man erhält dann für 
die Interpolation in die Mitte die folgende sehr bequeme 
Formel, in der nur arithmetische Mittel von geraden Diffe- 
renzen VERDE 


J(a-E-1w)-—f(a-4-43) — rie SEET e (024 vi aH . (4) 
oder: ; i 3 
flatu) 2 f(a4-1) — 8 [A (a4-3)— "m [a+ — 2i [f (a43-3) — ..., (da) 


wo das Gesetz der Fortschreitung deutlich ist. 

Beispiel Man suche die Länge des Mercur für Jan. 4 
19^, dann hat man die Formel (24) anzuwenden. Die hier 
zu benutzenden Differenzen wären die folgenden: 


m 


I. Diff. II. Diff. III. Diff. IV. Dif. 
+ 1? 0' 38". 0 +2 44". 3 
Jan. 4 317° V 29". 5 -- 21' 32". 4 -- 10". 4 
TUTTA io wa SE SIN NE 
6 32429 39. d 21 26.9 [ue Em 


Hier ist nun z = !, also 


n—1 3 nti 5 n—2 7 


Te u- MES pe 
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wenn man auf die Zeichen weiter keine Rücksicht nimmt, 
und man erhält: 


Arithmetisches Mittel der íten Differenzen X 4, == SKS 
Verbesserte dritte Differenz Pe e oo WE d 
Verbesserte zweite Differenz 29/29" X e 8'31". 4 
Verbesserte erste Differenz 7°13 39⁄0 X 4 = I1*48'24". 7, 


also die Länge für Jan. 4.5 
318? 55/54". 2. 

Sucht man die Länge für Jan. 5.5, so hat man die For- 
mel (3a) anzuwenden und die Differenzen zu nehmen, die 
auf beiden Seiten des unteren horizontalen Striches stehen. 
Man findet dann die Länge für Jan. 5.5 

322? 36’ 56”. 7. 

Um die Formel (4a) anzuwenden, suche man die Länge 

für. Jan. 5.0. Man erhält dann: 
Arithmetisches Mittel der 4ten Differenzen X — 4, = le 
Verbessert. arith. Mittel der 2ten Differenzen X — 4 — 9'B82". 3 
Arithmetisches Mittel der Functionen 320? 48' 34". 7 
mithin die Länge für Jan. 5.0 
320? 45' 42". 4. 

Bildet man jetzt die Differenzen der interpolirten Werthe, 

so erhält man: 


| 


ql 


1. Dit. IL Dif, DIL Dif. 
Jan. 4.0 317° 7'29".5 CEET 
175 38 2925.2. 1: Eet D 
g 1 49 48.2 SE ONG 
8.0 320 4542.4 ug 120 1 s 
5.5 322 3656.7 Wor i315 128.9 TER 
6.0 324 2939.9 TREE 


Der regelmäfsige Gang der Differenzen zeigt die Rich- 
tigkeit der Interpolation. Dieser Prüfung durch die Differen- 
zen bedient man sich übrigens bei allen Rechuungen, wo 
man für gewisse, in gleichen Intervallen fortschreitende Ar- 
gumente eine Reihe von Functionswerthen berechnet hat. Ist 
nämlich bei einem Werthe z. B. f(a) ein Fehler x vorgekom- 
men, so wird das Schema der Differenzen jetzt das folgende: 


f(n—3w) „ 
i f (u— D) 
Slaw) n, ERN V Lo — 2) y h 
Ka — w) d ZE T" (a SSC Co Se JG —1)—4r 
Kate ad Cy o 7 E c 
fiw) J£ (at) — TIEREN Ma bS T (t2 -1) —Ar 
f(a-1- 2 i) Flati) " (u-4-2) "(ati — 

re eh, rt 


Ja+3w) 


29 


Ein Fehler in dem Werthe einer Function wird sich 
also in den Differenzen sehr vergrófsert zeigen, und zwar 
werden die stärksten Sprünge in der horizontalen Linie vor- 
kommen, in welcher dev fehlerhafte Werth der Function steht. 


15. Häufig kommt der Fall vor, dafs man die numeri- 
schen Werthe der Differentialquotienten einer Function braucht, 
deren analytischen Ausdruck man nicht kennt, sondern von 
der nur eine Reihe von numerischen Werthen, die in glei- 
chen Intervallen auf emander folgen, gegeben ist. In die- 
sem Falle muls man sich zur Berechnung der numerischen 
Werthe der Differentialquotienten der Interpolationsformeln 
bedienen. 

Entwickelt man die Newtonsche Interpolationsformel nach 
Potenzen von m, so ist: 

io nie) G2) Half Qe473) — &f" (8710) 98 17" (a0) — 


city MH" Ga D. 


n? 


Fa rd 
Da nun aber auch nach dem Taylorschen Lehrsatze: 
d fro) d? f(a)n?w? , dä foi n? w? 
Eé See i ^ UOS, PNIS e A (in Pe 
it da ps da ium Sr da* Www 
so erhält man durch die Vergleichung beider Reihen: 
df («a 1 jm 
eif (nc: —47" (-F- D-47994 de] 
da w 
dr 1 i 7 
=, ad at. 
da w“ 


Bequemere Werthe für die Differentialquotienten findet 
man aus der Formel 2 in No. 14. Führt man iu diese For- 
mel die arithmetischen Mittel der ungeraden Differenzen ein, 
indem man setzt: 

P! (a 4-3) — f! (a) 4-4 f" (a) 
"(a 47 4) 9," (a) 7 3 f (2) 
ete., 
so erhält man: 
(n7 nn) 


a 
Ka A nan) 2 fe) H- n f (2) 4- s J" (a) + I5 4 f" (a) 
(+1) i*(n— 1) 
[9953.54 
eine Formel, welche die geraden Differenzen, welche mit f (a) 


auf einer Horizontalen stehen, enthält, dagegen die arithmeti- 


AOC 
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schen Mittel der ungeraden Differenzen, die zu beiden Seiten 
der Horizontalen liegen. Entwickelt man dieselbe nach Po- 
tenzen von a, so hat man: 


SatnwW)=f) -- n [f (a) — If" dr 4 £V (0) — 1s fI) 4- ...] 
HERIO — df 2) H- A "1 a 


3 
zi ji 3 V" (9) — Lil He dg" (2) — .... 


dÉ 
Tee PRU "Altor, 
Mie 34 e Wr) 
und daraus: 
e = [J^ Ca) — A (He) TH ...], 
TAO ett f" a) — Ale 1 (2) de "P9 9) — ...], " 
D CEN e US. 


etc. 


Hat man die Differentialquotienten für eme Function zu 
suchen, die nicht unter den gegebenen vorkommt, z. D. für 
[f(a+nw), so hat man in diesen Formeln a+ n statt a zu 
setzen, sodals: 

df(a-+ nw) 9 
da 
EE 


da? 


Wan) — LP" (ide de s P (0 3) — 
(6) 
1 [y (a+ 2) — 5, MICE, zie, 


cte. 


Die jetzt anzuwendenden Differenzen kommen in dem 
Schema derselben nicht vor, sondern müssen erst berechnet 
werden. Für die geraden Differenzen z. B. f"(a-+-n) ist dies 
leicht, da dieselben durch die gewöhnlichen Interpolations- 
formeln erhalten werden, indem man jetzt f" (a), f" (a-n) etc. 
als die lF'unctionen, die dritten Differenzen als deren erste etc. 
betrachtet. Die ungeraden Differenzen sind aber arithme- 
tische Mittel und man muls also zuerst noch eme Formel 
für die Interpolation arithmetischer Mittel entwickeln. Es 
ist aber: 


d /! (a 3-n— rs +4 
ap (a -H n) = Msn Be GR d 


EN 


und nach der Interpolationsformel 2 in No. 14: 


( 1) i 
[l (a— rH n) —J"' (a — 3 EE ET SE: T A CT (a—4) 
x psi T Wi je cu 
1) 
f' (4-4 e) "(a 4-4) H- n" (2) +" er ! f" (a4-3) 


1. 
n-4-1)n (n—1 

v Ben 4 
also erhält man, wenn man das arithmetische Mittel aus bei- 
den Formeln nimmt, die Formel für die Interpolation eines 
arithmetischen Mittels: 


n? " T 
f' (a 4-1) —J' (a) 4- nf" (à) -- E (a) -+ inf (a) 


(n-- 5n SEN v 
SOLD pn (a) a. 


x» cken 


Die beiden Glieder 
T So (a) + nf!" (a) 


sind aus dem arithmetischen Mittel der Glieder 


or Wer f 
CE f" (a—41 
und 
n(-1 A EN 
To (a 24-3) 


entstanden, welches 
z 
L 
15 P9 4-3 LP RD" aD] 
giebt. Verbimdet man ee beiden Glieder, welche f'" (a) ent- 
halten, so kann man die obige Forniel auch so schreiben: 
m 


t 


P! lat) Jf" (a) nf" Géi Kr EE JY (a .. UI) 


Vernittelst der Formeln 5, 6 und 7 ES man also die 
numerischen Werthe der Differentialgnotienten einer Function 
für jedes beliebige Argunient aus den geraden Differenzen 
und den arithimetischen Mitteln der ungeraden Differenzen 
berechnen, wem cine Reihe von numerischen, in gleichen 
Intervallen auf einander folgenden Wertlien der Function ge- 
geben ist. 

Man kann nun aber auch noch andere Formeln für die 
Differentialquotienten entwickeln, in denen die einfachen un- 
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geraden Differenzen, dagegen die arithmetischen Mittel der 
geraden vorkommen. 
o D D D D a D 
Führt man nämlich im die Interpolationsformel (9) die 

arithmetischen Mittel der geraden Differenzen ein, indem 
man setzt: 

S= Saaf GO 

MOK e D cji 

JN (a) m JN Qa I 3) — JV Ca EEN 

cte. 

so erhält man, da: 


(n--1)»(n—1)  ,n(n—1) n(n—1)(n—1) 


vd 


IE om) "RECKEN 
ctc. 
f CEA pi 
(a tnw) = f(a 4-3) t (n—13) f£ (a 4-3) + d (a+4) 
n(n—1) (n—} 3) an (n 1) n (n— 1) 0—2) av TS 
1.2.3 SC (u-4- 3 E 1.2.3.4 eg i (a Hij... 


Schreibt man hier 54-3 statt n, so wird das Gesetz der 
Coeffieienten einfacher, indem man erhält: 


fled- Du] em f(a-4) Hn (a ) EN 65 p ua 
BOUES LC " Q3) e pe te f (n i 
maa OE 1.2.3.4 Ir 


Entwickelt man diese Formel nach Potenzen von m, so 
erhält man, weil die von » unabhängigen Glieder: 


f( D — uf d Se f Gb n =f (at dw) 
sind 
Jla+ (04-7 3) w] — f(a-4- 5 w) 
Half (4-3) — ; ail" Greg d duty cc 
n3. ws DC i 
SE (a4-— 34 Vi (a--D-- E A Maty —...] 
3 
Wo ue Fatt D iut oH) —. 3 
Ree dëser EE 


Vergleicht man dann diese Formel mit der Entwickelung 


von [(a-+-3w--nw) nach dem Taylorschen Lehrsatze, so 
findet man: 
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df(a--3w) 1 it Ca DL 3o 4-5-— 

1 du - al (a+%) -— (a 2) 6407 (n 9 i 

IO A 

f ita uw) Lat + TEN ul) G) 


ete. 

Dieser Formeln wird man sich am bequemsten dann be- 
dienen, wenn man die Difterentialquotienten einer Function 
für ein Argument zu berechnen hat, welches das arithmeti- 
sche Mittel zweier auf einander folgenden Argumente ist. 
Für andere Argumente, z. D. a-+-(n-+4)w, hat man wieder: 


, Ala (i-e wl, = f'(a 5 -++ n) — TC dr i-a) 


da 


Hanf Gr)... (9) 
etc, 

und hier wird man wieder die Differenz f'(a -+ 3- n), sowie 
überhaupt alle ungeraden Differenzen, durch die gewóhnlichen 
Interpolationsformeln berechnen. Da aber die geraden Diffe- 
renzen arithmetische Mittel sind, so erhält man die für diese 
anzuwendende Formel aus der Formel (7) für die Interpola- 
tion eines arithmetischen Mittels aus ungeraden Differenzen, 
wenn man @-+4 statt a setzt uud, um f"(a-+-}--n) zu fin- 
den, alle Accente um eins vermehrt etc., am z. D.: 


f" (a 2-3 45) — f" (a 4-9 "e n" (a 3-32 ^ NTC +» 
an qs A e 
Beispiel. Nach dem Berliner Jahrbuche für 1848 hat 


man die folgenden Rectascensionen des Mondes: 


I. Diff, IL Dif. IO. Diff IV.Diff. 
Juli 12 0h 16h14m20s, 33 


n 9 
TM ou) 32 12,7 2 pM ME 
13 0h 17 4 58.08 S MS 22 ER, 8b 
12n BEER, in nodo. rte "ce 0.19 
14 0b 56 58.38 az A 17.09 3 "2 0 .67 
1 5 $ e 
12^ 18 23 25.69 oun am — 13.39 


15 (h 50 6.39 
Sucht man hieraus die ersten Differentialquotienten für 
Juli 13 10°, 11" und 12" und wendet dazu die Formel (9) 
an, so muís man zuerst die ersten und dritten Differenzen 
für diese Zeiten berechnen. Die dritte der ersten Differenzen 
entspricht dem Argumente Juli 13 6^ und ist f(a-+-3), also 
3 
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ist für 10^, 11%, 12% n respective 4, & und 4. Wenn man 
also auf die gewöhnliche Weise interpolirt, so erhält man: 
JSlaty3+tn) Satin) 


10h —+ 25m 57s, 11 — 25, 51 
11h 25 908.81 2.58 
12h 26 0.49 2.64 


Daraus erhält man also die Differentialquotienten 
für 10^ -- 25m57s,21 
11h 25 908.92 
12h 26 0.60 


hei denen das Intervall w—=12 Stunden zum Grunde liegt. 
Will man dieselben für eine Stunde haben, so muls man also 
durch 12 dividiven und erhält dann die folgenden Werthe: 


10h ` 2m 95,77 
11h 9.91 
12h 10 . 05, 


die die stündlichen Geschwindigkeiten des Mondes in Rectas- 
cension für diese Zeiten ausdrücken. 

Hätte man Formel 6 anwenden wollen, wo arithmetische 
Mittel der ungeraden Differenzen vorkommen, so hätte man, 
wenn man 4 = Juli 13 12" nimmt, für 10^ z., B., wo n— —! 
ist, nach Formel (7) erhalten: 

f' (a —41) = + 25m 568. 77 und f" (q— 1) = — 25.51 
und daraus nach Formel (6) für den Differentialquotienten 
+ 2" 95, 77. 
Die zweiten Differenzen sind: 
für 10h -+ 205. 55 


11h 20.34 
12h 20 .12 
Legt man dazu — de der 4ten Differenzen und dividirt 


durch 144, so erhält man die zweiten Differentialquotienten 
für die Einheit der Stunde: 
für 10h + 05, 1432 
11^ 0 . 1417 
12h 0 .1402 x 


Anm.  Vergl (über Interpolationsrechuung den hierüber handelnden 
Aufsatz von Eneke im Jahrbuche für 1830 und den vorher augeführten Auf- 
satz über mechanische Quadratur im Jahrbuche für 1837. 
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C. Theorie einiger im Folgenden öfters angewandten 
bestimmten Integrale. 


16. Da das Integral J e " dt, sowohl zwischen den Gren- 


zen o und co, als auch zwischen den Grenzen o und T oder 
T und x genommen, öfters in der Astronomie angewandt 
wird, so sollen hier die wichtigsten auf dasselbe bezüglichen 
Sätze und die für die numerische Berechnung dienenden For- 
meln zusammengestellt werden. 


© 
Das Integral D e" dt ist eine Umformung eines Euler- 
0 
schen Integrals der ersten Klasse, also einer Gamma-Func- 
tion. Für diese Integrale hat man nämlich die folgende Be- 
zeichnung eingeführt: 


m 
^ 


uote auta (1) 
" 
wo æ immer eine positive Grófse ist, und da man sogleich 


findet 
f zæ” dx = f. = He mat. = + 1 fr QUT de 
(n a a 


und nach Einsetzung der Grenzen der Theil ohne Integral- 
zeichen verschwindet, so erhält man: 


1 
f =E al dr mw je-?.z"dx 
a 


H o 


oder a D (a) = Pa 1) (2 
Da nun aber, wie man leicht sieht: 
f: = dx= T(1) = 1 
t 
ist, so findet sich, so oft n cine ganze Zahl ist: 
T(n) = m— 1) (n — 2) (a3)... 1 
Setzt man in der Gleichung (1) x» = t, so wird: 


m 


le? ig "DEI qum rla); 


i 
f^ dt—ir() 


also für a =}: 
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Um nun dies Integral zu finden, multiplieire man es mit 


e 
einem ähnlichen et" dy, so erhält man: 


Vo m E w om 
(a) t f- "fe P dy =f [et di. dy. 
ò foh L 


u 0 00 
Setzt man nun hierin y =t, also dy — 1. da, so er- 
hält man: 


UI n n 
oder da 
S 1 
e E 
IL 2 (12-52) 
LU 
so wird: 
ET = de x 
(j. ol =p fi sm Core tango — are tang 0) = 
D LU 
I if m 
also rao-ıro=-! " 


2 ( 
a 

Hieraus folgt also /'(3)— ya, und daher aus der Glei- 

chung (2): 


COS; Vr, (93 Vor ete. 
Führt man in der Gleichung (1) eine neue Constante ein 
dadurch, dafs man setzt: e=ky, wo k positiv sein soll, da- 
mit die Grenzen nicht geändert werden, so erhält man noch: 


f: "iurat past kdy = (o0, 


u 
D D Ki 
mithin 


Te 7 E dv SE (4) 
i) 


T. 
17. Um das Integral Te" "di zu finden, wendet man 
1 
verschiedene Methoden an. So lange der Werth T klein ist, 


erhält man leicht, wenn man e-^ in eine Reihe entwickelt: 
T 


> Geet, mg q : 
[^ dpt PEE Uo DI 
" 


a 


i] 
(d, Ki T , 
und da Je Xv [o r , 50 ergiebt sich auch daraus fe ATE 
HI 


Y 
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“Ja, Diese Reihe muls irgend einmal convergiren, da die 
Nenner der Glieder immer nur im Verhältnils von T? zuneh- 
meu, während der Nenner fortwährend wächst; indels ist die 
Convergenz nur, wenn T klem ist, hinlänglich schnell. Ist 
daher T grofs, so bedient man sich zur Berechnung der 
Transcendente einer anderen Reihe, welche man durch theil- 
weise Integration erhält und die zwar bis ins Unendliche fort- 
gesetzt divergirt, ans der man aber doch die Werthe mit 
beliebiger Annäherung erhalten kann, indem dieselbe die Ei- 
genschaft hat, dafs wenu man bei irgend einem Gliede ab- 
bricht, die folgenden Glieder zusammen nicht mehr betragen 
als das zuletzt mitgenommene. Es ist nämlich: 


E 
f o = fe DEL 
dt t 


oder, wenn man theilweise integrirt: 


sf 
v 1 — dt 
=— i — — l Lé r 
N 5 t* 


te 
af. u e 
vn E Uu 
af edt a (dt Zeil di e E x 
$ RE dt D PUT S ’ 
also endlich: 
a Zär E 
ria AMET E Mm CR 
f: dlt= — 27 |! ER "Toon Gem a EE 
1.3.8...@n—1) 1.3.5... (2a +1) .n dt 
ck (212) inde aut WS f. pee , 
oder nach Einsetzung der Grenzen: 
P KR 
o e 1.0: 948 1.3.5 
|: di== 2T is am e R QT): GTH x LET 
e 
de? .(2n—1) 14.8.8... (2n 1) n 2] . 
Ska E Thy E ^ Get) CH (6) 


Die Factoren des Zählers wachsen nun NUM sie werden 
daher auch gröfser als 2 T? werden und von hier ab wachsen 
dann alle Glieder unaufhórlich, da das im Zähler hinzukom- 
mende mit jedem Gliede grölser wird als das im Nenner hin- 
zukommende. Betrachtet man nun aber den Rest 
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Sg en di 
SE - D 
L] irt 


qne? 

so ist leicht zu zeigen, daís dieser kleiner ist als das letzte 
mitgenommene Glied. Der Werth des Integrals ist nämlich 
kleiner als: 


` 
dt 
Bar 
T 
multiplieirt mit dem grófsten Werthe von e-^ zwischen den 
Grenzen T uud œ d.h. ec, und da nun: 


Sdt en a 1 
gu nl qa 


z 
so wird der Rest immer kleiner sein als: 


1.3,5...2n—1 — ap 
EC : 


Lat TE Teu 
Dieser Ausdruck ist aber nichts weiter als das letzte mit- 
genommene Glied mit entgegengesetztem Zeichen. Bleibt 
man also z. B. bei einem negativen Gliede stehen, so ist der 
Rest positiv, aber kleiner als das letzte mitgenonmene Glied. 
Um also möglichst genaue Werthe der Transcendente durch 
die Berechnung der Reihe zu erhalten, braucht man nur bis 
zu einem Gliede fortzugehen, welches grade sehr klein ist 
und hat dann nur einen Fehler zu befürchten, welcher kleiner 
als dies letzte sehr kleine Glied ist. 


Die zweite Methode der Berechnung besteht darin, dafs 
man die Transcendente, wie Laplace zuerst gezeigt hat, in 
einen Ketteubruch verwandelt. 


Man setze: 
ge J e" dz-U, (e) 


so ist: 


-—2( 1. B) 


Der nte Differentialquolient cines Productes zy ist aber: 
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d", x. d".x aU du ft DI te er 
n Wc He e? TRUM LA de3 C dB tees 
also ist auch: 
aU EE POU 
dert Ude dei 


eine Gleichung, welche man auch auf folgende Weise schrei- 
ben kann, wenn man das Product 1.2.3....2 durch z? be- 
zeichnet: 


(n4 1) dr, d" U ^ del Tr 


L—2t 


(n4-D/ di ntd © ^ (n—10) dr 


de U S 
oder, wenn man noch er; durch U, bezeichnet: 
UM 


(n + 1) Unga = 21 Un H- 2 U, 4. 
Diese Gleichung gilt von n= 1 au, wo dann U, die 
Function U selbst ist. Man erhält aus derselben: 


Y 
— sie : -—521— (n+ 1) Zo " 
also: 
1 
Di. a A, a O, ER 
gë 2-4 Tee EE 
m Uu 
oder: 
1 
= Ho = = END G) 
au) T Un 


Nun war aber nach Gleichung (5): 


pee 1 
Bert 
also: 
E! 
1 2t 
uH. iei C 
quU Ulm 
Aus der Gleichung (y) folgt aber 
E 
TC] QUE 
2t U RT 1 U, 
p. 


Substituirt man dies in die vorige Gleichung und setzt 
die Entwickelung fort, so erhält man: 
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U=;, 
1 
BET; 
on 
E 
1 
ia 
Lete, — 
also auch, wenn man im q setzt: 
2 re fe p a 
: lene M 
12-29 (D) 
12-39 
1--4g 
A+ce 


Nach einer der drei Formelu (5), (6) oder (7) kann man 
T DD 
dann immer den Werth des Integrals | e-" dt oder f e" dt 
1 


0 
berechnen. Wegen der häufigen Anwendung dieser Trans- 
cendente hat man aber auch dieselbe im Tafeln gebracht und 
man findet eine solche z. D. in Bessel’s Fundamenta astro- 
nomiae für die Transcendente 


uo 


y E — {È 
ei f: dt, 


r1 


aus der sich dann auch die andern Formen leicht herleiten 
lassen. Der erste Theil der dortigen Tafel hat zum Argu- 
mente T und geht von T=0 bis T=1 durch alle Hun- 
derttheile. Da aber die Transcendente nach Formel (b) desto 
näher ihrem Argumente umgekehrt proportional ist, je grö- 
Der T ist, so sind für größere Argumente als T=1 die 
Briggischen Logarıthmen von T als Argumente gewählt. Die- 
ser zweite Theil der Tafel erstreckt sich dann von Log. 
Brigg. 0.000 bis Log. Brigg. 1.000, was für die meisten 
Anwendungen genügt. Für noch grófsere Argumente wird 
übrigens die Berechnung der Werthe nach Formel (b) sehr 
leicht. 
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18. Das Integral 


m 
y, 


STÉT gin E 


V cos £? -+ 2x sin i 
DI 


dr 


lälst sich auf die obige Transcendente zurückführen. 


Führt 


man nämlich statt x die neue Veränderliche # em, gegeben 


durch die Gleichung: 

i +, Ü,. 
21 
er 
so geht das obige Integral über in: 


also ds di, 


wenn man setzt: 


. Br 
T= cotang E y i . 


Wenn ferner 


m 


og f um Jy 
T 


so wird: 


J V cos E? + 2x sin £? EP 
0 
Ebenso wird: 
Ge Kal d , 2 Di 
[ =E gece 
3 2x sin£' r 
a V cos £ "uim Um 


mx / 
Differenzirt man den Ausdruck ez V cos ZE 


w ” - 
Bx ; 
f. £ SE s - dp = y a F Gi. 


(8) 


(9) 


2sind? 


D 


nach a und integrirt die entstehende Gleichung nach œ zwi- 


schen den Grenzen 0 und co, so findet man leicht: 


D =F t J 1 
[Hz HM — eV a T3) wv()4- 


" E d 


[B 
wo T= cotang% y £. 
e 


"m 


i 
| 
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Und da nach Formel (9) 


om 


EE 
e sin e 
V Gë 2 sin CH 
vi 008 $^ + — 
Ë 
ist, so erhält man auch noch: 


mm 


K 1 z SOEN T) 
o de =V 25 | G+ T?) q((1) — gv (10) 
Vp MN S. d e 
A | cos %* -+ d z 


ormeln, von denen in der Folge Gebrauch gemacht wer- 
F In, d der Folge Gel h g ht 
den wird. 


D. Die Methode der kleinsten Quadrate. 


19. In der Astronomie bestimmt man fortwährend Grö- 
(sen durch Beobachtungen. Wenn man aber eine Erschemung 
wiederholt beobachtet, so wird man aus den einzelnen Beob- 
achtungen verschiedene Resultate finden, da die Unvollkom- 
menheit sowohl der Instrumente, die man zur Beobachtung 
anwendet, als auch unserer Sinne, nicht minder zufällige äu- 
fsexe Ursachen Fehler in den Beobachtungen erzeugen, die 
das Resultat entstellen. Es wird daher wichtig sein, eine 
Metliode zu besitzen, durch welche man trotz der Fehlerhaf- 
tigkeit der einzelnen Beobachtungen ein Resultat finden kann, 
das der Wahrheit wenigstens so nahe als möglich kommt. 

Die Fehler, welche man bei emer Beobachtung begehen 
kann, zerfallen in zwei verschiedene Classen; sie sind nämlich 
entweder constant oder zufällig. Die ersteren sind solche, 
die allen Beobachtungen gemeinschaftlich sind und die ent- 
weder in einer besonderen Eigenschaft des angewandten In- 
struments oder in der Individualität des Beobachters, die 
denselben Fehler bei jeder Beobachtung hervorbringt, ihren 
Grund haben kann. Die zufälligen Fehler hingegen sind 
solche, die bei den einzelnen Beobachtungen verschieden aus- 
fallen sowohl ihrer Gröfse als ihrem Zeichen nach und daher 
von keiner stets in demselben Sinne wirkenden Ursache er- 
zeugt werden. Diese letzteren Febler kann man durch eine 
möglichst grofse Vervielfältigung der Beobachtungen elimini- 
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ren, da man erwarten kann, dals unter einer schr grofsen 
Anzahl von Beobachtungen das einzelne Resultat ebenso oft 
zu grols als zu klein ist. Das Endresultat wird aber noch 
mit den constanten Fehlern, wenn solche vorhanden sind, be- 
haftet bleiben, so lange z. B. derselbe Beobachter mit einem 
und demselben Instrumente beobachtet. Um diese Fehler zu 
eliminiren, muls man daher die Methode der Beobachtung, 
sowie die Instrumente und Beobachter möglichst ändern, so- 
dafs auch diese Fehler, wenn man die nach den einzelnen 
Methoden gewonnenen Resultate zusammmenzieht, gleich zu- 
fälligen werden und daher im Endresultate einander zum gro- 
fsen Theile aufheben. Im Folgenden sollen daher alle Fehler 
als zufällige angenommen werden, indem vorausgesetzt wird, 
dafs die Methoden so vervielfältigt sind, dals diese Voraus- 
setzung gerechtfertigt ist; solange dies aber nicht der Fall 
ist, müssen auch die durch die folgenden Methoden erzielten 
Resultate als möglicherweise noch mit constanten Fehlern 
behaftet angesehen werden. 

Wenn man nun eine Grófse unmittelbar durch Messung 
bestimmt, so ist es natürlich, das arıthmetische Mittel aus 
allen Beobachtungen als den der Wahrheit am nächsten kom- 
menden Werth zu nehmen. Oft bestimmt man aber nicht eine 
einzelne Gröfse direct durch Beobachtungen, sondern man 
findet Werthe, die gewisse Relationen zwischen mehren Un- 
bekannten geben, und man kann immer annehmen, dafs diese 
Relationen zwischen den beobachteten Grölsen und den Un- 
bekannten die Form linearer Gleichungen haben. Denn wenn 
auch in der Regel die Form der Function f (£, y, & etc.), 
durch die die Abhängigkeit der beobachteten Werthe von den 
Unbekannten £, 5, & ete. ausgedrückt wird, eine andere als 
die lineare sein wird, so kann man sich immer leicht genä- 
herte Werthe der Unbekannten aus den Beobachtungen ver- 
schaffen und wenn man diese mit £j, o, C, etc. bezeichnet 
und annimmt, dafs die wahren Werthe der Unbekannten 
+2 ns. Gu LS ete. sind, so giebt jede Beobachtung 
eine Gleichung von der folgenden Form: 


Ce , dP | dë 
Jup, E, less ZUëa, Da, Eo) F dE x+ o Hee dt z 


vorausgesetzt, daís die angenommenen Werthe so genähext 


44 


sind, dafs man die höheren Potenzen von a, y, 3... ver- 
nachlässigen kann. Hier ist f($,54, 6...) der beobachtete 
Werth, f(£, Vu cul der mit den genäherten Werthen berech- 
nete, also wird Oe Uos So) — fE, m £...) — n eine be- 

Ste . Ir . U 
kannte Grölse. Bezeichnet man dann - mit a, Si 
D 


dé mit b, 


;. mit c etc. und giebt man denselben Grölsen für die ver- 
fig 


schiedenen Beobachtungen verschiedene Acvente, so geben 
die einzelnen Beobachtungen Gleichungen von der folgenden 
Form: 

UE Ee Eer o6 

O= rH ee E by e dg Russ, 

ete., 

wo also z, y, 3... unbekannte, zu bestimmende Gröfsen sind, 
n aber gleich dem berechneten weniger dem beobachteten W er- 
the der Function dieser Unbekannten ist. Solcher Gieichun- 
gen wird man so viele haben, als Beobachtungen vorhanden 
sind: die Anzahl derselben muls man möglichst grofs nehmen, 
um aus allen Werthe von ©, y, 3... zu erhalten, die von 
den Beohachtungsfehlern möglichst frei sind und, wie man 
sieht, müssen dieselben auch von der Art sein, dals die Coet- 
ficienten a, b, c etc. in den verschiedenen Gleichungen ver- 
schiedene Werthe haben, da wenn z. B. zwei der Coefficienten 
in allen. Gleichungen nahe gleich oder einander proportional 
sein sollten, die beiden zugehörigen Unbekannten sich nicht 
würden trennen lassen. 

Um nun aus einer grolsen Anzahl solcher Gleichungen 
die bestmöglichen Wertlie der Unbekannten zu erhalten, wandte 
man früher die folgende Methode an. Man änderte die Zei- 
chen aller Gleichungen so, dafs alle Glieder, die æ enthalten, 
dasselbe Zeichen haben. Addirt man dann alle Gleichungen, 
so erhält man eine Gleichung, in der der Factor von æ der 
grölstmögliche ist. Ebenso kann man Gleichungen finden, 
in denen der Coefficient von y und von s ete. der grölst- 
mögliche ist und erhält dann auf diese Weise so viele solcher 
Gleichungen als Unbekannte vorhanden sind und aus deren 
Auflösung Wertlie der Unbekannten, die der Wahrheit schon 
recht nahe konunen werden. Diese Methode ist aber immer 
etwas willkürlich und es ist daher besser, solche Gleichungen 
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nach der Methode der kleinsten Quadrate zu behandeln, wo- 
durch man zugleich emen Begriff von der Genauigkeit der 
gefundenen Werthe erhält. Wären die Beobachtungen voll- 
kommen richtig, so würden z. B. bei drei Unbekannten, auf 
welche Zahl wir uus im Folgenden beschränken, drei solcher 
Gleichungen hinreichen, um die wahren Werthe derselben zu 
finden. Jeder der aus den Beobachtungen gefundenen Werthe 
n wird aber nut cinem Fehler behaftet sein, sodals, wenn 
man auch wirklich die wahren Werthe von æ, y, z substi- 
tuirte, dennoch im Allgemeinen keine der Gleichungen erfüllt 
werden würde; bezeichnet man den dann übrig bleibenden 
Fehler mit A, so sollte man die obigen Gleichungen eigent- 
lich so schreiben: 

A=n + ar -+ by +cz, 

A xu H aha e Uy e's, 

etea 

und die Aufgabe ist nun die, aus einer grofsen Anzahl sol- 
cher Gleichungen diejenigen Werthe von æ, y und z zu fin- 
den, die unter allen möglichen Werthen die wahrscheinlich- 
sten sind. 


(0) 


20. Man kam sich nun die Voraussetzung erlauben, 
dafs kleine Fehler wahrscheinlicher sind als grofse, dals also 
Beobachtungen, die der Wahrheit näher kommen, häufiger 
sem werden als andere, und dafs Abweichungen, die eine ge- 
wisse Grenze überschreiten, gar nicht vorkommen werden. 
Es wird daher ein bestimmtes Gesetz für das Vorkommen 
eines gewissen Fehlers stattfinden, dafs von der Grölse des- 
selben abhängt. Ist die Anzalıl aller Beobachtungen m und 
kommt ein Fehler von der Gröfse A gesetzlich pmal vor, so 


ist 2 die Wahrschemlichkeit des Fehlers A, die durch o (A) 
bezeichnet werden soll. Dies o (A) wird also Null sei, wenn 
A cine gewisse Grenze überschreitet, es wird ferner ein Maxi- 
mum haben bei A — 0 und wird auch für gleiche, positive 
oder negative Werthe von A gleich sm. Da p= mg (A), 
so kommen also unter m Beobachtungen mq (A) Fehler von 
der Grölse A vor, ebenso mq (A) Fehler von der Gröfse 
AN cte; da aber die Summe der Anzahl aller Fehler gleich 
der Anzahl der Beobachtungen ist, so wird man haben: 
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np(AM)tmplA)- ... =, 
oder 29 (Ayr 4. 

Die Summe, welche die aller Fehler ist, mufs zwischen 
gewissen Grenzen —k und -- genommen werden, da aber 
nach der Voraussetzung für Fehler über diese Grenze hinaus 
q (X) — O0 ist, so kann es keinen Unterschied machen, wenn 
man statt der Grenzen — E und -+k die Grenzen — coo und 
-+ nimmt. Da aber alle A zwischen den Grenzen mög- 
lich sind, indem keine Gröfse zwischen den Greuzen — k 
und +k angegeben werden kann, die nicht ein möglicher - 
Fehler ist, da also die Anzahl der Fehler, mithin auch die 
Anzahl der q (A) unendlieh grofs ist, so muís wegen der 
obigen Gleichung jedes gy (A) eie unendlich kleine Grófse 
sem. Die Wahrseheinlichkeit, dafs em Fehler zwischen zwei 
Grenzen liegt, wird nun gleich der Summe aller der zwischen 
diesen Grenzen gelegenen Werthe von q (A); sind diese Gren- 
zen unendlich nahe, wo der Werth g (A) innerhalb derselben 
constant ist, so wird diese Summe q (A) . dA und dies drückt 
daher die Wahrsehemlichkeit aus, dafs ein Fehler zwischen 
den Grenzen A und A+dA liegt. Die Wahrscheinlichkeit, 
dafs ein Fehler zwischen den Grenzen a und b liegt, ist da- 
her durch das bestimmte Iutegral 


A 


f (A). dA 


ausgedrückt und man hat auch nach dem Vorigen: 
To 


f 9 (A). dA —1. 
% 

Nach den Prineipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
ist, wenn g (A), e (A), ete. die Wahrscheinlichkeit der Fehler 
A, A ete. ist, die Wahrscheimlichkeit des Zusammentreffens 
aller dieser Fehler gleich dem Product der Wahrscheinlich- 
keiten der einzelnen Fehler. Bezeiclnet also W die Wahr- 
schemlichkeit, dafs unter einer Anzahl von Beobachtungen 
die Fehler der Reihe nach A, A, A", ete. vorkommen, so hat 
man: 

W=p (A). p (A). pA")... (2) 

Bleiben also in den Gleichungen (1) für gewisse ange- 
nommene Werthe von z, y, 2 die Fehler A, A, A" ete. übrig, 


47 


so ist W die Wahrschemlichkeit, dafs gerade diese Fehler ge- 
macht sind uud wird also auch eim Maals abgeben für die 
Wahrscheinlichkeit dieses Systems von Werthen von &, y, s. 
Jedes andre System von Werthen von œ, y, s wird auch ein 
andres System von übrig bleibenden Fehlern geben und die 
annehmbarsten Werthe für c, y, 3 werden offenbar diejenigen 
sein, welche die Wahrscheinlichkeit, dafs grade die übrig 
bleibenden Fehler begangen sind, zu einem Maximum machen, 
für welehe also die Function W selbst ein Maximum ist, Für 
die Bestimmung dieses Maximums wird es aber nóthig sein, 
die Form der Function y (A) zu bestimmen. 

In dem Falle nun, dafs mau nur eie Unbekannte und 
dafür aus den Beobachtungen die m Werthe n, n n” etc. ge- 
funden hat, nimnıt man für den wahrscheinlichsten Werth 
von & immer das Mittel aus allen Beobachtungen; man hat 
daher: se u ah 

m 
oder at) cenae ge eue CUTS (m) 
wo nun mp m — x etc. den Fehlern A entsprechen, sodals 
n— =, lz Al, ete. Da aber fiir den wahrscheinlich- 
sten Werth von z W ein Grölstes 1st, so erhält man, wenn 
man die Gleichung (2) logarithiniseh differenzirt: 
dos ei dA qo dsdogg (M) dA 


5 ` zu =0 
da TUS dal dz i E 
d r 11 lA v i 
und da in diesem Falle ^^ —' | ist, so wird: 
dr dx 
d.log e (Qi — ld. log p (i! —2) +... = 0 


oder 
E d.log gi — r) d. log ei — x) 


Er Mert. Im 


Wenn aber das arithmetische Mittel der wahrscheinlich- 
ste Werth ist, wie angenommen ist, so müssen die Gleichun- 
gen (a) und (b) denselben Werth für z geben, es muls daher: 

1 d. logg (n —x) 1 d.logg (n — x) , " 
4 m, 4 HT = ote, == k 

nc din == g) n — x dn —x) 
sein, wo k eine Constante bezeiehnet. Man erhält somit für 
die Bestimmung der Function (A) die Gleichung: 

d.logg (A) 


-——— e 
also log p (A) = 4 kA? + log C 


und e (um ced ^W, 


48 
Ueber die Zeichen von k kann man aus der Erfahrung 
entscheiden, denn da q (A) abnimmt, wenn A wächst, so mufs 
k negativ sein; man kann daher 4k= — MÀ? setzen, wodurch 
2A2 . H . 
(A) = Ce-" A wird. Um C zu bestimmen, bedient man 


sich der Gleichung: 
+a 


-+o 
few. a= fe cb m wr 


—o —o0 


KSE 


und da f: — dæ = Va, so wird f: A 3 dA = rm, daher 


de h . 
SB odes —-, und endlich: 
A Ha 
h Ban 2 
pA "pe ur CN 


Die Constante h bleibt dieselbe für ein System von Beob- 
achtungen, deren Güte dieselbe ist, oder für welches die 
Wahrscheinlichkeit eines gewissen Fehlers A dieselbe ist. Für 
dies System ist die Wahrscheinlichkeit, dals ein Fehler zwi- 
schen den Grenzen — 9 und -ð liegt, gleich: 


+) Ad 
h f —h? A? 1 f E 
—,— le - fe 1 
Vj o. EEN, Zi 
za! — Ad 
Ist nun in einem andern System von Beobachtungen die 
ee ; d M —h M At 
Wahrseheinlichkeit eines Fehlers A durch 73 e ^ A5 Aus, 


gedrückt, so ist für dies System die Wahrscheinliehkeit, dafs 
ein Febler zwischen den Grenzen — à' und +ò’ liegt, gleich: 
H 3 WWAA be E 
Ve d A == del Ge 
CSR EM 
Beide Integrale werden aber einander gleich, wenn Rö=h'ö' 
ist; ist daher &—2 I, so ist klar, dafs in dem zweiten System 
ein doppelt so grofser Fehler ebenso wahrscheinlich ist, als 
ein einfacher in dem ersten. Das erste System wird also 
von einer doppelt so grofsen Genauigkeit als das zweite und 
die Constante h kann daher als das Maals der Genauig- 
keit der Beobachtungen angesehen werden. 
21. Statt des Maafses der Genauigkeit der Beobachtun- 
gen führt man gewöhnlich einen neuen Begriff ein, den des 
wahrscheinlichen Fehlers. In einer Reihe von Fehlern, die 
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ihrer absoluten Grófse nach geordnet sind und wo jeder so 
oft hiugeschrieben ist, als er wirklich vorkommt, nennt man 
denjenigen, welcher genau in der Mitte steht, den wahr- 
scheinlichen Fehler.  Dezeiehnet. man denselben mit r, 
so muls die Wahrscheinlichkeit, dafs ein Fehler zwischen den 
Grenzen — r und +r liegt, gleich 4 sein, man hat daher die 
Gleichung: 


yx 
oder wenn man setzt kA —t, 
hr ar 
A A PT o E 7 
yr dio À, mithin ie 4 AT 
yx bk J 4 
H HI 


Dies Integral hat aber den Werth ER 0.44311, wenn 


4 
hr = 0.47694 ist”). 
Es ist mithin der wahrscheinliche Fehler 
0.47694 


r L a H 


uhr 


Das Integral A fa wird dann die Wahrscheinlich- 
keit eines Fehlers geben, der das nfache des wahrscheinlichen 
ist und berechnet man den Werth des Integrals z. B. für 
n=}, nimmt also nhr = 0.23847, so findet man für die 
Wahrscheinlichkeit eines Fehlers, der halb so grofs ist als der 
wahrscheinliche Fehler, 0.264, d. h. unter 1000 Beobachtun- 
gesetzlich 264 vorkommen, die kleiner sind als 
der halbe wahrscheinliche Fehler. Ebenso findet man, wenn 


€ E 


man » nach einander gleich 3, 2,3,3,3,4,2,5 setzt, dafs 
unter 1000 Beobachtungen gesetzlich 


gen sollen 


688 vorkommen, wo der Fehler 37 ist 
823 D » » » ar, 
908 nm » ” H < * T$ 
956 » S o à el 
982 » am so e ee 
993 n " ” " < Ar » 
998 N o ee 
999 v "s DRE 570 con 


*) Siehe über die Berechnung dieses Integrals No. 17 der Einleitung. 
4 
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und wenn man hiermit eine grofse Reihe von Beobachtungs- 
fehlern, die wirklich begangen sind, vergleicht, so kann man 
sich überzeugen, dafs das wirkliche Vorkommen der Fehler 
einer gewissen Gröfse nahe mit dem hier aus der Theorie ge- 
fundenen überemkommt. 

Zu dem Werthe des wahrscheinlichen Fehlers einer ge- 
wissen Beobachtungsreihe kann man noch auf eine andere 
Weise gelangen. Gesetzt, man hätte eine Reihe von m wirk- 
lichen Beobachtungsfehlern A, A, so ist die Wahrschemlich- 
keit des Zusammentreflens von diesen: 

Amo — MAAT ARA, 


V. 
^ P 4 


und nimmt man an, daís die Fehler wirklich stattgefunden 
haben, also auch nicht weiter geändert werden können, so 
wird das Maximum von W allein von h abhängen und der- 
jenige Werth von h wird daher der wahrscheinlichste sein, 
der diesen Beobachtungen zukommt, für welchen das Maxi- 
mum stattfindet. Dezeichnet man nun der Kürze wegen die 
Summe der Quadrate aller Fehler A, A, ete. mit [AA], sodals 
also wird: 
S Im —ıh[lAA] 
W= arro, "a 
gn 4 
so erhält man leicht als die Bedingung des Maximums: 
m-—1 / ml .. / be we | 
LES ^md auia d AA[AA] Cas 
gi" gp a'h b = 
oder 
Qm ANAE 
woraus folgt: 


1 E [AA] 
hy2 m^ 
Diese Quadratwurzel aus der Summe der Quadrate wah- 
rer Beobachtungsfehler, getheilt durch die Anzahl der Beob- 
achtungen, nennt man den mittleren Fehler dieser Beob- 
achtungen. Es ist der Fehler, welcher, wenn derselbe bei 
BE n $ 1 
allen Beobachtungen begangen wäre, dieselbe Summe der 
Fehlerquadrate gegeben hätte, als die wirklich stattfindende. 
H . A a 
Bezeichnet man denselben mit s, sodafs also 
EX laal 
I 


so hat man: 
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1 = 
Ay2 
und r = 047694 Y2 e 
r = 0.674489 e. 

22. Hiernach kann nun die eigentliche Aufgabe gelöst 
werden: Ans einem System von Gleichungen (1), wie die 
einzelnen Beobachtungen ergeben, die wahrscheinlichsten 
Werthe der Unbekannten x, y, 5 zu finden, zugleich auch 
deren wahrscheinlichen Fehler, sowie den wahrscheinlichen 
Fehler der emzelnen Beobachtungen. 

Substituirt man in dem Ausdrucke (2) für die Function W, 
welche die Wahrscheinlichkeit des Zusammentreftens der Feh- 
ler A, A, A” ete. giebt, für p (A), p (A) ete., deren Ausdrücke 
nach Gleichung (3), so erhält man: 

vo IP LA? HAHN...) 
Va) : 
wenn alle Beobachtungen von gleicher Güte vorausgesetzt 
werden. Hier sind A, A, A", etc. nicht reine Beobachtungs- 
fehler, sondern hängen noch von den Werthen s, y, 3 ub. 
Da nun aber für die wahrscheinlichsten Werthe von s, y, 3 
die Wahrscheinlichkeit des Zusammentreffens der dann übrig 
bleibenden Fehler möglichst grofs werden mulis, indem diese 
dann den wirklichen Beobachtungsfehlern, die man unter einer 
bestümmten Anzahl von Beobachtungen erwarten muls, móg- 
lichst gleich werden, so sieht man, dals die Werthe der Un- 
bekannten so bestimmt werden müssen, dafs 
A? H- A?-- A"? o.n — Minimum 
wird, d. h. dafs die Summe der Quadrate der dann in den 
Gleichungen (1) übrig bleibenden Fehler ein Minimum wird. 
Man nennt daher diese Methode, die wahrscheinlichsten Werthe 
der Unbekannten aus solchen Gleichungen zu finden, die Me- 
thode der kleinsten Quadrate. 

Nimmt man nun zuerst den einfachsten Fall an, dals die 
Werthe einer Unbekannten durch directe Beobachtungen ge- 
geben sind, so ist nach der Annahme dann das arithmetische 
Mittel aus allen Beobachtungen der wahrscheinlichste W erth, 
wie dies auch wieder aus der obigen Bedingung des Mini- 
mums folgt. Für irgend welchen Werth von = sind nämlich 
die übrig bleibenden Fehler: 


Ama, cA! ees — b Mel wy etes 
4* 


J2 


Man erhält daher für die Summe der Quadrate der übrig 
bleibenden Fehler, wenn man 


die Summe » + +" 4-... durch [n] 
ebenso die Summe »^-- 4"-4- »"-4-... durch [rn] 
bezeichnet, und die Anzahl der Beobachtungen sm ist: 
Z (æ —n)-—nzt— 2« [n] + [n 4] 


H: +m Ce E DN 
m 


= [n n] c. I 
N m4 
Da beide Glieder auf der rechten Seite positiv sind, so 
wird die Summe der Fehlerquadrate em Minimum werden, 
wenn 
Fé 
Mm 
und die Summe der Quadrate der in dem Falle übrig blei- 
benden Fehler wird: 


(cues i E 


Um nun den wahrscheinlichen Fehler dieses Resultats 
für x zu finden, wenn der wahrscheinliche Fehler einer ein- 
zelnen Beobachtung bekannt ist, bedarf man noch eines Satzes, 
der des Folgenden wegen in etwas allgemeierer Form gce- 
geben werden soll, nämlich des Ausdrucks für deu wahr- 
scheinlichen Fehler einer linearen Function von mehreren Gró- 
(sen o, v’, ctc., wenn die wahrschemlichen Fehler der einzel- 
nen Grófsen x, x', etc. gegeben sind. 

Ist der wahrscheinliche Fehler von œ und hat man die 
einfache Function von æ 

Pe 1r 
so ist klar, dafs er der wahrscheinliche Fehler von X ist. 
Denn wenn æ, der wahrscheinlichste Werth von æ ist, so ist 
auch «a, der wahrscheinlichste Werth von X, und die Zahl 
der Fälle, i denen z zwischen den Grenzen o, — r und 
x&,—+r liegt, ist gleich der Anzahl der Fälle, in denen X zwi- 
schen «a,—«r und ez-raer liegt. 

Es sei nun X eine lineare Function zweier Veränder- 
lichen: 


Am r 
und es seien « und « die wahrscheinlichsten Werthe, r und 
r die wahrscheinlichen Fehier von æ und a Da dann für 
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die Fehler von x und z' beziehlich k — -—- und h =£ ge- 
Si r 


nommen werden mils, wo c = 0.47694, so ist 
die Wahrscheinlichkeit irgend welchen Wertlies von x: 


D + 
- — (en)! 


e KA 
SE 6 
rya J 
und die Wahrscheinlichkeit irgend welchen Werthes von z': 


c? 
b a. 
= € [4 
r m EI 3 
mithin die Wahrscheinlichkeit des Zusammentreffens zweier 
beliebigen Werthe von œ und e: 


Tei 


; c? 3 
1 — Le —a)* ei — a)? 
c? E ) Tz ) | 
E € 


und man erhält somit dic Wahrscheinlichkeit des Zusammen- 
treffens zweier Werthe von x und z', die der Gleichung 
æ- gs — X Genüge thun, wenn man in obigem Ausdrucke 
X— x für a setzt, oder wenn man diese Wahrscheinlichkeit 
mit W bezeichnet: 
rc? c2 
cies sa Lig E eise] 
m6 
rv 
Macht man nun die Summation von allen Fällen, in denen sich 
ein z mit einem © zu X verbinden kann, wo man also dem x 
alle Werthe zwischen den Grenzen — œ und -+ o» geben 
mnís, oder nimmt man das Integral von W nach x zwischen 
diesen Grenzen, so wird man alle Fälle umfafíst haben, in 
denen X erhalten werden kann, also die Wahrscheinlichkeit 
von X bestimmt haben. 
Nimmt man nun alle Glieder zusammen, die æ enthalten 
und giebt diesen eine quadratische Form, so kann man leicht 
das Integral von W unter die folgende Form bringen: 


pa 
~ psem S r? (X —a) Seden 

c? o? prèpa E rar? Varna 

EI fE CR 


a — a)? 


N ES B S 
r2 ipit —u 
á z 2 du, 


en e 


E EE. NES 


wenn man setzt: 
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` 2 Vr? -+ d? (s |n X—a)err? 7) 


E yr 2L? 
D 
/ 
— u? IT 
oder da f M du. : 
0 
so erhält man für die Wahrscheinlichkeit eines Werthes von X: 
n 
a SE WES M mem 2 
e rip? (X—a a) 


ETT 
Dieser Ausdruck wird aber em Maximum, wenn X—a-r«, 
der wahrscheinlichste Werth von X ist also gleich der Summe 
der walırscheinlichsten Werthe von & und oi, pn da das 


Maals der Genauigkeit für diese Bestimmung -= —,, wird, 


so ist also Vr? r? der wahrscheinliche -— von x 

Hieraus folgt ferner in Verbindung mit dem vorher ge- 
fundenen Satze, dafs wenn 

—ar ta. 

ist, der wahrscheinliche Fehler von X gleich Vetr? + ei Sri? 
em 

Diesen Satz kann man nun leicht auf eine beliebige An- 
zahl von Gliedern ausdehnen, da man bei drei Gliedern zuerst 
zwei zusammen nehmen und dann mit dem dritten verbinden 
kann und so fort. Hat man daher irgend eine lineare Function 

X=ar t adr Ha +...., 
und sind r, r, r”, etc. die wahrschemlichen Fehler bezieh- 
lich von z, &', c", ete., so wird der wahrscheinliche Fehler 
von X gleich: 
Va? rèa? par 2p uu, 
Hiernach findet man nun sogleich den wahrscheinlichen Feh- 
ler des arithmetischen Mittels aus m Beobachtungen, deren 
wahrscheinlicher Fehler r ist; denn da 
nna 4- n" --w" 2p... 
mi u 


U 
m. 


so wird der wahrscheinliche Fehler gleich V —, oder —, 
m m 


Es verhält sich daher der wahrscheinliche Fehler des 
arithmetischen Mittels aus m Beobachtungen zum wahrschein- 
: 4 : EY 
lichen Fehler einer einzelnen Beobachtung wie ——:1, oder 

ym 
das Maaís der Genauigkeit desselben zum Maals der Genauig- 
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keit einer einzelnen Beobachtung wie Aym:h. Oft drückt 
man auch die relative Genauigkeit zweier Grófsen durch ihre 
Gewichte aus. Man versteht unter Gewicht emer Grälse 
die Anzahl von gleich guten Beobachtungen, die erforderlich 
sein würde, um aus ihrem arithmetischen Mittel eine Bestim- 
mung von gleicher Genauigkeit zu erhalten, wie die des ge- 
sebenen Werthes ist. Ist also das Gewicht der einzelnen 
Beobachtungen 1, so wird das arithmetische Mittel aus m 
Beobachtungen das Gewicht m haben. Die Gewichte zweier 
Grófsen verhalten sich daher direct wie die Quadrate der 
beiderseitigen Maalse der Genauigkeit und umgekehrt wie 
die Quadrate der wahrscheinlichen Fehler *). 

Es ist nun noch übrig, den wahrscheinlichen Fehler r 
einer einzelnen Beobachtung zu bestimmen. Wären die in 
den Gleichungen 2 — 2-—A nach Einsetzung des wahrschein- 
lichsten Werthes von œ übrig bleibenden Fehler die wirkli- 
chen Beobachtungsfehler, so würde die Summe der Quadrate 
derselben getheilt durch m das Quadrat der mittleren Fehler 
einer Deobachtung geben nach No. 20, oder dieser Fehler 
[nn] 

HI 


würde gleich Y sein. Da aber das arithmetische Mittel 


aus den gemachten Beobachtungen nicht dev wahre Werth 
der Unbekannten ist, sondern nur der nach diesen Beobach- 
tungen wahrschemlichste, aufser im Falle, dafs die Anzahl der 
Beobachtungen unendlich grofs ist, so werden auch die übrig- 
bleibenden Fehler nicht die wahren Beobachtungsfehler, son- 
dern mehr oder weniger davon verschieden sein. Es sci nun 
æa der wahrscheinlichste Werth von æ, der durch das arith- 
metische Mittel gefunden ist, während der wahre Werth 2—+& 
ist. Dadurch daís man diesen Werth in die Bedingungs- 
gleichungen substituirt, erhält man als Fehler der Beobach- 
tungen 2, — n, v, — n, ete, die mit A, A, etc. bezeichnet wer- 
den sollen, während die Substitution des wahren Werthes die 
Fehler z,4-$— d ete. gegeben haben würde. Dann hat 
man die Gleichungen: 


1 1 
*) Haben daher zwei Grüfsen die Gewichte p Es und p'— ya 80 


wird das Gewicht der Summe = ts 5 -i—,. 
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A --£—À, 
At ES 
ete., 


und wenn man auf beiden Seiten die Summe der Quadrate 
nimmt und bedenkt, dals die Summe aller A gleich Null sein 
muls, so erhält man nach der vorher gebrauchten Bezeich- 
nungsweise der Summen: 

[A.N] -H m? = [99], 
woraus man sieht, dafs die durch das arithmetische Mittel 
gefundene Summe der Fehlerquadrate immer zu klein ist. 

Da [90]— me” ist, wo s der mittlere Fehler einer Beob- 
achtung ist, und [AA] = [an], so läfst sich die Gleichung 
auch so schreiben: 

[ani] + m = me’. 

Obwohl man nun aus dieser Gleichung den Werth von e 
nicht berechnen kann, da & unbekannt ist, so wird man sich 
doch der Wahrheit so viel als möglich näheru, wenn man 
für $ den mittleren Fehler von æ substituirt, und da dieser 


` DH € H m e 
nach dem Vorigen gleich y, sb 80 erhält man nach Ein- 
in 


setzung dieses Werthes 
t p= Vead 
, m—1 
für den mittleren Fehler einer Beobachtung, und für den wahr- 
scheinlichen Fehler 


r = 0.014489 yen], 
4 m —1 


Ferner erhält man für den mittleren Fehler des arıthme- 
tischen Mittels: 
Vis ii] 


atium o 
m—1 


yn 
und für den wahrschemlichen Fehler: 
0.074489. Van 


ke? yn m—1 


r (x) 


Beispiel. Dei der telegraphischen Bestimmung des 
Längenunterschiedes zwischen der Sternwarte zu Ann Arbor 
und der See- Vermessungsstation zu Detroit wurden am 
21. Mai 1861 aus 31 verschiedenen, an beiden Orten beob- 
achteten Sternen die folgenden Läugenunterschiede erhalten: 
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Lüngen- Abw. Längen- Abw. 

unterschied. vom Mittel. unterschied. vom Mittel. 
Stern 1 2m 43s, 60 —O.li Stern 16 2m 435. 50 — 0.01 
2 43.49  — 0.00 17 43.44 0.05 
3 43.63  — 0.14 18 43 . 37 TOR 
4 43.52  — 0.03 19 43.32 +0.17 
5 43 . 31 +0.18 20 43.12 +0.37 
6 43 07 3 — 06 21 43. 30 +0.19 
1 43.98  — 0.49 22 43 . 72 — — 0:23 
8 43.63  — 0.14 SN 43.235 + 0.24 
9 43.8  — 0.84 24 43 .13  -4- 0.36 
10 43.79 -= 0.830 23 43.27 +0.22 
11 43.54  — 0.05 26 483.34 +0.15 
12 43.18 +0.31 27 43.15 +0.34 
13 43.45 +004 28 43 . 86 — 0.37 
14 43.08 — 0.19 29 43.29  -1 0.20 
15 43.32  Á 4-07 30 43 .40 0.09 
31 gët a El — 0.46 


Mittel 2m 435, 49 

Man findet hier für die Summe der Quadrate der übrig 
bleibenden Fehler [nz,] = 1.77, und da m, die Anzahl aller 
Beobachtungen, 31 ist, so wird: 

der wahrscheinliche Fehler einer einzelnen Beobachtung 

= 0s, 164 
also der wahrscheinliche Fehler des Mittels aus allen 
== 0°, 029. 

Obwohl man nicht annehmen kann, dals hei so wenigen 
Beobachtungen das Vorkommen der Fehler dem m No. 21 
gegebenen Gesetze genau entspricht, so kann man sich doch 
überzeugen, dals dies annähernd der Fall ist. Nach der Theo- 
rie sollte nämlich für 31 Beobachtungen die Anzahl der Feh- 
ler, die 

kleiner als ir, r, $r, 2r, $r, är sind, 

gleich 8, 15, 21, 25, 28, 90 sein, 

während diese Anzahl nach dem obigen Tableau 
6, 12, 22, 24, 29, 30 ist. 

Der Fehler, welcher genau m der Mitte liegt, also gleich 
dem wahrscheinlichsten sem sollte, ist 0.18. 

23. In dem allgemeinen Falle, wo m den dureh die 
einzelnen Beobachtungen gegebenen Bedingungsgleichungen 
(1) mehrere Unbekannte enthalten sind, deren Zahl hier gleich 
drei angenommen werden soll, sind die wahrscheinlichsten 
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Werthe wieder diejenigen, für welche die Summe der Qua- 
drate der übrig bleibenden Fehler ein Minimum ist. Da nun 
diese Quadratsumme cin Minimum in Bezug auf æ sowohl als 
auch y und z sein muls, so giebt diese Bedingung so viele Glei- 
chungen als Unbekannte vorhanden sid, und die letzteren 
lassen sich daher bestimmen. 

Für die Gleichung des Minimums in Bezug auf x» er- 
hält man: 


d d 
AA y! an, TA 
dc 
B EAN 
oder da nach den Gleichungen (1) 2 = a; = = q, etc. ist, 


so wird: 
Aa + A'a! 4- A'a" tes 

Substituirt man hier für A, A, etc. die Ausdrücke aus (1) 

und bezeichnet wieder die Summe aller Grölsen 
aa- d'd —+ aa" +... mit [aa], 
ebenso ab -4- a'b + ab" -4-... mit [ab] und so fort, 
so erhált man die Gleichung: 
[aa] zs + [a] y + [ee]  H- [an] — 0; CD 

ebenso [o2] x + [bb] y -+ [^ e] z + [bn] = 0 (B) 
und [ac] x + [be] y + [ee] e + [en] = 0 (C) 
aus den beiden Gleichungen für das Minimum i Bezug auf 
y und s. Aus diesen drei Gleichungen erhält man die wahr- 
scheinlichsten Werthe von s, y und z. 

Um dieselben aufzulösen, multiplicire man die erste mit 


[a b] 


[at und ziehe dieselbe von der zweiten ab, ebenso multipli- 
a 


ol 
c] 


D D D [4 
eire man die erste mit | 


m 


ab; dann erhält man zwei Gleichungen, in denen æ eliminirt 
ist, und die die Form haben: 
Bol + [bei] + [bn] =0 D) 


und ziehe dieselbe von der dritten 


und bely +[eei]z+[en]=0, CE) 
wo poeta ROT, Be 


und ähnlich die übrigen sind. 


Multiplicirt man dann die Gleichung (D) mit i ib, und 


zieht dieselbe von (E) ab, so erhält man: 
[cea] 2 + [en] —:0 W), 
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[Pei] [6n] 
[eca] = [ee] — DA [ens] [ei] — SIUE. 


Die Gleichung (F) giebt dann den Werth von s, während 
die Gleichungen (D) und (A) die Werthe von y und æ geben. 
Leitet man nun [A?] aus den Gleichungen (1) her, und 
nimmt auf die Gleichungen A, B, C Rücksicht, so findet man 
für die Summe der Quadrate der übrig bleibenden Fehler: 
[A*] = Inn] + [an] x + [bn] y > [en] z. 
Um hier g, y, a zu eliminiren, multiplicirt man die Glei- 


[an] 


chung A mit Gi und zieht sie von der vorigen ab, wodurch: 
" 3 
[Aa] pod — P only end 


[hn] 
Di, 


Multiplieirt man dann die Gleichung (D) mit und 


zieht dieselbe von der letzten ab, so erhält man: 
2 

Wäibal) — SCH + ens 
und wenn man hierin für z den Werth aus (F) substitwirt, 
so erhält man endlich für das Minimum der Fehlerquadrate: 
«n? bni]? ena]? 
fep Bhd pep oed 

Man hätte auch die Gleichungen für das Minimum der 

Fehlerquadrate ohne Differentialrechnung finden können. Mul- 
tiplicirt man nämlich jede der ursprünglichen Gleichungen (1) 
nach einander mit ax, by, cz und m und addirt dieselben, 
so erhält man: 

[AA] — [eA] z -- [SA] y + leAje o [A]. (a), 
wo [a A] e [a a] y + [o5] y + [e c] + lan] | (2 

etc. 

Substitwirt man nun in (a) für v seinen Werth aus (b), so 
erhält man: 


[AA] = [n n] 


[n A]? 


[AA] — laa] +[bA, |y+leA,l2e+ [8A] Wal 


wo PA] = [bb] y + [be] [bn] 
[RA] = [bni] y + [eni] 2 + [nn]. 
Substituirt man nun in (c) für y seinen Werth aus der ersten 
der Gleichungen (d), so wird: 
[ b » 
Milz [aA]? | [6A] 


iaa] an [tè] +A] + há] © 


(d) 


DU 


wo nun [cA] = [eca] z > fena], Li 

[n As] — [en4] 2 + [nna], 
und wenn man endlich den Werth von z aus der ersten die- 
ser Gleichungen in (e) substituirt, so wird: 


laa] H e RT AS pa, w) 


wo, wie man leicht sicht, [x As] = [rn] ist. 

Da nun die drei ersten Glieder auf der Rechten, die x, y, z 
enthalten, quadratisch sind, so sieht ınan, dals man, um das 
Minimum der Fehlerquadrate zu erhalten, (a A] — 0, [b A] = 0 
nnd [c A,] — 0 setzen mufs, Gleichungen, die mit den früher 
gefundenen identisch sind, und dafs [nn] dus Minimum der 
Fehlerquadrate ist. 

24. Um nun die wahrscheinlichen Fehler der Unbe- 
kannten zu finden, kann man sich wieder des in No. 22 ge. 
fundenen Satzes für den wahrscheinlichen Fehler bedienen, 
indem man aus deu Gleichungen A, D, F für die wahrschem- 
lichsten Werthe von z, y, s leicht sieht, daís diese als lineare 
Funetionen der Beobachtungsgrófsen s, n, n" etc. dargestellt 
werden kónnen. 

Um nämlich aus den drei Gleichungen z zu finden, muls 
man jede derselben mit einem gewissen Coefficienten multi- 
plieiren, der so beschaffen ist, dafs m der Summe dev Gloi- 
chungen der Coefficient von ” und von 3 Sak Null i 


Multiplicirt man also (A) mit ; TEL (D) mit ; p (F) mit q £ 


und addirt die drei Ee, so qe man zur ed 
mung von A’ und A" die zwei Bedingungsgleichungen: 


b 
Eder eme (a) 
laaj 
Bea tel y "=o, (8) 
[aa] [bb] 
und es wird 
bal _ a bel aka : 
EE [bilis Ga Si 
Um y zu bestimmen, multiplicire man (D) mit ——., F mit c 
^ 2 DN cca] 
und addire dieselben, so erhält man: 
ma U 
TEN HR est (8) 
[bn] ‚lena] 
und y=- Ge Lei 


[55] Lech 
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Endlich ist SES d (&) 


[ec ca] 
Entwickelt man die Gró(sen [b»,] und [ew,], so erhält 

man aber auch leicht: 

[oni] = Al [an] + [bn] [n], 

[ena] = A" [an] + D! [bu] H- [e] [9], 
und da man wegen der symmetrischen Bildung der in Klam- 
mern eingeschlossenen Gröfsen sich erlauben kann, die Buch- 
staben zu vertauschen, so erhält man auch noch: 


(ies A [ab] + [5^] (9), 
[res] = A" [ee] + B' [b e] + lee] (ac), 
d a] = A" [ab] B [bo] -+ [c] —0 (A, 
[aca] = A" [ea] + B' [ab] + [ac] — 0 Gu). *) 


Da nun [an] eine lineare Function der n und auch (bm, | 
und [em] auf solche Functionen zurückgeführt sind, so kann 
man leicht den wahrscheinlichen Fehler dieser Grófsen be- 
stimmen. Zunächst ist [am] = an + a^ n' + a^ m" 4 .... 

Ist daher r der wahrschemliche Fehler einer Beobach- 
tung oder eines 7, so ist der wahrscheinliche Fehler von [az] 
rlan or Vaa Fdd Fa a'H.. =r Van. 

Jedes Glied in [bn,] hat ferner die Form (A'a + b)n. 
Um dies zu quadriren, multiplicire man zuerst mit A’an, dann 
mit bn, so wird der Coefficient von n? 

A' (Aaat a b) -4-A abt bb. 
Dies ist daher auch die Form der Coefficienten cines jeden r? 
im Ausdrucke für das Quadrat der wahrschemlichen Fehler 
von [bn,], oder es wird: 
C [bn D? = [4 CU [e a] + [a 6]) + A" [0] + [00] ] r?, 
oder ron Dr. Hi, 
wie sogleich aus den Gleichungen (œ) und (e) folgt. 
Endlich ist der Coefficient eines jeden n in [en,] 
A" a - 4! -c 
Quadrirt man dies, so erhält man: 
A" CA" a e -4- D' ab -- ac) 
--.B" (A" ab + H' bb bo) 
+ A" act D' be 4r cc. 

Nimmt man nun die Summe aller einzelnen Quadrate, so 

wird also der Coefficient von 7? im Ausdrucke von (r [cnm,]?: 


*) Dafs die zwei letzten Ausdrücke gleich Null sind, sieht man sogleich 
mit Hülfe der Gleichungen (a), (8) und (9). 
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A" CA" [aa] + B' [ab] + [a c]) 

-+ B' CA" [ab] + B’ [bb] + [be)) 

-- A" [ae] + B' [b] [cc], 
oder nach den Gleichungen (x), (4) und Go) einfach [ec;]; 
also ist: 

r [en] 9m v. Vicca. 

Danach findet man nun leicht die wahrscheinlichen Fehler 
von æ, y, *. Nach der Gleichung (7) erhält man nämlich 
für das Quadrat des wahrscheinlichen Fehlers von a: 


4' A A" A" 
[r 22]? = La "nm qa CU? + mor (r enad)’ 


1 A' A A" A" 
ris rep nato idt 
Ebenso findet man: 
1 p" p" 
bor or prp La 
. 2 m 1 
und ENEE Us ji 
Es ist noch übrig, den wahrscheinlichen Fehler einer 
Beobachtung zu bestimmen. Giebt man dem zm, y, s in den 
ursprünglichen Gleichungen (1) irgend welche Werthe, so 
kann man der Summe der Quadrate der Fehler die folgende 
Form geben: 


geg DAS kä 


aA 
ee 

In dem Falle, dafs man hier für x, y und z die aus dem 
System von Gleichungen folgenden wahrscheinlichsten Werthe 
substituirt, werden die Grölsen [aA], [bA] und [eA,] gleich 
Null und [rn,;] ist die Summe der Quadrate der übrig blei- 
benden Fehler für diese Werthe von x, y uud s. Diese 
Wertlie werden aber nur dann die wahren Werthe sein, wenn 
die Anzahl der Beobachtungen unendlich grofs war. Nimmt 
man nun an, die wahren Werthe wären bekannt und man 
substituirte dieselben in die obigen Gleichungen, so würde [AA] 
nun die Summe der Quadrate der wahren Fehler sein, sodals 
man haben würde 


[eA]® __ [bAıl? _, leAal? 
tet Le 
wo die Gröfsen [a A], [b A,] und (cA;,] nun nicht gleich Null, 


sondern ein wenig davon verschieden sein würden. Da nun 
alle diese Glieder quadratisch sind, so sieht man, dafs die 


+ [n5]. 


-+ [n5], 
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Summe der Quadrate der durch die wahrscheinlichsten Werthe 
gefundenen Fehler zu klein ist, und um sich der Wahrheit 
mehr zu nähern, kann man für [aA] etc. die mittleren Fehler 
dieser Grófsen für den Fall des Minimums der Fehlerqua- 
drate setzen. Da aber in den Gleichungen 


Xs c byg Fre tr ZA 
etc. 


keine Gröfse auf der linken Seite Fehlern unterworfen ist 
als n, so ist auch A demselben Fehler unterworfen und die 
mittleren Fehler von [aA], [DA] und [cA] sind gleich den 
für [an], [bn,] und [en,] gefundenen. Substituirt man diese 
in obige Gleichung, so erhält man: 
me? =e? + 8? + E? -+ [n4] 
oder KH Vim 
m—3 
Es wird daher der mittlere Fehler einer Beobachtung 
ans einer endlichen Anzahl von Gleichungen mit melireren Un- 
bekaunten gefunden, wenn die durch die Bedingung des Mi- 
nimums gefundene Summe der Fehlerquadrate durch die 
Anzahl der Beobachtungen weniger der Anzahl der Unbe- 
kannten dividirt und daraus die Quadratwurzel gezogen wird. 
Ebenso wird der wahrscheinliche Fehler emer Beob- 
achtung: 
r = 0.674489 y Dina], 
m=] 
Anm. 1. Im Vorigen ist immer vorausgesetzt worden, dafs alle Beob- 
achtungen, die zur Bestimmung der Unbekannten benutzt werden, von gleicher 
Güte sind. Ist dies nieht der Fall und bezeichnen A, A’, A ete. die Maafse 
der Genauigkeit der einzelnen Beobachtungen, so wird die Wahrscheinlichkeit 
der Fehler A, V, etc, für die einzelnen Beobachtuugen: 
A MAS gs Ha 


== m , ete. 
Va "Va 
Die Function W wird also in diesem Falle: 
nu ua NEE) 


H (Va) e 
und die wahrscheinlichsten Wertlie von x, y und e werden also diejenigen 
sein, die die Summe 

A*A? TN? HN... 
zu einem Minimum machen. Um diese zu erhalten, wird man daher die ur- 
sprünglichen Gleichungen der Reihe nach mit A, AL. A’ ete. multiplieiren und 
dann die Summen mit den neuen Coefficienten bilden und die Rechnung wie 
früher durchführen. 
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Anm. 2. Ist nur eine Unbekannte vorhanden und haben die ursprüng- 
lichen, dureh die Beobachtungen gegebenen Gleichungen die Form: 


0--n--ar, 
=n de, 
0 — a" a" x, cto., 
lan) ` "i r 
so wird also x = — -— mit dem wahrseheinlichen Fehler r, = |. WO 
laa] V(a«] 


r der wahrscheinliehe Fehler einer Beobachtung ist. 

25. Zur Erläuterung des Vorigen diene das folgende 
Beispiel, das Bessel’s Bestimmung der Verbesserung der Re- 
fractionsconstante entnommen ist, un 7. Bande der Königsber- 
ger Beobachtungen p. XXIII ete. Von den dort gegebenen 
52 Gleichungen sind nur die folgenden 20 ausgewählt, deren 
Gewichte als gleich. angenommen sind und m denen das nu- 
merische Glied eine aus den Beobachtungen eines Sterns her- 
genommene Grölse, y die Verbesserung der Refractionscon- 
stante, v dagegen einen bei allen Beobachtungsr esultaten vor- 
tfe constanten Fehler bezeichnet. 

Die aligemeine Form der Bedingungsgleichungen ist in 
diesem Falle: 

n-r-d-by, 
indem der im Vorigen mit og bezeichnete Factor gleich 1 ist, 
und die aus den einzelnen Summen hergeleiteten Bedingungs- 


gleichungen sind: Uebrig bleibende 
Fehler 
a Urs. min. o= 0". 02er + 02y — 0". 03 
B Urs. min. t=+0.45+r + 82y 4-0 .43 
B Cephei 0= +0 .i0+r + 204y +0.14 
a Urs. maj. 0— —0.14--x + 30.0y — UR 
a Cephei 0 = — 0 02e + 439y —0.47 
d Cephei -——0.25--z + 659% 0.00 
e Cephei 0=— 0 .03 +e + 74.9y 1230720 
o Cephei = —-1.24+r + 748y —0.84 
a Cuassiop. 0= +0 .59 +r + 755y --0 .88 
y Urs. maj. -———0.474-x + 796% —0.16 
B Draconis Us 0.0-+r +1045y 4-0 .42 
y Draconis =—0.5i+r +1143y —0.04 
7 Urs. maj. 0——1.20--r -4-125.6y —0.68 
a Persei 0=+0.12+x +1421y +0.72 
a Aurigae 0 =— 1i .31 +z -4-216.8y —(0) aun 
a Cygni ———1.64--zr +2548y == 
8 Aurigae Q23—1.39-4-z 280.2 y DE 
y Androm. 0=—1.24+x +393.5% +0.51 
n Aurigae 0——1.80--r +419.6y +0.06 


8 Persei =—2.164+x +431.2% —0.01 
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Um nun hieraus die Gleichungen für die wahrschein- 
lichsten Werthe von x und y zu finden (Gl. (A), (B) m No. 23), 
hat man zuerst alle Summen [aa], [ab], [an], [bb] und [bn] 
zu bilden. In diesem Falle, wo die Anzahl der Unbekannten 
so gering und einer der Coeffieienten constant und gleich eins 
ist, ist diese Berechnung sehr leicht; hat man aber mehr 
Unbekannte und sind deren Coefficienten z. B. a, b, c, d, so 
thut man gut, noch die algebraischen Summen aller Coeffi- 
cienten einer jeden Gleichung, die allgemein mit s bezeichnet 
werden sollen, zu berechnen nnd damit auch die Summen [as], 
[hs], [es], etc., zu bilden, da man dann für die Richtigkeit 
der Rechnung die folgenden Prüfungen hat: 

[ns] = [an] > Eb n] + [en] A7 [d2], 
[as] = [aa] + [ab] + [ac] + lad], 
etc. 

Bildet man die Summen, so findet man die Gleichungen 
für die Bestimmung der wahrscheinlichsten Werthe von x 
und y: 

-+ 20.000 x + 3014.80 y — 12.72 = 0, 
-+ 3014.80 x + 844586.1 y — 3700.65 = 0, 
und die Auflösung macht sich nach dem folgenden Schema, 
das sich leicht auf mehrere Unbekannte ausdehnen lälst: 


[aa] [a 5] ian] [nz] 
+ 20.000 -+ 3014:80 — 12.72 20.28 
? 
1.301030 — 3.479259 1404487, | 8.09 
[aa] 
[un] = — 12.72 GA ON 12.19 
b 
[able = 13.78 + 844586.1 — 3700.65 8.15 
1 
+ 4.08 + 454452.0 — 191741. [na4]— 4.04 
0.025306, fbb, |= + 390134.1 [hn] — — 1283.24 
1.301030 log [5n,] 3.251210 
log x = 8.724276 , log [0b] 5.591214 
z = — 0".053 logy — 7.659996 


y =+ 0.0045708 


Hätte man die Gröfsen [as], [bs], cte. gebildet, so er- 
hielte man auch zur Prüfung dieser Rechnung [bb] = [5s,]; 
bei 3 Unbekannten würde man haben [bb,]—+ [bce] = [bs] 


und [ec] = [es,]; und ähnlich für mehr Unbekannte. 
5 
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Um nun auch die wahrscheinlichen Fehler von x und y 
zu bestimmen, bedarf man ausser [bb,] noch der Grölse 


[aa,]= [aa] [a E "We. -+ 9.9884. Man erhält dann für 


den wahrscheinlichen Fehler der aus den Beobachtungen ge- 
fundenen Grölse v für einen Stern 


r= 0.67449 y lema == 0.3195, 
o 


und darum für die wahrscheinlichen Fehler von æ und y: 


” 3195 
O E 1 
V [aa] 
d 195 
A 0, 
V [bo] 


woraus man sieht, dafs die Bestimmung von xz aus obigen 
Gleichungen sehr ungenau ist, da der wahrscheinliche Fehler 
den gefundenen Werth von x übersteigt, dafs aber der wahr- 
scheinliche Fehler der gefundenen Verbesserung der Refrac- 
tionsconstante nur į derselben beträgt. 


Substituirt man die wahrschemlichsten Werthe von x 
und y in die obigen Gleichungen, so erhält man die dann 
bei den einzelnen Gleichungen noch übrig bleibenden Fehler, 
die zur Raumersparnils und besseren Vergleichung schon neben 
die obigen Gleichungen gesetzt sind. Bildet man die Summe 
der Quadrate dieser übrig bleibenden Fehler, so erhält man 
4.04 übereinstimmend mit [nn,], wodurch man noch eine 
Prüfung der Richtigkeit der Rechnung hat. 


Anm. Vergl. über die Methode der kleinsten Quadrate: Gauss, Theo- 
ria motus corporum coelestium pag. 205 et seq. Ganss, Theoria combina- 
tionis observationum erroribus minimis obnoxiae. Encke, in den Anhängen 
zu den Berliner Jahrbüchern für 1834, 1835 und 1836. 
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E. Die Entwickelung periodischer Functionen aus 
gegebenen numerischen Werthen 


26. Die periodischen Functionen werden in der Astro- 
nomie häufig angewandt, da viele Aufgaben darauf hinaus- 
kommen, Perioden aufzusuchen, in denen sich einzelne Er- 
scheinungen wiederholen und da letztere immer in gewissen 
Grenzen enthalten sind und nicht unendlich werden, so wer- 
den nur solche periodische Functionen in Betracht kommen, 
welche Sinus und Cosinus der veränderlichen Gröfsen ent- 
halten. Ist daher X eme solche periodische Function, so 
kann man dafür die folgende Form annehmen: 

X= aa Ha, cost + 0, cos 2x -F-a,c dc... 
+ b, sin xz -+ b, sin 2v -+ basin dc... 

Der gewöhnlich vorkommende Fall ist nun der, dafs für 
gewisse Werthe von cz die numerischen Werthe von X ge- 
geben sind, aus denen die Coefficienten zu bestunmen sind 
und die Lósung dieser Aufgabe wird dann besonders bequem, 
wenn die Peripherie in eine Anzahl von » gleiche Theile ge- 
theilt und die numerischen Werthe von X für die Werthe 


2 Zar . 
von s= Q, 2— 7, q—2— ete. bis v = (n — 1) 


7. gege 
2n ST 


ben sind, da man in dem Falle einige die Auflösung erleich- 
ternde Sütze anwenden kann, die zuerst gegeben werden 
sollen. 

Ist nämlich A ein aliquoter Theil der Peripherie, sodafs 
nA=2r ist, so ist die Summe der Reihe 

sin dA + sin 2.4 -- sin3 A-H... + sin (n 1) 4 
immer gleich Null und ebenso die Summe der Reihe 

cos A -H cos 2.4 + cos 3 A +... + eos (n — 1) A, 
die letztere ausgenommen für den Fall, wo A gleich 2;r oder 
gleich einem Vielfachen von 2z ist, m welchem Falle die 
Summe der Reihe gleich n wird. 

Der letzte Fall ist an und für sich klar, da dann die 
Reihe aus n Gliedergbesteht, deren jedes eins ist. Es sind 
also nur noch die beiden andern Sätze zu beweisen. Setzt 
man nun: 

cosr SS + isin or Ems 
n n 


5* 
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EI 
IKEA 
D — n H 
wo i= Vi und T=e ", so wird: 
r=u—i r:—2—1 r—a | 
1 Dn en, PS Ta 
I, cos VE A7 Sein e = E TE Ce E 
1=0 DE = 
Da nun T” = eos®r +isin?2r — 1 ist, so wird: 
r =n x=u- | 
Za \ 2 
cos r i sine === l) 
— n SS -— n H 
net r= 
woraus folgt, dals: 
r=n-f 
27 
sur — = 0 (1) 


rz 
ist und zwar ohne Ausnahme, weil rechts nichts Tmagmäres 
vorkommt. Ferner wird auch: 


vn cl 
Neos r gi =) (2) 


n 
=i) 
A 


5 o F A y a 
im Allgemeinen. Nur wenn 2 =Q ist, wird 2-7 von der 


0 2 3 o 
Form S und hat den Werth n, wie man durch Differentia- 


ton sieht. 

Aus den beiden Gleichungen (1) und (2) folgen leicht 
andere, von denen m der Folge ebenfalls Gebrauch gemacht 
wird. Es ist nämlich: 


»—nu l DEER) 


= 9 
MPEG EE? ME EE? 
Jiu [LO =} Ww wën än t —[, (3) 
n n — n 
ve 
zul 
27t 2 


H ^" 
r 27 ; ; 
- ) Sat um E > cos 2» d =;n im Allgemeinen (4) 


=n im Ausnalimefall, 


sn) r=n —1 
7, 27 E 1 1 Mod Za 1 á = 
= (sin? = ,cos2r — in im Allgemeinen : 
sinn ) in Pec deve 5 gemeiner (5) 
GE 5-0 
= im Ansnahmefäall, 
27. Man setze nun: d 


X= a, Conbr-th,Stnmz, 
wo für p also nach einander alle Werthe von O ab zu setzen 
sind. Ist dann q eine bestimmte Zahl, so hat man: 
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X cos qa = t up cos (p +) w -H i ap cos (p — y) x 
+- 3 b, sin (p Da $0, sin (p — q) c. 
Setzt man nun in dieser Gleichung für æ nach und nach 


die Werthe von 20, s= A, v=? A, cte. bis zu a—=(n— 1) 4, 
Ze 1 a : 

wo A="", so wird, wenn man die einzelnen Gleichungen 
n 


addirt, nach den Sätzen (1) und (2) auf der rechten Seite 
alles Null werden bis auf die Summe der Cosinus- Glieder, 
in denen (p+gy)A=2hn oder (p—q) Ars 24 ist, die 


: Zo E . me JS 
den Factor » bekommt. Da A="- ist, so ist für die übrig 
n E 


bleibenden Glieder p 4-q— 2 oder p— q— Rn, also p ——q-- kn 
oder —-4-q-4-4n. Bezeichnet man also den dem Werthe rA 
von x entsprechenden Werth von X mit X,,, so wird: 
on I 
` " H n 
TS vue qÀA-— E -U gt kn Ar 73 God kn 
DIS 
n 
= le, e, P tu qm taty aa um 3a HR see]. 
Da aber ber X keine Coefficienten mit negativen Index 
vorkommen, so muls man @—q= 0 setzen und erhält: 
van 1 
T 
> Xacosg A= * Breet, gr togae Sete ran o 
Dai) 
Wier kommen nun zwei besondere Fülle vor. Ist nämlich 
eto., mithin: 


(uem S 0 O- a, le 


rad 
>: Xia =n [to F ain ck eat... (7) 
r=0 
Ist ferner æ eine gerade Zahl und q=}n, so fällt a, 
weg und æ, vereinigt sich mit 09. „, Cte., sodals auch für die- 
sen Fall: 


von! 
>) XacosinAm n[agu-t- asa +a’ (8) 
r=0 

Da X sin qe = $ up sin (p + Dr — $a, sin (p — q) & 


+ $5, cos (p — q) x — à b cos (p+ 9) v, 
so findet man gauz auf dieselbe Weise: 
ri gl 
prius sing A = 5 [54 — b, ut buty banat bang... (9) 
1 ee 
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Nimmt man nun, je nach der Convergenz der Reihe, 
n grols genug an, sodaís man auf der rechten Seite der Glei- 
chungen (6) bis (9) alle Glieder bis auf das erste vernach- 
lässigen kann, so kann man aus diesen Gleichungen die Co- 
sinus-Coefficienten von q—0 bis gz ka und die Sinus -Cocf- 
ficienten bis 9=}r—1 bestimmen, indem ein grölseres d nur 
Wiederholungen der früheren Gleichungen giebt. Man sicht 
aber auch, dafs je gröfser man » nimmt, desto genauer die 
Werthe der ersten Coeffieienten erhalten werden, dafs aber 
die letzten nothwendig immer ungenau bleiben. So ist z. D. 
für n = 12 und q—4: 

IX cosáz = 6 («4 F ag H- ...), 

also wird der Werth von a, schon um a, fehlerhaft; hätte 
man dagegen n—24 genommen, so wäre derselbe Coefficient 
erst um d, fehlerhaft geworden. 


Aus dem Obigen erhält man also die folgenden Glei- 
chungen: 


r—na—1 
PA reque 
sme ais, 0000300 2 
r=0 
rca 
EU MM 
Les © Xasin rpA, 
n -—— 
1=0 


mit der Ausnahme, dals für p= 0 und p= i» der Factor 
l statt : wird. 


Es ist nun immer vortheilhaft, für z eine durch 4 theil- 
bare Zahl zu nehmen, weil dann jeder Quadrant i eine ge- 
wisse Anzahl Theile getheilt ist und sich die Werthe der 
Sinus und Cosinus nur mit wechseludem Zeichen wiederho- 
len. Da dann die Cosinus der Winkel, die einander zu 360" 
ergänzen, dieselben.sind, so kann man die Summe der Grö- 
(sen bilden, deren Index einander zu 360" ergänzen, und diese 
mit dem Cosinus multipliciren; bei den Sinusgliedern hat man 
dagegen die Grölsen, deren Index einander zu 360° ergän- 
zen, von einander abzuziehen. Bezeichnet man die Summe 
zweier solcher Gröfsen, z. D. X,--X,.g4 mit Xa, dagegen 

* 


die Differenz X, — X, na mit X,, so wird: 


rzchu 
2 \ 
tp = — I Xa cossy 1 
rz 
r—(£n—1) 
D 3 
=> N X,asinrpd. 
^n n 4 8n rp 
r=l 


Bezeichnet man hier wieder die Summe oder Differenz 
zweier Cosinus-Glieder, deren Index einander zu 180° ergän- 
zen, mit X,, und X 4; und die Summe oder Differenz zweier 


E 


Sinus - Glieder, dio Index einander zu 180° ergänzen, mit 


X, und X,, so erhält man: 
di T 


2. wen 
(p = — AN AX,acos rp A, wenn p gerade ist, 


mit den vorher erwähnten zwei Ausnahmefällen, 


be 
= 


| 
z jæ 
u- 


` 
Il 


* 
il 

"- 2 
E 
| 

- 


Xa sin rp A, wenn p gerade ist, 


EE 
iM 


~x 
Il 
a ri 
a 
l 


I 
>|» 
IM 


H 
| 
AË 


Wäre z.B. n= 12, so würde man hieraus erhalten: 


ot iR + X; HEX + Xs] 
++ ++ 


wues A E +X, u 005304 Xs, cos so], 


a,— 11 X, + an cos 60 — X, cos 60 Eech 


++ 
etc. 
(ie Ge LX» sin 30 + X, sin 60 + Xs, Ih 
+ — 
Dy E X5, sin 60 + Een sin sol, 
etc. 


28. Will man eine periodische Function bis zu 


»4 COS ER wenn p ungerade ist, 


X,4 sin rp A, wenn p ungerade ist. 


(10) 


(11) 


(12) 


(13) 


einem 


bestimmten Gliede entwickeln, so müssen so viele numerische 
Werthe gegeben sein, als man Coefficienten bestimmen will. 
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Sind die gegebenen Werthe vollkommen richtig, so wird inan 
daun auch die Coefficienten so genau erhalten, als es die 
Theorie zulälst, nur um so weniger genau, je grölser der In- 
dex des Coefficienten bei einer gegebenen Anzahl von Wer- 
then ist. Sind aber diese Werthe der Function von Boob- 
achtungen genomunen, so wird man, um die Beobachtungs- 
fehler zu eliminiren, so viele Beobachtungen als möglich an- 
wenden, oder die Peripherie in viel mehr Theile theilen, als 
zur Bestimmung der Coefficienten nothwendig ist. Die Glei- 
chungen sollten in diesem Falle nach der Methode der klein- 
sten Quadrate behandelt werden; man überzeugt sich aber 
leicht, dals diese Methode genau auf dieselben Gleichungen 
zur Bestimmung der Coefficienten führt, als die in No. 27 
gegebenen, dals also die dort gefundenen Werthe in der That 
die wahrscheinlichsten sind. 

Sind nämlich die n Werthe X,, Xa, X,, bis X, ua aus 
den Beobachtungen gegeben, so würde man aus ihnen die 
folgenden Gleichungen erhalten, wenn man voraussetzt, dafs 
die Function nur die Sinus und Cosinus der einfachen Win- 
kel enthält: 


(lj — x65 Zr 
0 = — Xa +a, +0, eos A. -+b sind, 


Q = — Xut a, ta, cos 2A- b, sin 24, 


= — XQ ajad- a, te, cos (n— 1).4 -I- 0, sin(n—1) 4, 
und nach den Regeln der Methode der kleinsten Quadrate 
erhielte man hieraus als die Gleichungen des Minimums die 
folgenden, wenn man mit [cos A] die Summe aller Cosinus 
von A, von A=0 bis A— » — 1, etc. bezeichnet: 


na + [cos Al o + [sin A] ^, — [ale 
[cos A] a, + [cos 4°] a, — --[sind.eos.4]5,— [X 4cosA] — 0, (14) 
[sin A] a, -+ [eos A sin A] a, + [sin .4?] b, — [Xasin A] — 0. 


Nunmt man aber auf die Gleichungen (8), (4), (5) in 
No. 26 Rücksicht, so sicht man, dafs dieselben in die fol- 
genden übergehen : 


EET 
Ge t [X4 I 
n 
2 
a, = — [XacosA4], 
D 


2 
b, = [X sin A], 
n 
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Gleichungen, die mit den m No. 27 gefundenen übereinstim- 
men. Man sieht auch, dafs, was hier für die drei ersten 
Coefficienten gezeigt ist, für eine beliebige Anzahl gilt. 

Man kann nun auch den wahrscheinlichen Fehler einer 
Beobachtung und der Coefficienten finden. Ist nämlich [vr] 
die Summe der Quadrate der Fehler, die nach der Substi- 
tution der wahrscheiulichsten Werthe in die Bedingungsglei- 
chungen übrig bleiben, so wird der wabrscheinliche Fehler 
einer Beobachtung: 


29,0449 VU"), 
nes 


der von a, = 


T uj me 
ee apost a ds 
vV2 
- lbs Wë y n 
Ein Beispiel hierzu findet man in No. 6 des siebenten 
Abschnitts. 


b, 


Anm. Vergl. Encke’s Jahrbuch für 1857 pag. 334 und folgende. 

Leverrier giebt in Annales de l'Observatoire Imperial Tome I. eine andre 
Methode zur Bestimmung der Coefficienten, die auch von Encke im Jahrbuch 
für 1860 in veränderter Form gegeben ist, 


Sphärische Astronomie. 


Erster Abschnitt. 


Die scheinbare Himmelskugel und deren tägliche 
Bewegung. 


In der sphärischen Astronomie betrachtet man die Oerter 
der Gestirne an der scheinbaren Ilimmelskugel, indem man 
dieselben mittelst sphärischer Coordinaten auf gewisse au der 
Himmelskugel erdachte grölste Kreise bezieht. Die sphärische 
Astronomie giebt dann die Mittel an die Hand, sowohl den 
Ort der Himmelskórper in Bezug auf diese gröfsten Kreise, 
als auch die Lage dieser letzteren gegen einander zu bestim- 
men. Man muls daher zuerst diese grölsten Kreise, deren 
Ebenen die Grundebenen der verschiedenen Coordinaten- 
systeme sind, kennen lernen und zugleich die Mittel, die man 
anzuwenden hat, um den Ort eines Himmelskörpers, der für 
eine dieser Grundebenen gegeben ist, auf ein anderes Coor- 
dinatensystem zu reduciren. 

Einige dieser Coordinaten sind unabhängig von der täg- 
lichen Bewegung der Himmelskugel, andere sind dagegen 
auf Ebenen bezogen, welche an der täglichen Bewegung nieht 
Theil nehmen. Die Gestirne werden daher, wenn sie auf 
letztere Ebenen bezogen werden, ihren Ort beständig ändern 
und es wird von Wichtigkeit sein, diese Veränderungen und 
die dadurch hervorgebrachten Erscheinungen kennen zu ler- 
nen. Da die Gestime aufser dieser allen gemeinschaftlichen 
Bewegung noch andere, wenn auch viel langsamere zeigen, 
vermöge welcher dieselben ihren Ort auch in Bezug auf die 
von der täglichen Bewegung wnahlängigen Coordinatensy- 
steme verändern, so wird es nie genügen, den Ort eines Him- 
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melskörpers allein zu bestimmen, sondern man bedarf noch 
immer der Angabe der Zeit, für welche dieser Ort gilt. Es 
ist daher uothwendig, kennen zu lernen, auf welche Weise 
man sich der täglichen Bewegung der Himmelskugel theils 
allein, theils in Verbindung mit der Bewegung der Sonne an 
derselben als Maaís der Zeit bedient. 


I. Die verschiedenen Systeme von Ebenen und Kreisen 
an der scheinbaren Himmelskugel. 


1. Die Sterne erscheinen uns an einer hohlen Kugel- 
fläche, der scheinbaren Himmelskugel, die wegen der Bewe- 
gung der Erde um ihre Axe sich in der entgegengesetzten 
lüchtung, d. h. von Osten nach Westen um uns zu bewegen 
scheint. Denkt man sich an einem Orte auf der Oberfläche 
der Erde eine gerade Linie parallel mit der Axe der Erde, 
so wird dieselbe vermöge der Axendrehung der Erde die 
Oberfläche eines Cylinders beschreiben, deren Basis der Pa- 
rallelkreis des Ortes ist; da aber die Entfernung der Sterne 
im Verhältnils zum Durchmesser der Erde unendlich grols 
ist, so wird die sich immer parallel bleibende Linie die schein- 
bare Himmelskugel in denselben Punkten schneiden wie die 
Axe der Erde. Diese Punkte, welche an der Himmelskugel 
gegen die Erde unbeweglieh erscheinen, heifsen die Pole der 
Himmelskugel oder Weltpole, und zwar der dem Nord- 
pole der Erde entsprechende, also auf der nórdlichen Halb- 
kugel der Erde sichtbare, der nördliche Weltpol, der gegen- 
überstehende der südliche Weltpol. Denkt man sich nun 
eine Linie parallel mit dem Erdäquator, also senkrecht auf 
der ersteren, so wird diese vermóge der tüglichen Bewegung 
eine Ebene beschreiben, deren Durchsehnitt wegen der un- 
endlichen Entfernung der Hünmelskugel mit dem grófsten 
Kreis zusammenfällt, dessen Pole die Weltpole sind und der 
der Aequator heifst. Eine gerade Linie, die eimen von 
90 Grad verschiedenen. Winkel mit der Erdaxe macht, wird 
durch die Umdrehung die Oberfläche eines Doppelkegels be- 
schreiben, der die Himmelskugel in zwei kleinen, dem Aequator 
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parallelen Kreisen schneidet, deren Abstaud von den Polen 
gleich dem Winkel ist, welchen diese Linie mit der Axe 
macht. Solche kleine Kreise werden Parallelkreise ge- 
nannt. 

Die Ebene, welche die Oberfläche der Erde an einem 
Orte berührt, schneidet die Himmelskugel in einem grölsten 
Kreise, welcher die sichtbare Halbkugel von der unsichtbaren 
scheidet, und der Horizont genannt wird. Die Neigung 
der Weltaxe gegen diese Ebene ist gleich der geographischen 
Breite des Ortes. Die Tangente an dem Meridian des Ortes 
wird wegen der Umdrehung wieder einen Doppelkegel be- 
schreiben, der die Himmelskugel in zwei Parallelkreisen schnei- 
det, deren Abstand von dem nächsten Pole gleich der Breite 
des Ortes ist und da die Ebene des Horizonts so herumge- 
führt wird, dafs sie den Doppelkegel immer berührt, so wer- 
den die beiden Parallelkreise zwei Zonen einschlielsen, von 
denen die zunächst dem sichtbaren Pole gelegene immer 
über dem Horizonte des Orts bleibt, während die andere 
immer unter demselben verweilt. Alle übrigen Sterne werden 
aber auf- und untergehen und sich in Parallelkreisen in einer 
im Allgemeinen schiefen Richtung gegen den Horizont von 
Ost nach West herumbewegen. Eine auf der Ebene des Ho- 
rizonts senkrechte Linie ist nach dem höchsten Punkte der 
sichtbaren Hemisphäre gerichtet, der das Zenith genannt 
wird, während der gegenüberstehende unter dem Horizonte 
befindliche Punkt das Nadir genannt wird. Wegen der 
täglichen Bewegung wird diese Linie die Himmelskugel m 
einem kleinen Kreise schneiden, dessen Abstand vom Pole 
gleich dem Complement der Breite des Ortes ist; alle Sterne 
daher, welche diesen Abstand vom Weltpole haben, werden 
durch das Zenith des Ortes gehen. Da die auf dem Hori- 
zoute senkrechte Linie sowohl als eine der Weltaxe parallele 
in der Ebene des Meridians des Ortes liegen, so schneidet 
diese Ebene die Himmelskugel in einem grölsten Kreise, der 
durch die Weltpole, sowie durch Zenith und Nadir geht und 
ebenfalls der Meridian genannt wird, und wegen der täg- 
lichen Bewegung kommen alle Sterne während einer Umdre- 
hung zweimal in die Ebene desselben. Der Theil des Me- 
ridians vom sichtbaren Pole durch das Zenith bis zum un- 
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sichtbaren Pole entspricht dem Meridiane des Ortes auf der 
Erdkugel, während der andere Theil dem Meridiane eines 
Ortes entspricht, dessen Länge um 180 Grad oder 12 Stun- 
den verschieden ist. Kommt ein Stern m den ersteren Theil 
des Meridians, so sagt man, er ist m oberer Culmina- 
tion, dagegen m unterer Culmination, wenn derselbe 
den letzteren Theil des Meridians erreicht. Nur diejenigen 
Sterne sind daher in der oberen Culmination sichtbar, deren 
Abstand vom unsichtbaren Pole grölser als die Breite ist, 
während in der unteren Culmination nur solche gesehen wer- 
den können, deren Abstand vom sichtbaren Pole klemer als 
die Breite des Ortes ist. Der Bogen des Meridians zwischen 
dem Pole und dem lIorizont ist die Polhóhe und nach dem 
Vorigen gleich der Breite des Ortes, der Bogen des Meridians 
zwischen dem Aequator und dem Horizont die Aequator- 
höhe. Beide ergänzen einander zu 90 Grad. 

2. Um nun den Ort eines Sterns an der scheinbaren 
Himmelskugel in Bezug auf den Horizont anzugeben, bedient 
man sich zweier sphärischen Coordinaten. Man denkt sich 
durch das Zenith und das Gestirn, dessen Ort man angeben 
will, emen grölsten Kreis gelegt, der also auf dem Horizonte 
senkrecht steht. Bestimmt man nun den Durchschnittspunkt 
dieses Kreises mit dem Horizonte, zählt dann von hier aus 
in dem grölsten Kreise aufwärts die Anzahl von Graden zwi- 
schen dem Horizonte und dem Gestirne und ebenso im Ho- 
rizonte die Anzahl der Grade bis zum Meridian, so ist der 
Ort des Gestirnes bestimmt. Den durch das Zenith und das 
Gestirn gehenden grófston Kreis nennt man den Vertical- 
kreis des Sterus; der Bogen dieses Kreises zwischen dem 
Horizonte und dem Sterne heilst die Höhe, der Bogen des 
Horizonts zwischen dem Verticalkreise und dem Meridian das 
Azimut des Sterns. Letzteres zählt man vom Südpunkte 
des Meridians durch Westen, Norden ete. von O bis 360". 
Statt der Höhe braucht man auch häufig die Zenith- 
distanz, d. h. den Bogen des Vertiealkreises zwischen dem 
Sterne und dem Zenith, die also das Complement der Hóhe 
ist. Kleine Kreise, welche dem Horizonte parallel sind, nennt 
man noch Horizontalkreise oder Almucantarats. 

Statt durch diese sphärischen Coordinaten kann man den 


78 


Ort eines Sternes auch durch rechtwinklige Coordinaten an- 
geben, bezogen auf ein Axensystem, von denen die Axe der z 
senkrecht auf der Ebene des Horizontes steht, während die 
Axen der v und y in der Ebene desselben liegen und zwar 
so, dafs die Axe der x nach dem Anfangspunkte der Azimute, 
die positive Axe der y nach dem Azimute 90° oder dem 
Westpunkte gerichtet ist. Bezeichnet man dann das Azimut 
durch A, die Höhe durch A, so hat man: 


x = cos A cos A, y = cos h sin A, z= sin. 


Anm. Um diese sphärischen Coordinaten beobachten zu können, hat 
man ein diesem Coordinatensystem vollständig entsprechendes Instrument, den 
llöhen- und Azimutalkreis. Dieser besteht im Wesentlichen aus einem ho- 
rizontalen, getheilten Kreise, welcher auf drei Fulsschrauben steht und mittelst 
einer Wasserwage horizontal gestellt werden kann. Dieser Kreis stellt die 
Ebene des Horizonts vor. lm Mittelpunkte desselben steht eine lothrechte, 
also nach dem Zenith gerichtete Säule, die einen zweiten Kreis, parallel mit 
der Säule, also senkrecht auf dem Horizonte stehend, trägt. Um den Mittel- 
punkt dieses zweiten Kreises bowegt sich cin Fernrohr, welches mit einem 
Index verbunden ist, vermittelst dessen man anf dem Kreise die Richtung des 
Fernrohrs angeben kann. Die vertieale Säule, welche sammt dem Kreise 
und Fernrohr beweglich isi, trägt einen anderen Index, welcher auf dem Hori- 
zontalkreis die Stellung der Säule angiebt. Weils man nun, welche Punkte 
auf den Kreisen dem Meridian und dem Zenithpunkte entsprechen, so kann 
man durch ein solches Instrument, wenn man das Fernrohr auf einen Stern 
richtet, das Azimut und die Zenithdistanz oder Höhe desselben finden. 

Aulserdem hat man noch andre Instrumente, mit denen man nur Höhen 
beobachten kann. Sie heifsen Höheninstrumente, während Instrumente, mit 
denen man nur Azimute beobachtet, Theodolithen beisen. 


3. Das Azimut und die Höhe eines Sterns ändern sich 
wegen der Umdrehung der Erde beständig und sind auch in 
demselben Augenblicke an verschiedenen Orten auf der Erde 
verschieden. Da es nun für gewisse Zwecke erforderlich ist, 
die Oerter der Sterne durch Coordinaten zu geben, die für 
alle Orte dieselben sind und nicht von der täglichen Bewe- 
gung abhängen, so muls man die Sterne auch auf gröfste 
Kreise beziehen, die an der Himmelskugel fest sind. Legt 
man durch den Pol und den Stern einen gröfsten Kreis, so 
heifst der Bogen desselben, der zwischen dem Aequator und 
dem Sterne enthalten ist, die Abweichung oder Declina- 
tion des Sterns, dagegen der Bogen zwischen dem Sterne 
und dem Pole die Polardistanz desselben. Der grölste 
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Kreis selbst wird daher auch der Declinations- oder Ab- 
weichungskreis des Sterns genannt. Die Declination wird 
positiv genommen, wenn der Stern in dem Theile des Deeli- 
nationskreises ist, der zwischen dem Aequator und dem Nord- 
pole enthalten ist, negativ dagegen, wenn der Stern sich in 
dem Theile zwischen dem Aequator und dem Südpole be- 
findet. Declination und Polardistanz ergänzen einander zu 
90 Grad und entsprechen der Höhe und Zenithdistanz im er- 
sten Coordinatensysteme. 

Der Bogen des Aequators zwischen dem Declinations- 
kreise des Sterns und dem Meridian, oder der dadurch ge- 
messene Winkel am Pole, heilst der Stundenwinkel des 
Sterns und kann als zweite Coordinate benutzt werden. Man 
zählt denselben vom Meridiane im Sinne der täglichen Be- 
wegung der Himmelskugel, d. h. von Ost nach West von 
0° bis 360° herum. 

Die Deelinationskreise, die auch Stundenkreise genannt 
werden, entsprechen den Meridianen auf der Erdkugel, und 
man sieht sogleich, dafs, wenn ein Stern im Meridiane ist, 
derselbe für einen Ort, dessen östliche Länge k ist, in dem- 
selben Augenblicke den Stundenwinkel % hat, und allge- 
mein, wenn em Stern an einem Orte den Stundenwinkel £ 
hat, derselbe an einem andern Orte, dessen Länge k ist (öst- 
lich positiv, westlich negativ genommen) in demselben Au- 
genblicke den Stundenwinkel t-+ k hat. 

Statt durch die beiden sphärischen Coordinaten, Dech- 
nation und Stundenwinkel, kann man den Ort der Gestirne 
auch wieder durch rechtwinklige Coordinaten angeben, in- 
dem man denselben auf drei Coordinatenaxen bezieht, von 
denen die positive Axe der s auf dem Aequator senkrecht 
und nach dem Nordpole gerichtet ist, während die Axen 
der z und y in der Ebene des Aequators liegen, und zwar 
so, dafs die positive Axe der œ nach dem Nullpunkte, die 
positive Axe der y dagegen nach dem neunzigsten Grade der 
Stundenwinkel gerichtet ist. Bezeichnet man dann die De- 
clination mit ô, den Stundenwinkel mit f, so hat man: 

z'— cos Ô cos ?, y = cos Ô sint, z = sin à. 

Anm. Diesem zweiten Coordinatensysteme der Declinationen und Stun- 

denwinkel entsprechend, hat man eine zweite Gattung von Instrumenten, die 
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man parallactische Instrumente oder Aequatoreale nennt. Bei diesen steht 
der Kreis, weleher bei der ersten Gattung von Instrumenten dem Horizonte 
parallel ist, dem Acquator parallel, sodafs die darauf senkrechte Säule sich 
in der Richtung der Weltaxe befindet. Dann ist der Kreis, welcher dieser 
Säule parallel ist, ein Declinationskreis. Kennt man aber die Punkte der 
Kreise, welche dem Meridian, als Anfangspunkte der Stundenwinkel und dem 
Pole entsprechen, so kann man dureh ein solches Instrument die Stunden- 
winkel und Polardistanzen oder Declinationen der Gestirne finden. 

4. In dem letzteren Coordinatensystem ist die eine Coor- 
dinate, die Declination, unveränderlich, während der Stunden- 
winkel der Zeit proportional wächst und in demselben Au- 
genblicke an verschiedenen Orten auf der Erde um den Län- 
genunterschied der Orte verschieden ist. Um nun auch die 
zweite Coordinate unveründerlich zu haben, wählt man anstatt 
des veränderlichen Punktes, in welchem der Meridian den 
Aequator durchschneidet, einen festen Punkt des Aequators 
als Anfangspunkt, und zwar einen der Punkte, in welchem 
der Acquator von dem grölsten Kreise, den der Mittelpunkt 
der Sonne, vom Mittelpunkte der Erde gesehen, im Laufe 
eines Jahres unter den Sternen von Westen nach Osten be- 
schreibt, geschnitten wird. Diesen grölsten Kreis nennt man 
die Ecliptie oder Sonnenbahn, und die Neigung derselben 
gegen den Aequator, die ungefähr 23} Grade beträgt, die 
Schiefe der Ecliptic. Die Durchscehnittspunkte der 
Ecliptic mit dem Aequator heilsen der Frühlings- und der 
Herbst-Tag- und Nachtgleichenpunkt, weil auf der 
ganzen Erde Tag und Nacht gleich sind, wenn die Sonne 
am 21sten März und 23sten September jeden Jahres in die- 
sen Punkten steht*). Die Punkte der Ecliptie, welche 90° 
von den Tag- und Nachtgleichenpuukten abstehen, heiísen 
die Sonnenwendepunkte. 

Die neu eingeführte Coordinate, die im Aequator vom 
Frühlings-Tag- und Nachtgleichenpunkte an gezählt wird, 
heifst die gerade Aufsteigung oder die Rectascension 
des Gestirns. Man zählt dieselbe von 0° bis 360° von We- 
sten nach Osten herum, also entgegengesetzt der tüglichen 


*) Da nämlich die Sonne dann im Aequator steht, Aequator und Hori- 
zont aber als grófste Kreise einander halbiren, so verweilt die Sonne an die- 
sen Tagen ebenso lange über als unter dem Horizont. 
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Bewegung. Statt der sphärischen Coordinaten der Rectascen- 
sion und Declination kann man wieder, ebenso wie früher, 
rechtwinklige Coordinaten einführen, indem man den Ort der 
Sterne auf drei auf emander senkrechte Axen bezieht, von 
denen die positive Axe der s senkrecht auf dem Aequator 
und naeh dem Nordpole gerichtet ist, während die Axen der 
æ und y in der Ebene des Aequators liegen, und zwar so, 
dafs die positive Axe der x nach dem Anfangspunkte, die 
positive Axe der y nach dem 90sten Grade der Rectascen- 
sionen gerichtet ist. Dezeichnet man dann die Rectascension 
nit «, so hat man: 
x" = cos Ô cosa, y'== cos ô sina, ec sin ð. 

Die Coordinaten e und ô sind also für jeden Stern con- 
stant; um aber daraus den Ort eines Gestirns an der schein- 
baren Ilimmelskugel für einen bestimmten Augenblick zu er- 
halten, muís man noch die Lage des Frühlingspunktes gegen 
den Meridian für diesen Augenblick kennen, also den Stun- 
denwinkel des Frühlingspunktes, welcher die Sternzeit ge- 
naunt wird. Von dieser gehen 24 Stnuden auf die Zeit einer 
vollen Umdrehung der Himmelskugel oder den Sterntag. Es 
ist 0^ Sternzeit an einem Orte, wenn der Frühlingspunkt im 
Meridian ist, 1^ wenn der Stundenwinkel des Frühlingspunk- 
tes 15° oder 1^ ist. Dies ist der Grund, weshalb der Aequa- 
tor aufser in 360° auch noch in 24 Stunden getheilt wird. 

Bezeichnet man die Sternzeit mit O, so ist Immer: 

O ed, 
also t=0—a. 

Ist also z. D. die Rectascension eines Sterns 190? 20, die 
Sternzeit €) — 4^, so ist t — 229° 40' oder 130° 20’ östlich. 

Aus der Gleichung für € folgt, dafs, wenn t = O ist, 
€ — « wird. Jedes Gestirn kommt also in den Meridian 
oder culninirt zu einer Sternzeit, welche gleich seiner Rectas- 
cension in Zeit ausgedrückt ist. Kennt man daher die gerade 
Aufsteigung eines Sterns, welcher in einem bestimmten Au- 
genblicke im Meridian ist, so hat man dadurch auch die 
Sternzeit dieses Augenblicks *). 


*) Die Verwandlung von Bogen in Zeit und umgekehrt mufs man sehr 
häufig machen. Hat man Bogen in Zeit zu verwandeln, so mufs man mit 15 
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Es folgt auch aus dem Vorigen, dafs, wenn die Stern- 
zeit an einem Orte © ist, in demselben Augenblicke die 
Sternzeit an einem andern Orte, dessen Längenunterschied E 
ist, € -- k sein mufs, wo k positiv oder negativ genommen 
werden mufs, je nachdem der zweite Ort óstlich oder west- 
lich vom ersten ist. 


Anm. Die Coordinaten des dritten Systems kann man durch Instru- 
mente der zweiten Gattung finden, wenn man die Sternzeit kennt, In cinem 
bestimmten Falle lassen sich die Coordinaten auch durch Instrumente der er- 
sten Gattung finden, nämlich beim Durchgange der Sterne dureh den Meridian» 
da man die Rectascensionen durch die Beobachtung der Durchgangszeiten, 
die Declinationen durch die Beobachtung der Höhen der Sterne im Meridian 
erhält, wenn die Aequator- oder Polhühe des Beobachtungsortes bekannt ist. 
Zn diesen Beobachtungen dient der Meridiankreis. Soll das Instrument nicht 
zum Hóhenmessen, sondern blos zur Beobachtung der Durchgangszeiten der 
Sterne durch den Meridian dienen, ist dasselbe also ein reines Azimutal- 
instrument, welches in der Ebene des Meridians aufgestellt ist, so heifst es 
Passageninstrument. Beobachtet man an einem solchen Instrumente nach ci- 
ner guten, nach Sternzeit regulirten, Uhr die Durchgangszeiten der Sterne 
durch den Meridian, so findet man ihre Rectascensionsunterschiede. Dafs der 
Anfangspunkt der Reetaseensionen nicht unmittelbar zu beobachten ist, macht 
es etwas schwieriger, die absoluten Rectascensionen zu finden. 


9.  Auíser den vorigen bedient man sich noch eines 
vierten Coordinatensystems, dessen Grundebene die Ecliptic 
ist. Grölste Kreise, welche durch die Pole der Ecliptie ge- 
ben, also senkrecht auf derselben stehen, heilsen Breiten- 
kreise, und der Bogen eines solchen Breitenkreises, welcher 
zwischen der Ecliptic und dem Gestirne enthalten ist, heifst 
die Breite des Gestirns. Dieselbe ist positiv, wenn das 
Gestirn in der nórdlichen der beiden von der Ecliptie gebil- 


dividiren und die bei den Graden und Minuten bleibenden Reste mit 4 mul- 
tiplieiren, um dieselben in Zeitminuten und Zeitseeunden zu verwandeln. 

So wird: 239? 18’ 46”. 75 

= 15h, 4x 14 -1- 1 Minuten, 4X 3 -+3 Sceunden und 05. 117 
= 15h 57m 155. 117. 

Hat man umgekehrt Zeit in Bogen zu verwandeln, so mufs man die Stun- 
den mit 15 multiplieiren, die Minuten und Secunden aber mit 4 dividiren, um 
dieselben in Grade und Bogenmiunten zu verwandeln, die übrig bleibenden 
Reste aber wieder mit 15 multipliciren. 

So wird: 18h 57m 155.117 

= 225 + 14 Graden, 15 -+ 3 Minuten und 46.75 Sceunden 
— 239% 18 407 25. 
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deten Halbkugeln liegt, negativ, wenn das Gestirn auf der 
südlichen Halbkugel hegt. Die andre Coordinate, die Länge, 
wird in der Ecliptie gezählt und ist der Bogen zwischen dem 
Breitenkreise des Gestirns und dem Frühlingspunkte. Sie 
wird von 0° bis 360° herum in demselben Sinne wie die 
RRectascension gezählt, also der täglichen Bewegung der Iim- 
melskugel entgegengesetzt *). Der’Breitenkreis, dessen Länge 
Null ist, heifst der Colur der Nachtgleichen, derjenige 
dagegen, dessen Länge 90" ist, der Colur der Sonnen- 
wenden. Der Bogen dieses Colurs, welcher zwischen dem 
Aequator und der Ecliptic enthalten ist, ebenso der Bogen 
zwischen dem Pole des Aequators und dem der Ecliptic ist 
gleich der Schiefe der Ecliptic. 

Die Länge wird im Folgenden immer durch 2, die Breite 
durch 5, die Schiefe der Eeliptie durch e bezeichnet. 

Drückt man die sphärischen Coordinaten # und 4 durch 
rechtwinklige aus, bezogen auf drei auf einander senkrechte 
Axen, voun denen die positive Axe der z auf der Ecliptic 
senkrecht und nach dem Nordpole derselben gerichtet ist, 
während die Axen der z und y in der Ebene der Ecliptic 
liegen, und zwar so, dafs die positive Axe der æ nach dem 
Nullpunkte, die positive Axe der y nach dem neunzigsteu 
Grade der Lünge gerichtet ist, so hat man: 

x” = cos gë cosA, y” = cos 8 sin A, z" == sin f. 

Die Coordinaten der Länge und Breite werden nie durch 
directe Beobachtungen, sondern immer nur durch Rechnung 
aus den Coordinaten der andern Systeme gefunden. 

Anm. Da die Bewegung der Sonne nur scheinbar ist, vielmehr die 
Erde sich jährlich um die Sonne herum bewegt, so ist es gut, sich die Bc- 
deutung der oben gegebenen Kreise auch für diesen Fall klar zu machen. 
Der Mittelpunkt der Erde bewegt sich in einer Ebene um die Sonne, die 
durch den Mittelpunkt der Sonne geht und die scheinbare Himmelskugel in 
einem gröfsten Kreise, der Ecliptic, schneidet. Die Länge der Erde von der 
Sonne gesehen ist daher immer 180° von der Länge der Sonne, von der 
Erde gesehen, verschieden. Die Axe der Erde macht einen Winkel von 663 ° 
mit dieser Ebene und bleibt während der Bewegung der Erde um die Sonne 
sich immer parallel, sie beschreibt dalıcr im Laufe cines Jahres die Fläche 
eines schiefen Cylinders, dessen Basis die Erdbahn ist. Wegen der unend- 


*) Die Längen der Gestirne werden oft auch in Zeichen angegeben, deren 
jedes 30 Grade enthält, So ist 6 Zeichen 15 Grade = 195° Länge. 
6 KI 
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lichen Entfernung der seheinbaren Himmelskugel wird aber die Axe auch 
in allen diesen verschiedenen Lagen die Himmelskugel in denselben Punkten, 
den Weltpolen, zu durchschneiden scheinen, deren Abstand von den Polen 
der Ecliptic 234° ist. Ebenso wird der Erdäquator durch die Bewegung 
der Erde parallel mit sich berumgeführt und die Durchschnittslinie mit der 
Ebene der Erdbahn, obwohl sie immer parallel bleibt, ändert doch ihre Lage 
im Raume im Laufe eines Jahres um den vollen Durchmesser der Krdbahn. 
Aber wegen der unendlichen Entfernung der Ilimmelskugel fallen die Durch- 
schnitte aller Ebenen, in die der Erdüquator nach und nach gebracht wird, 
mit dem gröfsten Kreise zusammen, dessen Pole die Weltpole sind, und die 
Durchschnittslinien der beiden Ebenen sind alle nach dem Durchschnittspunkte 
der grófsten Kreise des Acquators und der Ecliptic gerichtet. 


IL. Die Verwandlung der verschiedenen Systeme von 
Coordinaten in einander. 


6. Um den Ort eines Gestirns, der auf das Coordina- 
tensystem der Azimute und Höhen bezogen ist auf das Coor- 
dinatensystem der Stundenwinkel und Declinationen zu redu- 
ciren, hat man nur die Axe der z im ersten Systeme m der 
Ebene der x und s nach der Richtung von der positiven 
Axe der w nach der positiven Axe der s zu um den Winkel 
90" — p (wo p die Polhóhe bezeichnet) zu drehen, da die 
Axen der y in beiden Systemen zusammenfallen, und erhält 
dann nach der Formel (1a) für die Transformation der Coor- 
dinaten oder auch nach den Formeln der sphärischen Trigo- 
nometrie, wenn man das Dreieck zwischen dem Zenith, dem 
Pole und dem Sterne betrachtet *): 

sind = sin p sin A — cos p cos A cos A 
cos Ò sin £ = cos h sin A 
cos Ô cos £ = sin À cos p -+ cos À sin p cos A. 

Will man die Formeln in emer zur logarithmischen Be- 

rechnung bequemeren Form haben, so setze man: 


sin À = m cos M 
cos 4 cos A = m sin M, 


*) Die drei Seiten dieses Dreiecks sind respective: 
90° — Ah, 90° — 9 und 90° — y 
und die denselben gegenüberstehenden Winkel: 
it, 180? — 4 und der Winkel am Stern. 
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wodureh man erhält: 
sin à — m sin (p— M) 
cos Ô sin 7 = cos A sin A 
cos Ô cos ? = m eos (p — M). 

Diese Formeln geben die gesuchten Grófsen ohne alle 
Zweideutigkeit. Denn da alle Stücke durch den Sinus und 
Cosinus gefunden werden, so hat man nur auf die Zeichen 
gehórig zu achten, um für die gesuchten Stücke immer die 
rechten Quadranten zu nehmen. Die Hülfswinkel, welche 
man zur Umformung solcher Formeln einführt, haben immer 
eme geometrische Bedeutung, die sich in jedem Falle leicht 
finden lälst. Geometrisch betrachtet beruht nämlich die Ein- 
führung der Hülfswinkel darauf, dafs man das schiefwinklige 
sphärische Dreieck entweder in zwei reehtwinklige Dreiecke 
theilt oder zu einem rechtwinkligen ergänzt. Im gegen- 
wärtigen Falle muls man sich von dem Stern auf die gegen- 
überliegende Seite 90— p oder deren Verlängerung ein Per- 
pendikel gefällt denken, und da: 

tang h = cos A eotang M, 
so ist nach der dritten der Formeln (10) in No. 8 der Einlei- 
tung M der Bogen zwischen dem Zenith und dem Fulspunkte 
des Perpendikels; ferner ist nach der ersten der Formeln (10) 
m der Cosinus des Perpendikels selbst, da: 
sin À = cos P cos M, 
wenn man das Perpendikel dureh P bezeichnet: 
Es sei für die Polhóhe o = 52^30' 16".0 gegeben: 
h=16°11'44".0 A= 202? AT 15". 5. 
Dann ist die Rechnung die folgende: 
cos A 9.9669481 „ m sin M 9.9493620 „ 
cos A 9.9824138 m cos M 9.445444. — 
sin A 9.5749045„. M= — 12"35'54". 61 
sin M 9.9796542 „ 
g — M=125° 6 10".61 
sin (p — M) 9.9128171 cos Ô sin / 9.5073184, sin d 9.8825249 
m 9.9697078 cos Ô cost 9,7294114, cosd 9,8104999 - 
eos (p — M) 9.7597036 „ t = 213 56 2.22 0—-1-49 43 46.00 
eos t 9,9189115, . 


7. Bei weitem häufiger wird der umgekehrte Fall an- 


gewandt, wo man einen Ort, der auf das Coordinatensystem 
der Stundenwinkel und Deelinationen bezogen ist, auf das 


D 
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Coordinatensystem der Azimute und Höhen reduciren will. 
Man hat dann wieder nach Formel (1) für die Transformation 
der Coordinaten folgende Gleichungen: 
sin À — sin psin Ò+ cos p cos Ô cos t 
cos h sin A = cos Ò sin t 
cos h cos A = — cos q sin d + sin p cos à cos f, 
denen man wieder leicht durch Einführung von Hülfswinkeln 
eine bequemere Form geben kann. Setzt man nämlich: 
cos Ô cos £ = m cos M 
sind = m sin M 
so ist: 
sin A = m cos (p — M) 
cos À sin A = cos Ó sin t 
cos A cos A = m sin (p — M) 
oder auch: 


cos M tang 
tang A = ——- P 
"m sin (p — M) 
1 
tang à = LE y! 


tang (p—A7) 

Sucht man die Zenithdistanz allein, so sind die folgenden 
Formeln bequem. Aus der ersten Formel für sin Æ erhält 
man: 

cos z = cos (p — ô) — 2 cos p cos Ösintt?, 
oder: 
sin 42? — sin 3 (p ò)? + cos g cos Ö sin kr, 
Sctzt man nun: 
n = sin 4 (p — ô) 


m= J/cos p cos à, 
5 bonores a af ` je 
so ist: sintz=n (1+ 4 sin 4 ) 
n 
oder, wenn man setzt: 


QU M z 
— sin 4t = tang A 
n 


Ist sin À grölser als cos A, so ist es vortheilhafter, die 
Formel 
GE e E ere 
sin 4 £ £— ——- sin y t 


sin A 


*) Da das Azimut immer auf derselben Seite des Meridians liegt wie 
der Stundenwinkel, so kann man auch bei Anwendung dieser letzteren For- 
meln niemals über den Quadranten im Zweifel sein, in welchem man das- 
selbe zu nchmen hat. 
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zu berechnen. Man muls hier übrigens, wie man später sc- 
hen wird, für Sterne, welche südlich vom Zenith culminiren, 
p— d für Sterne dagegen, die nördlich vom Zenith culmini- 
ren, d—g in der Formel zur Berechnung von n brauchen. 

Wendet man auf das Dreieck zwischen dem Zenith, dem 
Pole und dem Sterne die Gaufsischen Formeln au, so erhält 
man, wenn man den Winkel am Sterne mit p bezeichnet: 

cos àz. sin 4 (A — p) = sin 44. sin + (p + ô) 
cosg. cos (A — p) = cost. cos + (p — ò) 
sin iz, sin 1 CA + p) = sin 4t. cos (p + ô) 
sin3z . cosg CA -- p) = cost. sin 3 (p — 9). 

Itechnet man das Azimut vom Nordpuncte aus, wie man 
es für den Polarstern wohl thut, so hat man 180 — A statt 
A in diese Formeln einzuführen und erhält: 

cos$z.sin 4 (p + A) = cos } t. cos4 (9 — p) 
cosde.cosy (p + A) = sin bt, sin $ (0 p) 
sin $z. sin 4 (p — 4) = cos 4t. sin + (0 — g) 
sin 42. cosy (p — A) = sin $1. cos } (ô + p). 

Häufig kommt der Fall vor, dals man für eine bestimmte 
Polhóhe eine grofse Menge solcher Verwandlungen zu machen 
hat ^), für welche man der bequemeren Rechnung wegen im 
Voraus Tafeln berechnen will Für diesen Fall ist folgende 
Transformation besonders bequem. Es war: 


(a) sin A = sin y sin Ô + cos p cos Ò cos? 
(6) cos h sin A = cos Ô sin t 
Wa cos À cos A = — cos g sin Ó ~- sin y cos Ô cos t 


Bezeichnet man mit A, und ô, diejenigen Werthe von 
A und ô, die wenn man sie in die vorstehenden Gleichungen 
setzt, h — 0 geben, so hat man: 


(d) 0 = sin y sin Ô, — cos p cos d cost 
(e) sin Á = cos à, sint 
(N cos A, = —- cos p sin Ôa + sin p cos , cos t. 


Multiplieirt man (f) mit cos p und subtrahirt davon die 
Gleichung (d), nachdem man dieselbe mit sin o multiplicirt 
hat, multiplicirt man ferner die Gleichung (f) mit sing und 
addirt dazu die Gleichung (d), nachdem man dieselbe mit 
cos p multiplicirt hat, so erhält man: 


*) Wenn man z. B. Sterne, deren Ort durch Rectascension und Decli- 
nation gegeben ist, an einem Instrumente einstellen wil, an dem man nur 
Höhen und Azimute ablesen kann. Man mufs dann vorher aus der Rectas- 
cension und Sternzeit den Stundenwinkel berechnen. 
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cos A, cos p = — sind, 
cos A, sin p — cos 9, cos t 
sin A, = cos dea sin t. 
Setzt man dann: 
sing = sin y cos B 
cos p cost = sin y sin B 
cos p sin = cos y, 
so erhält man aus der Gleichung (d): 
0 = sin y sin (ën + B) 
oder: 
dn =— B 
und aus (a): 
sin À = sin y sin (Ó +- B). 


Ferner erhält man, wenn man vom Producte der Glei- 
chungen (b) und (f) das Product der Gleichungen (c) und 


(e) abzieht: 


cos A sin (A— Ap) = cos g sin £ sin (d— ĝo) = cos y sin (9 + B) 


und ebenso, wenn man zum Producte der Gleichungen (e) 
und (f) das Product der Gleichungen (b) und (e) und das 


der Gleichungen (a) und (d) addirt: 


cos Å cos (A — Aq) = cos Ô cos à, sint? + sin Ô sin 0, + eos ô cos du cos t? 


= cos (0 dal = cos (0 + D). 


Das System der Formeln ist also vollständig: 


sin p = sin y cos H 
cos posi = sin y sin B » 
cos p sin 4 = cosy 

sin B = cos 4, cos y ) 

g H 
cos B cos t = cos A, sing) 
cos B sin t — sin 4, 


sin 4 = sin y sin (9 + B) 


cos 4 eos (A — 4) = cos (0 +- B) 


cos h sin (A — Ao) == cos y sin (0 + B) 


Setzt man D=siny, C= cosy, A— A,—u, so ge- 


hen diese Formeln in die folgenden über: 


tang B = cotg y cost 
tang A, = sin @ tang £ 
sin 4 = D sin (B äi 


tang u = C tang (B + ô) 


A = A tu 
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uud D und C sind dann der Sinus und Cosinus eines Win- 
kels y, der gegeben ist durch die Gleichung: 
cotang y = sin B tang 4 — cotang p sin Ay”). 

Dies sind die von Gaufs in „Schumachers Hülfstafeln, 
neu herausgegeben von Wiarnstorff, pag. 135 fi.“ mitgetheil- 
ten Formeln. Bringt man nun die Gröfsen D, C, B und A, 
iu Tafeln, deren Argument £ ist, so ist also die Berechnung 
der Höhe und des Azimuts aus dem Stundenwiukel und der 
Declination auf die Berechnung der Formeln: 

sin 4 = D sin (B > à) 
tang u = C tang (D -4- 9) 
A = AÁ, tu 
zurückgeführt. In Warnstorff Hülfstafeln findet man eine 
solche Tafel für die Polhöhe der Altonaer Sternwarte be- 
rechnet. Man hat übrigens nur nöthig, diese Tafeln von 
t=0 bis t=6? zu berechnen. Denn aus der Gleichung 
tang A, = sin q tang t folgt, dafs A, und # immer in demsel- 
ben Quadranten liegen, dafs man also für einen Stundenwinkel 
— 12" — t nur 180" — A zu nehmen hat. Ferner folgt aus 
den Gleichungen für B, dafs dieser Winkel negativ wird, 
wenn £> 6^ oder > 90° ist und dafs man für einen Stun- 
denwinkel 12^ — f den Werth — B anzuwenden hat. Die 
Grölsen 
C=cospsint und D= Hein p? + eos p? cos I? 

werden dagegen gar nicht geändert, wenn man 180^ — t statt t 
in diese Ausdrücke setzt. Liegt € zwischen 12^ und 24^, so 
hat man nur die Rechnung mit dem Complement von t zu 
24" durchzuführen und nachher für das gefundene A sein 
Complement zu 360° zn nehmen. 


Es ist nun leicht, die geometrische Bedeutung der Hülfs- 
winkel zu finden. Da à, derjenige Werth von ô ist, der, in 
die erste der ursprünglichen Gleichungen gesetzt, h —0 macht, 
so ist ò die Declination desjenigen Punktes, in welchem der 
durch den Stern gelegte Stundenkreis den Horizont schneidet 
und ebenso ist A, das Azimut dieses Punktes. Da ferner 


*) Es ist nämlich nach den Formeln (2): 
eotang p sin A, = sin B tang t. 


90 


B == — ð, so ist Bò der Bo- 

r gen SF Fig. 1*) des bis zum Io- 

f| rizonte verlängerten Stundenkreises. 

IA Betrachtet man dann das rechtwink- 

| lige Dreieck FOK, welches vom 

n4 Horizonte, dem Acquator und der 

i Seite FK — B gebildet wird, so 

Ge gia hat man nach der sechsten der 
Lé el 


E eege | Formeln (10) der Einleitung, weil 
ee Ds Ge Winkel an O gleich 90° —y 
ist: 


sing = eos B sin OFK. 


Da aber auch sin p = D cos B ist, so ist D der Sinus, 
mithin C der Cosinus des Winkels OFK. Endlich ist, wie 
leicht zu schen, der Bogen FH — A, und der Bogen FG = u. 

Man findet also die vorher gegebenen Formeln durch 
die Betrachtung der drei rechtwinkligen Dreiecke PFH, OFK 
und SFG. Das erste Dreieck giebt: 

tang A, = tang t sin p, 
das zweite: 
tang B = cotang p cos t 
cotangy = sin B tang t = cotg p sin Ao, 
und endlich das dritte: 
sin 4 = sin y sin (B + à) 
tang u = cos y tang (B + ò). 

Derselben Hülfsgrófsen kann man sich nun auch für die 
Auflösung der umgekehrten in No. 6 betrachteten Aufgabe 
bedienen, aus der Höhe und dem Azimute eines Sterns sci- 
nen Stundenwinkel und seine Declination zu berechnen. Man 
hat nämlich in dem rechtwinkligen Dreiecke SKL, wenn man 
LG mit B, LK mitu, AL mit A, und den Cosinus des Win- 
kels SLK mit C, den Sinus mit D bezeichnet: 

C tang (h — B) = tang u 
D sin (h — B) — sin ò 


und t= Aa — Me 


*) In dieser Figur ist P der Pol, Z das Zenith, O7 der Horizont, 
OA der Acquator und © der Stern. 
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wo jetzt: 
tang B = cotang p cos A 
tang A, = sin p tang A 
und D und C die Sinus und Cosinus cines Winkels y sind, 
der gegeben ist durch die Gleichung: 
cotang y = sin B tang A. 

Man hat also für die Berechnung der Hülfsgröfsen die- 
selben Formeln wie früher, nur mit dem Unterschiede, dafs 
überall A statt # vorkommt, und man kann sich daher der- 
selben Hülfstafeln wie vorher bedienen, wenn man nur jetzt 
als Argument das in Zeit verwandelte Azimut nimmt. 


8. Die Ootangente des Winkels y, welche Gaufs mit E 
bezeichnet, kann dazu dienen, den Winkel am Stern in dem 
Dreiecke zwischen Pol, Zenith und Stern zu berechnen. Die- 
ser von dem Vertical- und dem Declinationskreise gebildete 
Winkel, welcher der parallactische Winkel heifst, wird 
sehr häufig gebraucht. Hat man die vorher erwähnten Hülfs- 
tafeln, in denen auch die Grölse E aufgeführt ist, so erhält 
man diesen Winkel, der mit p bezeichnet werden soll, durch 
die bequeme Formel: 


ee 
en (B+6)’ 


wie man sogleich sieht, wenn man auf das rechtwinklige 
Dreieck S@F Fig. 1 die fünfte der Formeln (10) in No. 8 
der Einleitung anwendet. Hat man dagegen die Tafeln nicht, 
so erhält man durch die Formeln der sphärischen Trigono- 
metrie aus dem Dreiecke SPZ: 
cos h sin p = cos g sint 
cos h cos p = cos d sin p — sin Ô cos p cos t, 
oder, wenn man setzt: 
cos p cos £ — n sin N 
sin 9 = n cos N, 
für logarithmische Rechnung bequemer: 
cos h sin p = cos o sin £ 
cos À cos p = n cos (à -+ N). 

Der parallactische Winkel wird unter Anderem gebraucht, 
wenn man den Einflufs berechnen will, den eine kleine Aen- 
derung in dem Azimut und der Höhe auf den Stundenwin- 
kel und die Declination hat. Man erhält nämlich, wenn man 
auf das Dreieck zwischen Pol, Zenith und Stern die erste 


92 


und dritte der Formeln (11) in No. 9 der Einleitung n- 
wendet: 


dö==cospdh + costdq + coshsinp.dA 
cosd dt = — sinp dh -+ sint sinò. dø -+ cos h cosp. dA. 


und ebenso: 


dh — cos pdà — cos A dp — cosÓ sinp. dt 
cos Ad A = sin pdó — sin.4 sin hdo -+- cos Ò cos pdt. 


9. Um die Coordinaten der Rectascension und Declina- 
tion in Coordinaten der Länge und Breite zu verwandeln, 
hat man nur die Axe der z"*) in der Ebene der y"z" nach 
der Richtung von der positiven Axe der y" nach der positi- 
ven Axe der sl um den Winkel e, der gleich der Schiefe 
der Ecliptie ist, zu drehen. Dann erhält man nach den For- 
men (1a) in No. 1 der Einleitung, da die Axen der z" und 

m 


x" in beiden Systemen zusammenfallen: 
cos B cos 4 — cos cosa 
cos f sind = cos Ò sin a cose + sind sine 
sing = — cos sina sine -+- sin Ò cos e. 

Diese Formeln kann man auch wieder ableiten, indem 
man das Dreieck zwischen dem Pole des Aequators, dem 
Pole der Eeliptic und dem Sterne betrachtet, in welchem die 
drei Seiten 90° — à, 90* — 2 und s, die denselben gegenüber- 
stehenden Winkel respective 90" —2, 90°+« und der Winkel 
am Stern sind. 

Um die obigen Formeln für logavithmische Rechnung 
bequem einzurichten, führe man die Hülfsgrölsen ein: 

AM sin N= sin ò 
Afen N= cosÓ sine, (a) 
wodurch die drei Gleichungen in die folgenden übergehen: 
cos 2 cos À = cos Ô cos « 
cos f sin À4 = M cos (IN — e) 
sin 8 = M sin (N—e), 
oder, wenn man alle Grófsen durch Tangenten sucht und für 
M seinen Werth 
cos Ò sin o 
cos N 
substituirt, in die folgenden: 


*) S. No. 4 dieses Abschnitts. 


tang N = cgo ) 
sin o 
N — si (b) 
TROUPE) NN 
tang Se tang o 


tang 8 = tang (N — e) sin A 

Die ursprünglichen Formeln geben e und ô ohne alle 
Zweideutigkeit; braucht man aber die Formeln (b) zur Rech- 
nung, so kann es zweifelhaft sein, in welchem Quadranten 
man den Winkel 4 zu nehmen hat. Aus der Gleichung 

cos f cos 4 = cos d cos a 
folgt aber, dafs man den Winkel A immer in demjenigen Qua- 
dranten zu nehmen hat, der einmal dem Zeichen von tang A 
Genüge leistet und dann die Bedingung erfüllt, daís eos o 
und cos A dasselbe Zeichen haben. 

Als Controlle der Rechnung kann man noch die Glei- 
chung anwenden: cos(N—e) __cosßsinA 

cosN cosösin«’ 
die durch Division der Gleichungen: 
cos B sin À = M cos (N — e) 
und cos ô sin e = M eos N 
entsteht. 

Die geometrische Bedeutung der Hülfsgröfsen läfst sich 
leicht finden. N ist der Winkel, welchen der den Frühlings- 
punkt mit dem Sterne verbindende gróíste Kreis mit dem 
Aequator bildet und M der Sinus dieses Bogens des grófsten 
Kreises. 

Beispiel. Es sci: 

a = 6° 33'29".30 = — 16° 22' 35" . 4b 
e= 23? 27 31" . 12, 
dann giebt die Berechnung der Formeln (b) und (o): 


(c) 


cosó 9,9820131 tang o 9.0605604 
N— 
tung 9.4681562, cos (N) 5 092917, 
eos N 
sina 9.0577083 A= 359° 17! 43". 91 


N= — 68° 45’ A1". 88 
a= -+23 27 31.72 
N—s= — 92 13 13.60 
cos (N—e) 8.5882086 „ 
cos N 9.5590069 
cos f sin À = 8 . 0689241 „ 
cos Ô sina = 9 . 0397224 
o. 0292017, 


tang (N— e) 1 . 4114653 
sind 8.0897293, 
e «oO SP Sir E 
cos f = 9 . 9791948 
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Wendet man auf das Dreieck zwischen dem Sterne, dem 
Pole des Aequators und dem Pole der Ecliptic die Gaulsischen 
Formeln an, so erhält man, wenn man den Winkel am Stern 
mit 90° — E bezeichnet: *) 

sin (45° — 4 8) sin 4 (E — 4) = cos (45? +4 a) sin [45° — 1 (e-+Ö)] 

sin (45 — + £) cos (E — 4) = sin (45 -I-1a)eos[45 —+4 (e —ò)] 

cos (45 — 4 A) sin} (E-+)) = sin (45 +a) sin [45 —4 (e —ô)] 

cos (45 — 1 8) cos 4 (E +2) = cos(45 -- 5o) cos [45 — 4 (e +ò), 
Formeln, die besonders bequem sind, wenn man zugleich mit 
den Grölsen A und 8 auch die Kenntnifs des Winkels 90" — E 
verlangt. 


Anm, Encke hat im Jahrbuche für 1831 noch Tafeln gegeben, die 
für eine genäherte Berechnung der Länge und Breite aus der Reetascension 
und Declination äufserst bequem sind. Sie beruhen auf der Transformation 
der drei Grundgleichungen in No. 9, ähnlich der in No. 7 dieses Abschnitts 
für die dort erwühnten Tafeln benutzten. 


10. Für den umgekehrten Fall wenn man die Coordi- 
naten eines Sternes in Bezug auf die Ecliptie in Coordinaten 
in Bezug auf den Aequator verwandeln will, werden die For- 
meln ganz ähnlich. Man erhält dann durch die Formeln (1) 
für die Transformation der Coordinaten oder auch aus dem 
vorher betrachteten sphärischen Dreiecke: 

cos d cos æ = cos f cos A 
cos Ô sin æ = cos /? sin Å cos e — sin £ sin & 
sin ô — cos f sin A sin £-1- sin f coss. 

Dieselben Gleichungen erhält man auch, wenn man in 
den drei ursprünglichen Gleichungen in No. 9 £ und A mit ò 
und « vertauscht und den Winkel e negativ nimmt. Auf die- 
selbe Weise findet man dann auch aus den Formeln (b): 


. tang 
tenu ies sin A 
cos (N -I- &) 
lc Pre TR tang A 


tang ô — tang (N e) sin a 
und aus (c) die Prüfungsgleichung : 


eos(N+e) ` oos d aine 
cos.N | cosf sinh?’ 
wo jetzt N den Winkel bedeutet, welchen der den Stern mit 


*) Gauss Theoria motus pag. 64. 
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dem Frühlingspunkte verbindende grölste Kreis mit der Eclip- 
Do macht. 
Die Gaufsischen Gleichungen geben endlich für diesen 
Fall: 
sin (45° — 4 9) sin 1 (A >+ e) = sin (45° + 44) sin [45° — 4 (e + AN] 
sin (45 — 18) cosd (E-+a)=cos(45 -- $4) cos(45. — 4 (e — 8)] 
cos(45 — 16) sin 4 (E — a) = cos(48. -1- 34) sin[458. — 4 (e — al 
cos(45 — 46) cos] (E — a) — sin (45 -+ A) eos[45. — 4 (e = ol 
Ein Beispiel für diesen Fall anzuführen ist nicht weiter 
nóthig, da die Formeln den früheren ganz ähnlich sind. 


Anm. Für die Sonne, welche sich in der Ebene der Ecliptic bewegt, 
werden diese Ansdrücke einfacher, Bezeichnet man nämlich die Länge der 
Sonne dureh L, ihre Retascension und Declination durch A und D, so er- 
hált man: 

tang A == tang L cos & 
sin D = sin L sin e 
oder auch: 


tang D = tang e sin A. 


11. Den Winkel am Sterne in dem Dreiecke zwischen 
dem Pole des Aequators, dem Pole der Ecliptic und dem 
Sterne, welcher von dem Declinations- und Breitenkreise ge- 
bildet wird, findet man zugleich mit A und / oder « und ô, 
wenn man die Gaufsischen Formeln zur Berechnung dieser 
Gröfsen anwendet, indem, wenn man diesen Winkel mit 7 
bezeichnet, n — 90 — E ist. Braucht man aber diesen Win- 
kel, ohne die Gaulsischen Formeln berechnet zu haben, so 
findet man denselben durch die Gleichungen: 

eos B sin n = cosa sin e 
cos cosy = cos & cos Ó — sin e sin Ó sin a 
oder: 
cos ô sin n = cos Asin £ 
cos ô cosy — cos & cos f — sin esin 8 sin À, 
oder, wenn man setzt: 
cose = m cos M 


sin £ sin « = m sin M 
oder: 
cose — n cos N 
sin e sin À = n sin N 
durch die Gleichungen: 
cos B sin n == cos a sin £ 
cos 8 cosy = m cos (M — à) 
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oder: 
cos Ô sin sj — cos À sin € 
cos d cos y = n cos (N + £). 

Man braucht diesen Winkel wieder, wenn man den Ein- 
flufs untersuchen will, den kleine Aenderungen in den Grölsen 
2, B und e auf « und A und umgekehrt haben. Man erhält 
nämlich, wenn man auf das betrachtete Dreieck die erste und 
dritte der Formeln (11) in No. 9 der Einleitung anwendet: 

d = cos n dò — cos Ò sin q . de — sin Ade 
cos f dA = sin dê + cos ô cos y . da + cos À sin f de, 
und umgekehrt: 
dö= eoscdá -cos B sinn.dA-+ sinade 
cos Ò da = — sin df -+ cos £ cos y . dA — cos a sin Ô. de. 

Anm. Dic obige Annahme, dafs der Mittelpunkt der Sonne sich immer 
in der Ebene der Eeliptie bewegt, ist nicht in aller Strenge richtig, vielmehr 
hat die Sonne wegen der Störungen durch die Planeten in der Regel cine 
kleine nördliche oder südliche Breite, die indessen nie eine Dogenseeunde 
übersteigt. Man mufs daher die Rectaseension und Declination, wenn die- 
selben nach den in der Anmerkung zu 10 gegebenen Formeln berechnet sind, 
noch für die Breite corrigiren. Wird dieselbe aber mit’ D bezeichnet, so hat 
man noch die Differentialformeln: 


sinn 
då = ET dB, 
dD= esn dB, 


oder, wenn man die Werthe von sin 7 und cos y aus den Formeln für cos 8 
sin 7 und cos d cosy, nachdem man darin 8 = 0 gesetzt, substituirt: 


cos Dd.A = — cos A sine. dB, 
Cos e 
ID= —-—.dB. 
fi SD dB 


12. Der Vollständigkeit wegen sollen jetzt noch die 
Formeln für die Transformation des ersten Coordinatensystenis 
in das vierte gegeben werden, wiewohl dieselbe nicht ange- 
wandt wird. 

Man hat zuerst in Bezug auf die Ebene des Ilorizonts: 

x = cos A cos A, 
y = sin Á cos h, 
z — sin h. 

Dreht man die Axe der » in der Ebene der 2% nach 
der positiven Seite der Axe der a zu um den Winkel 90° — q, 
so erhält man die neuen Coordinaten: 

z'— c sin p F 2 cos p, 


ee 
ur yb 
g = z siu p — x COS g. 
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Dreht man dann die Axe der z' in der Ebene der a, 
y, die die Ebene des Aequators ist, um den Winkel @, so- 
dals die Axe der æ” jetzt mit dem Frühlingspunkte zusam- 
menfällt, so erhält man, wenn man bedenkt, dafs die positive 
Axe der y" nach dem neunzigsten Grade der Rectascensionen 
gerichtet sen muls und dafs Stundenwinkel und Rectascen- 
sionen in entgegengesetztem Sinne gezählt werden: 
zx" = x' cos O + y! sin O 
— y! = y! cos O — z' sin O 
ie 
Dreht man endlich die Axe der y' in der Ebene der 
gi al nach der positiven Axe der z” zu um den Winkel s, 


so erhält man: 


n n 
x =r 


all = y" cos e Lal sin e 


JI De H 
g” = — y" sine--z" cose, 


und da man aufserdem hat: 


ax" = cos f cos À 


y" = cos fl sin A 
2" = sin ß, 
so kann man durch Elimination von al, y, »' und =", y", z” 
3.49 5225 


dann 4 und 5 unmittelbar durch A, k, q, € und e ausdrücken. 


* 
III. Die tägliche Bewegung’ als Maafs der Zeit. 


Sternzeit, Sonnenzeit, mittlere Zeit. 


13. Da die tägliche Umdrehung der Himmelskugel oder 
eigentlich die Umdrehung der Erde un ihre Axe vollkommen 
gleichförmig vor sich geht, so dient uns dieselbe als Maafs 
der Zeit. Die Zeit, welche die Erde zu einer einmaligen 
Umdrehung um ihre Axe braucht, also die Zeit, welche zwi- 
schen zwei auf emander folgenden Culminationen desselben 
Fixsterns verflie[st, nennt man einen Sterntag. Man fängt 
denselben zu zählen an, oder man sagt, dals es O" Sternzeit 
ist, in dem Augenblicke, wo der Frühlings- Tag- und Nacht- 
gleichenpunkt durch den Meridian geht. Ebenso sagt man, 
dafs es 1", 2b, 31, ete. nach Sternzeit ist, wenn der Stunden- 
winkel des Frühlingspunkts 1", 2", 3^, ete. beträgt, d. b. also, 

7 
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wenn derjenige Punkt des Aequators eulminirt, dessen Rectas- 
cension 1", 25, 5*5, ete. oder 15", 30", 45", eto. ist. 

Man wird in der Folge sehen, dafs der Frühlings- und 
Herbst-Tag- und Nachtgleichenpunkt keme festen Punkte 
sind, sondern dafs sich dieselben auf der Echptie langsam 
bewegen. Diese Bewegung ist aus zwei andern zusammen- 
gesetzt, von denen die eine der Zeit proportional ist, also sich 
mit der täglichen Bewegung der Himmelskugel verbindet, die 
andere aber eine periodische ist. Diese leiztere Bewegung 
bewirkt, dafs der Stundenwinkel des Frühlmgspunktes sich 
nicht vollkommen gleichförnug ändert, dafs also strenge gc- 
nommen die Sternzeit kein vollkommen gleichförmiges Maafs 
ist. Indessen ist diese Ungleichfórmiekeit äulserst gering, da 
die Periode von 19 Jahren nur die beiden Maxima -+ 1° und 
— 15 enthält. 

14. Wenn die Sonne am 21. März im Frühlings- Tag- 
und Naehtgleichenpunkte steht, so geht sie an diesem Tage 
nahe um Op Sternzeit durch den Meridian. Die Sonne bewegt 
sich nun aber in der Ecliptic vorwärts und da sie am 23. Sep- 
tember im Herbst-Tag- und Nachtgleichenpunkte steht, also 
12^ Rectascension hat, so culiminirt sie an diesem Tage nahe 
um 12% Sternzeit. Die Zeit der Culmination der Sonne darch- 
läuft daher in einem Jahre alle Zeiten des Sterntages und 
wegen dieser Unbequemlichkeit wird die Sternzeit im bürger- 
lichen Leben nicht angewendet, sondern die Sonne selbst als 
Zeitmesser gebraucht. Man nennt den jedesmaligen Stunden- 
winkel der Sonne die wahre Sonnenzeit und die Zeit, 
welche zwischen zwei auf einander folgenden Culminationen 
der Sonne verfliefst, einen wahren Sonnentag. Es ist O^ 
wahre Zeit an einem Orte, wenn der Mittelpunkt der Sonne 
durch den Meridian geht. Da die Rectascension der Sonne 
aber sich nicht gleichfórmig ändert, so hat diese wahre Zeit 
wieder das Unbequeme, dals sie nicht gleichfórmig fortgeht. 
Zwei Ursachen bewirken diese ungleichförmige Bewegung der 
Sonne in hectascension, die Neigung der Ecliptic gegen den 
Acquator und die ungleichfórmige Bewegung der Sonne in 
der Ecliptic selbst. Diese jährliche Bewegung der Sonne ist 
eine scheinbare und von der Bewegung der Erde um die 
Sonne erzeugt. Nach den Keplerschen Gesetzen bewegt sich 
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nun die Erde in einer Ellipse, in deren einem Brennpunkte 
die Sonne steht nnd zwar so, dafs die Linie vom Mittelpunkte 
der Erde zum Mittelpunkte der Sonne (der Radius vector der 
Erde) in gleichen Zeiten gleiche Flächenränme beschreibt. 
wenn man mit r die Länge des siderischen Jahres bezeichnet, 
d. h. die Zeit, in welcher die Erde einen vollen Umlauf um 
die Sonne vollendet, die Flächengeschwindigkeit F der Erde 


añn V 1—c* : , B 
5 ^, oder wenn man die halbe große Axe der Ellipse 


gleich Eins setzt und statt der Excentrieität e den Winkel o 
einführt, bestimmt durch die Gleichung e = sin q: 


De DER. 
T 


Nennt man dann T die Zeit, waun die Erde der Sonne 
am nächsten ist oder die Zeit des Perihels, so wird für 
eine andere Zeit I der Sector, welehen der Radius vector seit 
der Zeit des Perihels durchlaufen hat — F(t— T). Dieser 
Sector wird aber auch durch das bestimmie Integral ausge- 

5 
drückt 1 i r®dv, wo r der Radius vector, v aber der Winkel 
[U 
ist, welchen derselbe zur Zeit £ mit der grofsen Axe macht 


oder die wahre Anomalie der Erde. Man hat daher die 


Gleichung: 
ai 


QJ e T el 
0 
a(1—25c*) genge 
1-d-ecos» A-trecosw 
das obige Integral complieirt werden. Man kann aber für v 
einen anderen Winkel einführen; da nämlich der Radius vector 
für das Perihel = a— ae, für das Aphel =a- ae ist, so kann 
man setzen r—a(1—- cos E), wo E ein Winkel ist, der mit v 
zugleich versehwindet. Denn aus beiden Ausdrücken von r 
erhält man dann zur Bestimmung von E die Gleichung: 
t cosP te 
: COS fü mm um $ 
l-r-ecos? 

woraus man sieht, dafs E immer einen möglichen Werth hat, 


da der Werth der rechten Seite immer kleiner als —1 ist. 
mise 


Da nun für die Ellipse r = , so würde 
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Durch eine leichte Transformation erhält man noch: 


cos L —e 1 cosy sin X 1 
I OORT —-——— - sine 
1—-ecos J£ 1— ecos E 


und durch Differentiation der beiden Ausdrücke von r: 
Uo ACEP 
dE r 
Führt man nun die Variable E in das obige bestimmte 
Integral ein, so erhält man: 


E 
2 F(t.— T)= a?cos p fa — e cos E)d.E = a?cos p (E — esin E), 
0 


mithin, wenn man die halbe grofse Axe wieder eins setzt und 
den vorher gefundenen Werth für F substituirt: 


*7 (.— T) — E — esin E, 


wo x die mittlere tägliche siderische Bewegung der Erde 
ist, d. h. die tägliche Bewegung, welche die Erde haben 
würde, wenn dieselbe den vollen Umkreis um die Sonne in 
der Zeit v mit gleichförmiger Geschwindigkeit beschriebe. 
Die linke Seite der letzteren Gleichung drückt daher den 
Winkel aus, den eine solche fingirte Erde, welche sich mit 
gleichfórmiger Geschwindigkeit bewegt, m der Zeit (— T um 
die Sonne beschrieben haben würde. Man nennt diesen Win- 
kel die mittlere Anomalie, und wenn man dieselbe mit M 
bezeichnet, so kann man die obige Gleichung auch schreiben: 
M= E — e sin E, 
und nachdem man aus dieser den llülfswinkel E bestimmt, 
findet man die wahre Anomalie aus der Gleichung: 
tang s = s gui 
cos E — e 

Bei einer kleinen Excentricität ist es aber bequemer, den 
Unterschied der wahren und mittleren Anomalie in eine Reihe 
zu entwickeln, wofür man verschiedene, elegante Methoden 
hat, deren Auseinandersetzung hier zu weit führen würde. 
Wenn man aber nur wenige Glieder nóthig hat, wie es für 
den gegenwärtigen Zweck genügend ist, so kann man diesel- 
ben leicht auf folgende Weise finden. Da für e—0 »—HM 
ist, so hat man: 

v= Mr a.e Hivo e? Hl", ei 

wo aa H'ag ete. den ersten, zweiten, ete. Differentialquotien- 
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ten, von v» nach e genommen, bezeichnen, nachdem man in 
deren Ausdrucke y= 0 gesetzt hat. 4 


cos p sin Æ 
Differenzirt man die Gleichung n p x Far en 
me~ 1— cos E f 
rithmisch, so erhält man: ia 
cos 7 dE cos Æ—e do cos E—e 
dr--— i = b 
sin » sin E  1—ecosE ^ cos p 1— ecos E 
sin y S siny "Os sin r 
oder dass, . d A ERE dëse DE gg E de, 
sin. cosy 2 osp 


Differenzirt man aber auch die Gleichung für M, indem 
man nur E und e als variabel ansieht, so wird: 
dE=sinrdp 
dv sin » dr sin y 
= (2 + ecos ») und — - = Pra cA 
de cos p de cos 
Wird hierin e — 0 gesetzt, so erhält man: v= 2 sin M. 
Um nun auch die hóheren Differentialquotienten zu fin- 


sin 7 
den, setze man P = med und Q —2-re cosy. Dann er- 
y 


hält man leicht, wenn man auch die Differentialquotienten 
von P uud Q, nachdem man darin e — 0 gesetzt hat, mit 
D'A Q's, ete. bezeichnet: 


P', — cos M. 2, — sin 2M, 

Q', — cos M, 

al, — sin M. Q'y H- 2 P', =} sin 2 M, 

P" = cos M. v", — sin M. v'a? + 2sin M= 3 sin3 M-+4 sin M, 
R'a = — 2sin M. r'o = — 4sin M?, 


yy = sin M. Q'a 4- 2Q'V -P'o 44-2 P", = Y sing M — $ sin M. 
Es wird somit: 
v = M Le, 2sin M- e? . 5 sin? M- e? (12 sing M — 1 sin M) 
= M+ (2e— 1 e?) sin M+ į e? sin? M 4-13 6? sing M+... 

Für die Erdbahn ist für das Jahr 1850 e= 0.0167712. 
Substituirt man diesen Werth und multiplieirt mit 206265, 
um alles in Secunden zu erhalten, so wird: 

v = M + 6918". 37 sin M + 72".52 sin 2 M + 1". 05 sin 3 M, 
wo der periodische Theil, den man zur mittleren Anomalie 
hinzuzulegen hat, um die wahre zu erhalten, die Mittel- 
punktsgleichung genannt wird. 

Da nun die scheinbare Winkclbewegung der Sonne gleich 
der Winkelbewegung der Erde um die Sonne ist, so erhält 
man die wahre Länge der Sonne, wenn man zu v die Länge 
z der Sonne addirt, welche dieselbe hat zur Zeit, wenn die 
Erde im Perihel ist. M--r wird aber die Länge sein, wel- 
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che die fingirte, mittlere Sonne, welche sich iun der Beliptie 
gleichförmig bewegt, haben würde, oder die mittlere Länge. 
Bezeichnet man erstere mit 2, letztere mit L, so hat man 
also für die wahre Länge der Sonne den folgenden Ausdruck: 
A= L + 6918", 37 sin M- 72".52 sin 2 M/-+ 1". 05 sin 37 *), 
oder, wenn man L statt M einführt, wie es für das Folgende 
nöthig ist, da man hat M= L — sz und x = 280° 21'41".0 ist: 
A mm L 4 1244". 31 sin Z + 6805". 56 eos L 
—  07.82sin2L -+ 25.60cos2L 
—  OQ.84sin3L  — 0.90cos3 7. 
Um nun aus dev Länge der Sonne die Rectasceusion 
herzuleiten, dient die Formel: 
tang A = tang Å . cos e, 

oder wenn man hierauf Formel (17) in No. 11 der Einlei- 
tung anwendet: 


Long A s! sin 42 — 
und, wenn man für E 3 Werth e= 23° 27 31". 0 einführt 
und wieder mit 206265 multiplicirt: 

A = À — 8891".56 sin 24+191”.65 sin 44 —5”.51 sin DÄ +0”.18 sin 84, 
wo der periodische Theil, mit umgekehrtem Zeichen geuom- 
men, die Reduction auf die Ecliptie genannt wird. 

Substitunt man nun .noch in der letzten Formel die 
zuletzt gefundene Reihe für 4 und entwickelt die Sinus der 
mehrgliedrigen Grölsen, so findet man nach gehöriger Reduc- 
tion und Division mit 15, um alles in Zeit ausgedrückt zu er- 
halten: 

A=L-+ 865.53 sin L -+ 4345. 18 cos L 
— 598 .64sin2L + 1.690526 


— 3.UÜsindL — 18.77co53.L 
+ 13.23sim4L — 0.19cos4L 
+ 0.16sn5Z + 0.82e0o0557L 


— 0.365n6Z -+ 0.02cos6Z% 
— 0.015n?7Z — 0.04cos7L. 

15. Da sich die Reetascensionen der Sonne ungleichför- 
mig ändern, so ist auch die wahre Sonnenzeit, die gleich doin 
jedesmaligen Stundenwinkel der Sonne ist, kein gleichfórmiges 
Zeitmaals. Man hat daher eiue andre gleichförmige Zeit, die 


*) Hierzu müssen strenge genommen noch die Störungen der Länge 
dureh die Planeten hinzugefügt werden, auch mülste auf die kleinen Bewegun- 
gen des Punktes der Nachtgleichen Rücksicht genummen werden. 
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mittlere Sonnenzeit emgelihrt, welche durch die Bewe- 
gung einer zweiten, fingirten Sonne gegeben ist, die sich mit 
derselben gleichförmigen Geschwindigkeit im Aequator be- 
wegt wie die vorher eingeführte mittlere Sonne in der Echp- 
tie. Die Rectasceusion dieser mittleren Sonne ist also gleich 
der Länge der ersten mittleren Sonne L. Es ist mittlerer 
Mittag an einem Orte, wenn die mittlere Sonne im Meridian, 
wenn also die Sternzeit gleich der mittleren Lünge der Sonne 
ist, und der jedesmalige Stundeuwinkel dieser mittleren Soune 
ist die mittlere Zeit, die bei astronomischen Angaben vou 
einem Mittage zum andern von 0^ his 24" fortgezählt wird. 


Nach Hansen ist nun die mittlere Reetascension der 

Sonne L für 1850 Jan. O Oè mittlere Pariser Zeit: 
18h 39m 95, 264, 

und da die Länge des tropischen Jahres d. h. der Zeit, iu 
welcher die Sonne einen vollen Umlauf in Bezug auf den Früh- 
lings-Tag- und Nachtgleichenpunkt vollendet, 365.2422008 
Tage ist, so wird die mitilere tägliche tropische Bewegung 
der Sonne: 


ann P as 
SSES 59' 8", 33 oder = 3m 568, 254 in Zeit, 
Bewegung in 305 Tagen = 23h59m 25,706 = — 975. 204, 


Bewegung in 366 Tagen = 24 2 59 .261 =- 2m 595.201. 
Danach kann man nun die Sternzeit für iryend eine andre 
5 
Zeit berechnen, Um die Sternzeit im Mittage eines andern 
Meridiaus zu berechnen, hat man für den mittleren Mittag 
5) e 
Jan. 0 1850 die Sternzeit 


k 
18h 39m 9s, 261 + 21 x äm 565,555, 


wo 4 den Längenunterschied von Paris in Stunden bezeich- 
net, westlich positiv, östlich negativ genommen *). 

Das Verháltnifs dev mittleren Zeit zur wahren Zeit er- 
icht sich unmittelbar aus der obigen Gleichung für A. Die 
mittlere Sonne wird bald vor der wahren Sonne voraus, bald 
hinter derselben zurück sein, je nach dem Zeichen des perio- 
dischen Theils der Formel für A. 


*) Hierbei ist wieder noch die periodische kleine Bewegung des Früh- 
lingsäqwinoctiums zu berücksichtigen, die noch zu addiren ist. 


104 


Berechnet man L für den mittleren Mittag eines Ortes, 
so ist, da Z gleich der Sternzeit im mittleren Mittag ist, der 
durch die obige Formel gegebene Werth von L— A der Stun- 
denwinkel der Sonne im mittleren Mittage ". Man nennt 
nun Zeitgleichung die Grófse, die man zur wahren Zeit 
zu addiren hat, um die mittlere zu erhalten. Um daher aus 
dem obigeu Ausdrucke für L— A die Zeitgleichung œ für den 
Augenblick des wahren Mittags zu erhalten, muís man den 
Stundenwinkel L—A in mittlere Zeit verwandeln und mit 
entgegengesetztem Zeichen nehmen. Ist aber a die mittlere 
tägliche Bewegung der Sonne in Zeit und n- w die wahre 
tägliche Bewegung der Sonne für den bestimmten Tag, so 
werden 24 Stunden mittlerer Zeit gleich 24 — w Stunden wah- 
rer Zeit sein, und man hat daher 

zi4 — L-—24h:24h — w, 
24h 
24h —w' 

Aus der obigen Gleichung für A kann man den Ging 
der Zeitgleichung im Laufe eines Jahres leicht ersehen. Setzt 
man nämlich A — L=0 und nimmt nur die drei bedeutend- 
sten Glieder mit, so erhält man die Gleichung 

0 = 806,5 sin L — 596.6 sin 2 L + 434.1 cos L, 
aus der man die Werthe von L erhält, wenn die Zeitglei- 
chung 0 ist, nämlich L = 23° 16', L= 83" 26, L= 160^ I5', 
L = 213° 9', Werthe die dem 15. April, 14. Juni, 31. August 
und 24. December entsprechen. Die Zeiten, wenn die Zeit- 
gleichung ein Maximum wird, ergeben sich aus der Differen- 
tialgleichung und man findet die 4 Maxima 
444m 315, — — 3m 535, — --6m 425, — — 16m 188 

für ^ Febr. 12, Mai 14, Juli 26, Nov. 18. 

Der wahre Tag ist am lüngsten, wenn die Aenderung 
der Zeitgleichung in einem Tage ein Maximum und positiv 
ist. Dies findet um Dec. 23 statt, wo diese Aenderung 30°, 
also die Dauer eines wahren Tages 24^ 0" 305 ist. Der wahre 


oder z = (A — L) 


*) Der obige Ausdruck giebt L-— A nur genühert. Der strenge Werth 
muls aus den Sonnentafeln berechnet werden, er ist gleich der mittleren Linge 
weniger der wahren Rectascension der Sonne. Die neuesten Sonnentafeln 
sind: die von Hansen und Olufsen, Tables du Soleil. Copenhague 1853. 
und Leverrier's Sonnentafeln. Annales de lObservatoire Impériale. Tome IV. 
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Tag wird dagegen am kürzesten, wenn die Aenderung der 
Zeitgleichung in einem Tage wieder ein Maximum, aber nega- 
tiv ist, und dies findet, Mitte September statt, wo die Aende- 
rung der Zeitgleichung — 215, also die Dauer des wahren 
Tages 23" 59" 39* betrügt. 

Das Vorige enthält Alles, was zur Verwandlung der drei 
Zeiten in einander nöthig ist; indessen wird es gut sein, die 
Regeln im Folgenden zusainmenzustellen. 


16. Verwandlung der mittleren Zeit in Stern- 
zeit und umgekehrt. Da die Sonne durch die scheinbare 
Bewegung von Westen nach Osten von einer Frühlingsnacht- 
gleiche zur andern eine volle tägliche Umdrehung gegen die 
Fixsterne verliert, so muís in einem tropischen Jahre genau 
ein Sterntag mehr sein als darin mittlere Tage enthalten sind, 
und es ist daher: 

365.242201 . 

366.242201 mittleren Tagep, 

= einem mittleren Tage — Am 555.909 mittlere Zeit, 

3 66.242201 

305.242201 
= einem Sterntage + 3» 565.555 Sternzeit. 

Ist also © die Sternzeit, M die mittlere Zeit und ©, die 
Sternzeit, die für M= O0 d.h. für den mittleren Mittag statt- 


findet, so ist: 


cin Sterntag = 


und ein mittlerer Tag = Sterntagen 


24h — 3" 555.909 
M-—(6—6,)-—— 3 — — 


und 
4 
9 —0, F M e > 

Die Sternzeit im mittleren Mittage kann nach dem Vo- 
rigen berechnet, oder den astronomischen Ephemeriden ent- 
nommen werden, wo diese Grölse der Bequemlichkeit wegen 
für jeden mittleren Mittag aufgeführt wird. 

Zur weiteren Erleichterung der Rechnung hat man dann 
noch Tafeln, welche die Werthe 


24h — 3m 55s. 909 
Leg 


und 
24h + 3m 565.555 
a 
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für die einzelnen Werthe. der Zeit | geben. Solche Tafeln 
findet man ebenfalls in den astronomischen Ephemeriden und 
in allen Sammlungen astronomischer Tafeln. 
Beispiel. 1849 Juni 9 14^ 16" 36%.35 Sternzeit für 
Berlin in mittlere Zeit zu verwandeln. 
Die Sternzeit im mittleren Mittage beträgt nach Encke's 
Jahrbuche für diesen Tag 
5h 40m 485, 30, 
also sind vom mittleren Mittage bis zur gegebenen Zeit 9" 
Dm 485.05 Sternzeit verflossen und diese sind nach den Hülfs- 
tafeln, oder wenn man die Multiplication mit 
24h —3m 555, 909 
24h 
macht, 9^ 4m 185.63 mittlere Zeit. Wäre die mittlere Zeit 
gegeben, so würde man dieselbe nach den ITülfstafeln in Stern- 
zeit verwandeln und diese zu der Sternzeit im mittleren Mit- 
tage addiren, am die zu der gegebenen mittleren Zeit gehö- 
rige Sternzeit zu finden. 


17. Verwandlung der wahren Zeit in mittlere 
und umgekehrt. Um wahre Zeit im mittlere Zeit zu ver- 
wandeln, hat man einfach für die gesehene wahre Zeit die 
Zeitoleichung aus den Ephemeriden zu nehmen und diese zu 
der gegebenen Zeit algebraisch hinzuzulegen. Nach dem Ber- 
liner Jahrbuche hat man die Zeitgleichung im walren Mittage: 

IL DIE I. Dir. 
1849 Juni 8 — 1m 205. 73 
9 1 9.37 
10 0 57.74 


Ist also die wahre Zeit 9" 5" 235.60 für den 9. Juni 
gegeben, so findet man dafür die Zeitgleichung — 1” 45.98, 
also die miitlere Zeit 9" 4m 185.62. 

Um mittlere Zeit in wahre zu verwandeln, dient dieselbe 
Zeitgleichung. Da diese aber in den Ephemeriden für wahre 
Zeit gegeben ist, so miilste man eigentlich schon die wahre 
Zeit kennen, um die Zeitgleichung interpoliren zu können. 
Bei der geringen täglichen Aenderung derselben wird es aber 
hinreichend sein, wenn man die gegebene mittlere Zeit da- 
durch in wahre verwandelt, dafs man eine Zeitgleichung an 


-- 11#, 36 


D a 


die gegebene Zeit anbringt, welche nur ungefähr der gege- 
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yenen Zeit eutspricht. Mit dieser wenäherten wahren Zeit 
! Z | S 

interpolirt man dann die Zeitgleichung. Ist z. D. die mitt- 
lere Zeit 0^ 4" 185.62 gegeben, so nehme man als Zeitglei- 


chung — 1”. Mit der wahren Zeit 9^ Dm 185.6 findet man 
damn die Zeitgleichung — 1" 45.98, also die wahre Zeit 9" 


5» 235.60. 

In Nautical Almanac ist ausser der Zeitgleichung für jeden 
wahren Mittag auch die Grólse L — A, die man zur mitt- 
leren Zeit hinzuzulegen hat, um die wahre zu erhalten, für 
jeden mittleren Mittag gegeben. Dadurch wird die Rechnung 
in beiden Fällen dieselbe, indem man sich zur Verwandlung 
der mittleren Zeit in wahre der zweiten Tafel bedient. 


18. Verwandlung der wahren Zeit in Sternzeit 
und umgekehrt. Da die wahre Zeit nichts Anders als der 
Sir den winkel der Sonne ist, so braucht man nur die Rect- 
ascension der Sonne zu addiren, um die Steruzeit zu er- 
halten. 

Nach dem Eneke'schen Jahrbuche hat man die folgenden 
ltectascensionen der Sonne für die wahren Mittage in Berlin: 


I. Diff, 
1849 Juni 8 5b 5m 30s, N 
9 9 DAE LI Wr TT 
d 49 l2 


10 13 46 .98 

Sol man nun 9^ Dm 23s. GO wahre Zeit für Juni 9 in 
Sternzeit verwandeln, so hat man für diese Zeit die Rect- 
ascension der Sonne gleich 5^ 11» 125.75, also die Sternzeit 
gleich 14^ 16" 565. 35. 

Um Sternzeit in wahre Zeit zu verwandeln, hedarf man 
einer genäherten Kenntnifs der wahren Zeit für die Interpo- 
lation der geraden Aufsteigung der Sonne. Zicht man aber 
von der gegebenen Sternzeit die Rectascension der Sonne ab, 
welche für E Anfang des Tages gilt, so erhält man die 
Anzahl der Sternstunden , Aci B dm verflossen sid. 
Diese Sternstunden mülste man in wahre Zeit verwandeln. 
lis reicht aber hin, dieselben in mittlere Zeit zu verwandeln 
und für diese Zeit die Itectascension der Sonne zu interpo- 
liren. Zicht man diese dann von der gegebenen Sternzeit ab, 
so erhült man die wahre Zeit. 

Juni 9 ist die Rectascension der Sonne zu Anfang des 
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Tages gleich 5^ 9" 385. 75, also sind bis zur Sternzeit 14" 16» 
365.35 verflossen 9" 6% 575. 60. Sternzeit oder ON Dm 28s. 00 
mittlere Zeit. Interpolirt man für diese Zeit die Rectascen- 
sion der Sonne, so erhält man wieder 5^ 11" 12*. 75, also die 
wahre Zeit 9^ 5m 235, 60. 

Man kann diese Verwandlung auch ebenso bequem vor- 
nehmen, wenn man aus der Sternzeit die mittlere Zeit sucht 
und aus dieser vermittelst der Zeitgleichung die wahre Zeit. 

Anm. Um diese Verwandlungen für die Zeit 2 cincs Meridians zu machen, 
dessen Längenunterschicd von dem den Ephemeriden zum Grunde liegenden 
Meridiane % ist, positiv wenn westlich, negativ wenn östlich, müssen die aus 


den Ephemeriden genommenen Gröfsen, Sternzeit im mittleren Mitte, Zeit- 
gleichung und Rectascension der Sonne für die Zeit +k interpolirt werden. 


IV. Besondere Erscheinungen der täglichen 
Bewegung. 


19. Vennóge der täglichen Bewegung kommt jedes Ge- 
stin zweimal in den Meridian eines Ortes, nämlich in obere 
Culmination, wenn die Sternzeit gleich der Rectascension des 
Gestirns ist, in untere Culmination, wenn die Sternzeit um 
12 Stunden grölser als die Rectascension ist. Die Zeit der 
Culmination eines Fixsterns ergiebt sich daher unmittelbar. 
Hat aber das Gestirn eine eigene Bewegung, so mülste man 
eigentlich schon die Zeit der Culmination kennen, um die 
dann stattfindende Rectascension berechnen zu können. 

Für die Sonne giebt die in den Ephemeriden gegebene 
Zeitgleichung im wahren Mittage die mittlere Zeit der Cul- 
mination für den bestimmten Meridian, für welchen die Ephe- 
meride gilt, und die für die wahre Zeit k interpolirte Zeit- 
gleichung die mittlere Zeit der Culinination für einen andern 
Meridian, dessen westlicher Längenunterschied % ist. 

Die Oerter des Mondes und der Planeten werden in den 
Ephemeriden für den mittleren Mittag eines bestimmten Meri- 
dians gegeben. Bezeichnet man dann mit f(«) die Rect- 
ascension des Gestirns in Zeit im Mittage, mit £ die Zeit der 
Culmination, so wird die Rectascension des Gestirns zur 
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Zeit der Culmination nach der Newtonschen Interpolations- 
formel, wenn man die dritten Ne vernachlässigt: 


JG) A» 1 ut] Eu 2 D (a), 
oder noch etwas genauer: 
t(t—1) 
fG0 AEE 7 T, 7 QE 2 
Da diese nun gleich der Sternzeit in dem Augenblicke 
sein mufs, so erhält man, wenn O, die Sternzeit im mittleren 
Mittage und das Interval der Argumente für f(a) 24 Stunden 


ist, die Gleichung: 


O, +1 (241 3n 565. 56) — + (+) + pe +», 


also 


je. Jf) — 0, " : 
Du 3» 805 56 — f (a + 2] — 753 f" (a D 


Hier kommt auf der rechten Seite noch £ vor, da aber 
die zweiten Differenzen immer klein sind, so kann man zur 
Berechnung der Formel auf der rechten Seite für £ den Nä- 
(a) — 0, 


* 
rung , 
herungswerth anwenden Bin Im 865.56 _ fa HD ) 


Die Grófse f(a) — O, ist der östliche Stundenwinkel des 
Gestirns für den Mittag des Meridians, für welchen die Ephe- 
meride gilt; ist k die Länge eines anderen Ortes, wieder po- 
sitiv genommen, wenn westlich, so würde der östliche Stun- 


denwinkel für diesen Ort f(a) — 9,-+-k sein, also würde die 
Culminationszeit für diesen Ort in Zeit des ersten Meridians: 
"n FAQ, — O0, Fk 


g—-— AMA. 


Ü 
24h 3m 565. 56 — f^ (a 4-1) — Lie (a -- 4) 
und die Ortszeit der Culmination t = t — k. 


Beispiel. Es seien die folgenden Rectascensionen des 
Mondes für mittlere Berliner Zeit gegeben: 


^) Wäre das Interval der Argumente von /(a) 12 Stunden anstatt 24 
Stunden, so würde in der obigen Formel das erste Glied im Nenner 12h 4m 
589.28 werden, und wenn man von einem Werthe f(a) Due dessen 
Argument die Mitternacht wäre, so würde man ©, -1-12h 1* 585,28 statt 
©, anwenden. 
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JD 
1861 Juli 14.5 13h Tm 55.3 
TR S 
15.0 — 1334 22.9 s sa 4-413 
en Hia e TUN eie 43.5, 


16.0 14 31 4.0 
sowie die Sternzeit im mittleren Mittage Juli 15. 9, = 7» 33" 
(5.9. Man soll die Culninationszeit des Mondes für Green- 
wieh finden. 

Da der Lüngenunterschied von Greenwich k 4-537345. 9 
ist, so wird der Zähler von ( 6^ 54" 49%. 9, die ersten Glieder 
des Nenners werden 11" 33" 595.5, also der genäherte Werth 
von OU gleich 0.59775; damit wird die Correction des Nen- 
ners + 8°.5 und der verbesserte Werth von t' gleich 0.59762 
oder 7^ 10% 175.0, mithin die Ortszeit der Culmmation 
Gh 16m 425. 1 

Für die untere Culmination würde man, wenn & wieder 
das der unteren Culmination nahe liegende Argument bezeich- 
net, die Gleichung haben: 


6, Hi (24h am 80.0) — 2^ - (3) H- (4-0 4 152 ae 
und die allgemeine Formel wird daher: 
TN 12h + / (9) tk 
24^ 3m 595.56 — (a4) RI Ee E 


oder, wenn hier das Interval der IMPOSTE 12 Stunden ist: 
12h cb a) — 0, e ` 


dee: — 


12h42 585.3 — /" (a -- 42) — 5 /" UH 


Deispiel Wollte man die viet teet des Mon- 
des für Greenwich Juli 15 finden, so würde man hier von 
Juli 15.5 ausgehen, also würde der Zähler 7^ 20" 508.4, die 
ersten Glieder des Nenners würden 11^ 33" 165. 0, mithin der 
genäherte Werth von #’ gleich 0.6359 und der verbesserte 
Werth 0.63577 oder 7» 37» 455.1. Die untere Cuhnination 
findet daher statt um 19% 37” 455.1 Berliner Zeit oder um 
18^ 44" 105.2 Greenwicher Zeit. 

20. In No.7 war die Gleichung gefunden: 

sin 4 = sin q sin  4- cos y cos Ò cos t. 

Befindet sich das Gestirn im Horizonte, ist also h — 0, 

so erhält man hieraus: 


0 = sin p sin Ó H- cos p cos Ò cos ta, 
also cos to = — tang gp tang d. 


111 


Vermittelst dieser Formel findet man also für eine be- 
stimmte Polhöhe op den Stundenwinkel eines auf- oder unter- 
schenden Gestirms, dessen Declination ò ist. Den Werth 
dieses Stundenwinkels absolut genommen, nennt man den 
halben Tagbogen des Sterns. Kennt man die Sternzeit, 
zu welcher der Stern durch den Meridian geht oder seine 
Rectascension, so kann man also die Sternzeit des Auf- oder 
Untergangs bereehnen, je nachdem man den absoluten Werth 
von £, von der Rectascension abzieht oder zu derselben hin- 
zufüst. Aus der Sternzeit findet man dann nach dem Vori- 
gen die mittlere Zeit. 


Beispiel. Man soll berechnen, um welche Zeit der 
Stern Arcturus für Berlin auf- und untergeht. Für den An- 
fang des Jahres 1861 hat man für Arcturus: 

a= 14h 9m 195, 3 à — -4- 19? 54' 29". 

Ferner ist: 

p= 52? 30' 16". 
Damit findet man den halben Tagbogen 
to — 118° 10' 1", 3 — 7h 52m 408, 

Arcturus geht also auf um 6^ 16% 395 und unter um 
22^ 1% 595 Sternzeit. 

Um die Zeit dos Auf- und Untergangs eines beweglichen 
Gestirns zu finden, mufs man die Declination für die Zeit 
des Auf- und Untergangs kennen und die Aufgabe muls da- 
her dadurch gelófst werden, dals die Rechnung doppelt ge- 
führt wird. Für die Sonne wird dies einfach. Nimmt man 
zuerst einen genäherten Werth für die Declination, so er- 
hält mau einen genäherten Werth des Stundenwinkels der 
Sonne oder der wahren Zeit des Auf- und Untergangs. Da 
die Deelinationen der Sonne in den Ephemeriden für die 
wahren Mittage gegeben sind, so kann man dann durch In- 
terpolation die Declination für den Auf- und Untergang fin- 
den und damit die Rechnung wiederholen. 

Für den Mond wird die Rechnung etwas weitläuftiger. 
Berechnet man die mittleren Zeiten der oberen und unteren 
Culmination des Mondes, so kann man die jedem Stunden- 
winkel des Mondes entsprechende mittlere Zeit finden. Man 
findet dann mit einer genäherten Declination des Mondes 
den Stundenwinkel für die Zeit des Auf- und Untergangs 
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nnd somit die mittlere Zeit zuerst genähert und wiederholt 
dann die Rechnung mit der für diese Zeit interpolirten De- 
clhnation. Ein Beispiel findet sich in No. 14 des dritten 
Abschnitts. 


Anm. Die Gleichung für den Stundenwinkel des Auf- nnd Untergangs 
lüfst sich noeh in eine andere Form bringen. Zieht man nämlich dieselbe 
von Eins ab und addirt sie auch dazu, so erhält man durch Division der 
neuen Gleichungen: 
cos (p — à) 
cos (q-4- 0) 


tang 402 = 


21. Die obige Formel für cos t, giebt von allen Erschei- 
nungen Rechenschaft, welche der Auf- und Untergang der 
Sterne je nach ihrer verschiedenen Lage gegen den Aequa- 
tor für alle Orte auf der Oberfläche der Erde darbietet, 

Ist ð positiv, steht also der Stern nördlich vom Aequa- 
tor, so wird für Orte unter nördlicher Breite cos f, negativ; 
dann ist also t, grófser als 90" und der Stern verweilt daher 
längere Zeit über dem Horizonte als unter demselben. Für 
Sterne mit südlicher Declination wird dagegen t, kleiner als 
90°, diese verweilen also fiir Orte auf der nördlichen Halb- 
kugel der Erde kürzere Zeit über dem Horizonte als unter 
demselben. Auf der südlichen Halbkugel der Erde, wo ọ 
negative Wertlie hat, verhält es sich umgekehrt, indem dort 
der Tagbogen der südlichen Sterne gröfser als 12 Stunden 
ist. Ist q — 0, so wird f, für jeden Werth von d gleich 90°; 
unter dem Aequator verweilen also alle Sterne gleich lange 
Zeit über dem Horizonte wie unter demselben. Ist ô= 0, 
so wird für jeden Werth von p ebenfalls £, = 90°. Für Acqua- 
torsterne ist also die Zeit, wührend welcher sie über dom 
Horizonte sind, für alle Orte der Erde gleich der Zeit, wäh- 
rend welcher sie unter demselben sind. 

Steht also die Sonne nördlich vom Acquator, so sind 
auf der nördlichen Halbkugel der Erde die Tage länger als 
die Nächte, und umgekehrt, wenn sie südlich steht. Ist aber 
die Sonne im Aequator, so ist für alle Orte der Erde Tag 
und Nacht gleich. Unter dem Aequator selbst ist dies immer 
der Fall. 

Der Werth von f, wird übrigens nur so lange möglich 
sein, als tang «q tang 0 — 1 ist. Soll also ein Gestirn. für 
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einen Ort, dessen Polhöhe q ist, noch untergehen, so mus 
tang de cotang p oder d<90’— ıp sein. Ist à —90!— q, 
so wird ¿= 180" und das Gestirn berührt dann nur in der 
unteren Culmmation den Ilorizont. Ist ð> 90 — y, so geht 
das Gestirn nie unter, ist dagegen die südliche Declination 
gröfser als 90? — p, so kommt das Gestirn gar nicht mehr 
über den Horizont. 

Da die Deelination der Sonne immer zwischen den Gron- 
zen — s und -s liegt, so haben diejenigen Orte der Erde, 
für welche die Sonne auch nur emen Tag im Jahre nicht 
auf- oder untergeht, eine nördliche oder südliche Polhöhe 
gleich 90° — s oder 665^. Diese Orte liegen in den beiden 
Polarkreisen. Die den Polen der Erde noch näher liegenden 
Orte haben die Sonne im Sommer desto längere Zeit unun- 
terbrochen Hber dem Horizonte und im Winter unter dem- 
selben, je näher sie selbst den Polen liegen. 


Anm. Ein Punkt des Aequators geht auf, wenn sein Stundenwinkel 6h 
ist. Ist also die Rectascension dieses Punktes a, so erhält man die Sterne, 
welche zu gleicher Zeit aufgehen, wenn man einen grófsten Kreis durch diesen 
Punkt des Acquators und durch die Punkte der Sphäre legt, deren Rectascen- 
sionen e —boR und @+-6% und deren Declinationeu bezichlich — (90 °— p) und 
--90° — p sind. Ebenso erhält man die Sterne, welche mit diesem Pımkte 
des Aequators untergehen, wenn man einen grófsten Kreis durch die Punkte 
legt, deren Reetascensionen «--6h und @—6N und deren Deelinationen be’ 
ziehlich — (90° — p) und 90° — p sind. Der Punkt, welcher beim Aufeange 
des Punktes æ im Horizonte in der unteren Culinination war, wird aber jetzt 
in oberer Culmination p Grade über dem Pole oder in der Höhe 25 über 
dem nördlichen Horizonte sein, Unter der Polhöhe 45° machen daher alle 
Sternbilder eine Drehung von 90° vom Aufeange zum Untergange, da der 
halbe gröfste Kreis, der mit einem Punkte des Acquators zu gleicher Zeit 
aufging, beim Untergange desselben Punktes des Aequators senkrecht auf dem 
Horizonte steht. Unter dem Acquator gehen aber alle Sterne, die zu gleicher 
Zeit aufgehen, auch zu gleicher Zeit unter. 


22. Um den Punkt des Horizonts zu finden, wo ein 
Stern auf- und untergeht, hat man nur in der m No. 6 ge- 
fundenen Gleichung: 


sin Ò = sin p sin A — cos e cos A cos A, 


h — zu setzen, wodurch man erhält: 
sin d 


eus A g = — cosp (N). 
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Der negative Werth von A, ist das Azimut des Sterns 
bei seinem Aufgange, der positive Werth das Azimut bei 
seinem Untergange. Die Entfernung des Sterns vom wahren 
Ost- oder Westpunkte nennt man die Morgen- oder Abend- 
weite des Sterns. Bezeichnet man diese durch A, so ist: 


A 
also: 
sin A, = E (OR 
cos p 


wo A positiv ist, wenn der Punkt des Auf- oder Untergangs 
vom Ost- oder Westpunkte nach Norden liegt, negativ, wenn 
derselbe nach Süden liegt. 

Der Formel (c) für die Morgen- und Abendweite kann 
man auch wieder eine andre Gestalt geben, wenn man schreibt: 
1+sinA, — sinyw+ sind 
1 — sin A sin w — sin ô’ 

wo y= 90 — g ist. Daraus erhält man dann: 
2 
tang (45 — a) = EE Y 
ng 
Für Arcturus erhält man danach mit den vorher gege- 
benen Werthen von ô und o 


A, — 34° Q'. 9. 


23. Setzt man in der Gleichung: 
sin 4 = sin y sin Ô eos p cos ô cos t 
1—2sin}t? für cos t, so erhält man: 
sin 4 = cos (p — 0) — 2 eos g cos Ô sin J 42. 

Daraus sieht man zuerst, dafs zu gleichen Werthen von 
t zu beiden Seiten des Meridians auch gleiche Höhen gehö- 
ren. Ferner wird, weil das zweite Glied immor negativ ist, 
h für {=0 ein Maximum und dies Maximum selbst, oder 
die Zenithdistanz des Sterns bei semer oberen Culmination, 
ergiebt sich aus der Gleichung: 


cos z = cos (p — 0) (d, 
nämlich 
z=p— d oder =Ò ~ p. 
Nimmt man also all gemein: 


EL 
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so mufs man südliche Zenithdistanzen negativ nehmen, weil für 
Sterne, die auf der Südseite des Zeniths culminiren, 9 < qp ist. 

Für die untere Culmmation oder für £— 180? wird dagegen 
h em Minimum, wie man am leichtesten sicht, wenn man 
180 -+ € für t einführt, wo also ?' von dem Theile des Meri- 
dians unter dem Pole ab gerechnet ist. Dann wird nämlich: 

sin 4 = sin p sin Ô — cos p cos ô cos t', 
oder wenn man wieder 1 — 2 sin 3? für cos ?' setzt: 
sin h = cos [180? = (y -t- 0)] -E- 2 cos p cos 0 sin 4 /'?. 

Da das zweite Glied der rechten Seite immer positiv 
ist, so wird k cin Minimum, wenn /'— Q ist, d. h. in der 
unteren Culmination und zwar: 

cos z = cos [180° = (p -+ 0)]. 

Da 3 immer kleiner als 90° sein muls, wenn der Stern in 
der unteren Culmination sichtbar ist, so gilt das obere Zei- 
chen, wenn p also auch d positiv ist, das untere Zeichen 
für Orte auf der südlichen Halbkugel, und man hat daher 
nach dem Vorigen: 

z — 180? — (p + Ò), 
für Orte auf der nördlichen Erdhalbkugel, und 
z= — (180° +p + ô) 
für Orte auf der südlichen Halbkugel zu nehmen. 

Die Declination von o Lyrae ist 38° 39', also ist für die 
Polhóhe von Berlin à— p =— 13° 51. Der Stern « Lyrae 
geht also bei seiner oberen Culmination für Berlin südlich 
vom Zenith in einer Entfernung von 13° 51’ durch den Me- 
ridian. Ferner ist 180° — y — ò oder die Zenithdistanz bei 
der unteren Culmination gleich 88° 51. 


24. Die gröfste Höhe eines Gestirns findet nur dann 
in Meridian statt, wenn die Deelination desselben wührend 
der Zeit seines Verweilens über dem Horizonte sich nicht 
ändert. Ist die Declination dagegen veränderlich, so erreicht 
das Gestirn aufserhalb des Meridians seine gröfste Höhe. 
Differenzirt man die Formel: 

cos z = sin p sin Ó -+ cos p cos Ó cos t, 
indem man s, A und £ als veränderlich ansieht, so erhält 


man: 


— sin z dz = [sin p eos à — cos p sin Ó cos i] dô — cos p cos Ô sin tdt 
Eh 
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und hieraus für den Fall, daß s ein Maximum oder dz—0 
ist: 
- dë = 
sint cy [tang p — tang ô cos t]. 
D 
Aus dieser Gleichung findet man den Stundenwinkel des 


: . : a m lð . : 
Gestirus zur Zeit seiner gröfsten Höhe. er ist das Verhält- 
[/ 


nils der Aenderung der Declination zur Aenderung des Stun- 
denwinkels, sodaís, wenn z. B. dt eine Bogensecunde beden- 


dò 
tet, Ss 


cunde ist. Da dies Verhältnifs bei allen Gestirnen klein ist, 
so wird man sin / mit dem Bogen vertauschen und cos t gleich 
Eins setzen können und erhält dann für den Stundenwinkel 
der gröfsten Ilöhe: 


die Aenderung der Declination in jj einer Zeitse- 


206265 
mg toi 


€ [tang 
D id D 


ga) us S A ` x 5 
subi die Aenderung der Declination m einer Zeitsecunde 


ist nnd £ in Zeitsecunden gefunden wird. Diesen Stunden- 
winkel £ hat man dann immer zu der Zeit der Culmination 
algebraiseh zu addiren, um die Zeit der grófsten Höhe zu 
erhalten. 

Culminirt das Gestirn südlich vom Zenitb und nähert 


6 o b dà DÉI d 

sich das Gestirn dem Nordpole, ist also ;, Positiv, so findet, 
t 

wenn op positiv ist, die grófste Höhe nach der Culmination 

statt; nimmt dagegen die Deelination ab, so tritt die grölste 


Höhe vor der Culinination ein. Das Umgekehrte findet statt, 
wenn das Gestirn zwischen dem Pole und Zenith culminirt. 
25. Differenzirt man die Formeln: 
cos h sin d = cos Ò sin t, 
cos A cos Á = — cos q sin Ò + sin p cos cos /, 


so erhält man: 
d 


TONO re T A " 
sin A ER ='cos 0 |sin cos A sin 4 — cos ¿sin A], 
H 
dA S ` 5 n 
cos A ix 995 ö [cos A cos + sin p sin z sin A], 
H 


dh ` 
diu 


oder: — eos Ô sin p = — cos p sin A, 


lA " 
eos h E = + eos 0 cos p. 
H 


~ 
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Häufig braucht man noch die zweiten Differentialquotien- 
ten. Es ist aber: 


d? ], i dA 
— = — cos p cos A. — 
cm e di’ 
cos p cos Ó cos A cos p () 
Sn . 1 
cos À 
Ebenso hat man: , 
dz Ue , 
Um YE Ó sin p = cos q sin 4, 
ail 
d? z — cos p cos Ô cos A cos p 7i 
que- cos & Géi 


Ferner findet man aus der zweiten der Formeln (h): 

(2 A 

di? di 

Man erhält aber dureh die Differentiation der Formel: 
sin 9 = sin A sin d + cos h cos ô cos p, 


i met CH 4 
cos h? = — cos fi cos Ô sin p A + cos Ò cos p sin 
[6 


d 


cos I eos Ö sin p ZP — [eos k sin 9 — sin h cos Ò cos Pl 
di di 


Folglich wird auch: 
gi : : : 
cos A? Ln [eos A sin à — 2 cos Ò sin À cos p] cos 9 sin p, 
oder auch, wenn man 4 statt p einführt: 
es 


cos Ai qim c Coup sin A [cos à sin Ò -+ 2 cos p cos Al 


26. Da man hat: 
dh 


— = — eos psm A 
dt 7 à 


so wird 0, also h ein Maximum oder Minimum, wenn 
sm 4 = 0, also der Stern im Meridian ist. 

Ferner wird T ein Maximum sein, wenn sin A — = 1, 
also A= 90° oder — 270° ist. 


Die Höhe eines Sterns ändert sich also am schnellsten 
in dem Augenblicke, wo derselbe durch den Verticalkreis 
geht, dessen Azimut 90° oder 270° ist. Diesen Verticalkreis 
nennt man den ersten Vertical. 

Um die Zeit des Durchgangs der Sterne durch diesen 
ersten Vertical, so wie ihre Höhe in demselben zu finden, hat 
man nur in den Formeln in No. 6 dieses Abschnitts A — 90 
zu setzen oder das in diesem Falle rechtwinklige Dreieck 
zwischen Stern, Zenith und Pol zu betrachten und erhält: 


tang A 
cos ¿== : 
angy 
D (D. 
sın 
sind -— 
sinp 
Endlich wird: 
R cos (p 
[3911 p — — 8 
cos o 


Ist d'G q, so wird cos £ unmöglich, also kommt dann 
der Stern gar nicht mehr in den ersten Vertical, sondern cul- 
minirt zwischen Zenith und Pol. Ist 9 negativ, so wird cos I 
negativ; da aber unter nördlichen Polhóhen die Stundenwin- 
kel der südlichen Sterne immer kleiner als 90 sind, so lange 
sich dieselben über dem Horizonte befinden, so kommen die- 
selben auch nicht in den sichtbaren Theil des ersten Vertieals. 

Für Arcturus und die Polhóhe von Berlin erhält man: 

t= 139 52.1 == Ah 55m 285 
125002493 

Arcturus kommt also für Berlin in den ersten Vertical 
vor der Culmination um 9^" 13" 51° und nach derselben um 
Tg dim Za 

Ist der Stundenwinkel nahe bei 0, so findet man € durch 
den Cosinus und % durch den Sinus sehr ungenau. Man er- 
hält aber dann aus der Formel für cost auf dieselbe Weise 
wie früher: 

A * = 2 
und nimmt dann für die Berechnung der Höhe die folgende 
Formel: 


cotang 4 = tang t cos p. £ 
27. Da man hat: s 
dA — cos cos p 

dt cos h 
so sieht man, dals dieser Differentialquotient gleich Null wird, 
dals also ein Stern nur seine Höhe für einen Augenblick 
ändert, wenn eos p = o wird, also der Verticalkreis des Sterns 

auf dem Declinationskreise senkrecht ist. Da aber: 


sin p — sin À sin d 


cos p = [3 
cos A cos d 


o À o 6 sin . 
ist, so sieht man, dafs dies statt findet, wenn sin k = > 4 ist. 
sn 


Ein solcher Fall findet also nur statt für diejenigen Cir- 
cumpolarsterne, deren Declination gröfser als die Polhöhe 
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ist und zwar da, wo der Verticalkreis den Parallelkreis be- 
rührt. Der Stern ist dann in seiner grófsten Digression 
und das Azimut zu der Zeit ist gegeben durch die Glei- 
chung : 


cos à 
sin A = -——— 
cos p 
und der Stundenwinkel durch die Gleichung: 
tan 
et. 


tang 6 
Für den Polarstern, dessen Declination für 1861 gleich 
88^ 34° 6” und für die Polhóhe von Berlin findet man: 
t= - 88° 8' 0" — 5h 52m 325, 
A= 2? 24' 9" vom Nordpunkte gerechnet, A — 52° 31'. 7. 


28. Zum Schlusse soll noch die Zeit bestimmt werden, 
in welcher die Scheiben der Sonne und des Mondes sich 
durch einen gegebenen grófsten Kreis bewegen. 

Ist Ae die Zunahme der Rectascension des Gestirns in 
Zeitsecunden zwischen zwei auf einander folgenden Culmina- 
tionen, so erhält man die Sternzeit v, in welcher sich das- 
selbe durch einen. gewissen Stundenwinkel £ bewegt, da für 
die hier zu betrachtenden kleinen Stundenwinkel die Bewe- 
gung der Sonne und des Mondes als gleichfórmig angenom- 
men werden kann, aus der Proportion: 

z: t = 86400 + Aa: 86400 
also 
1 
p. A rcm 
86400 E 
oder wenn man das zweite Glied des Nenners, welches gleich 
der Zunahme der Rectascension des Gestirus iu Zeit in einer 
Sceunde Sternzeit ist, mit A bezeichnet: 
SES 
'4—4 

Ist nun der westliche Rand des Gestirns im Meridian, 
so ist der östliche Stundenwinkel des Mittelpunkts, wenn man 
den scheinbaren Halbmesser mit R bezeichnet, gegeben durch 
die Gleichung: 


KEE 


cos R = sin à? -+ cos 0? cos t 
S 


oder £ 
sin 4 R — cos Ó sin 4 t. 
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Man hat daher, da £ klein ist, für diesen Stundenwinkel 
in Zeit: 


^. 15cosô 
und mithin die Sternzeit der Culmination der Sonne: 
92 Ike 1 


2x 


45.cos 8 ^ 1 — 4 
Ist der obere Rand des Gestirns im Horizonte, so isi 


der untere Rand um 2 R unter dem Horizonte, und da 


— cos ò sin p, so wird der Unterschied der Stundenwinkel 
des oberen und unteren Randes in Zeit: ^ 
2R 

15. cos ô sin p 
und mithin die Dauer des Auf- oder Untergangs des Gestirns 
in Sternzeit gleich 

2 1 

45.cosdsmnp "1 m 

wo p durch die Gleichung gegeben ist: 


Palatino sin g 


Legt mau einen Verticalkreis an den Mittelpunkt und 
Rand des Gostims, so findet man den Unterschied dor Azi- 


R 


mute derselben^aus der Gleichung: 
sind R== cos A si 5 « 
ger, da o klein ist, aus: 
Ji = cos À . e 


cos A d.A 


Da aber dt= — —,. go erhält inan für die Sternzeit, 
cos cos p” 


in welcher das Gestirn durch einen. Höhenkreis geht: 
2H 1 
15 cos 9. cos p Il 


cos Ô sinp — sind cos cos t 
wo cos p = — > . 
cos A. 


Zweiter Abschnitt. 


Von den Veränderungen der Fundamental- Ebenen, 
auf welche die Oerter der Sterne bezogen 
werden. 


Da die Pole ihre Lage auf der Oberfläche der Erde nicht 
ändern, so ist der Winkel zwischen der Ebene des Horizonts 
eines Ortes und der Erdaxe sowie der Ebene des Erdáqua- 
tors constant. Dasselbe ist daher der Fall mit der Lage des 
Poles und des Aequators der scheinbaren Himmelskugel ge- 
gen den grófsten Kreis des Horizonts. Da aber die Lage 
der Weltaxe im Raume durch die Anziehung der Sonne und 
des Mondes geändert wird, so füllt der ideale grölste Kreis 
des Aequators sowie der ideale Pol zu verschiedenen Zeiten 
mit verschiedenen Sternen zusammen oder die Sterne schei- 
nen ihre Lage gegen den Aequator zu ändern. Ferner be- 
wirken die Anziehungen der Planeten eine Aenderung der 
Lage der Ebene der lürdbahun im Raume; die Bahn, welche 
der Mittelpunkt der Sonne im Laufe eines Jahres zu beschrei- 
ben scheint, fällt daher im Laufe der Zeit ebenfalls mit ver- 
schiedenen Sternen zusammen. Durch die Bewegungen bei- 
der Ebenen entsteht daher sowohl eine Aenderung der ge- 
genseitigen Neigung oder der Schiefe der Ecliptic als auch 
eine Aenderung der Durchschnittspunkte der denselben ent- 
sprechenden gröfsten Kreise. Die Längen wmd Breiten der 
Sterne sowie die Rectascensionen und Deelmationen der 
Sterne sind daher ebenfalls veränderlich und es ist vor Allem 
wichtig, die Aenderungen dieser Grölsen kennen zu lernen. 

Um sich einen deutlichen Begriff von den gegenseitigen 
Bewegungen des Aequators und der Ecliptie zu machen, 
muls man dieselben auf eine feste Ebene beziehen, wofür nach 
Laplace derjenige grölste Kreis genommen wird, mit welchem 
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die Ebene der Eeliptie zu Anfang des Jahres 1750 zusam- 
menfiel. Die physische Astronomie lehrt nun, dafs die An- 
zielung der Sonne und des Mondes auf das Exdsphiwoid 
eine Bewegung der Erdaxe und somit des Aequators geren 
die feste Ecliptie erzeugt, vermöge welcher die Durchschnitts- 
punkte eine langsame, rückgängige Bewegung auf der festen 
Ebene haben und zugleich eine periodische, die von den Oer- 
tern. der Sonne und des Mondes und der Lage der Mond- 
knoten abhängig ist. Die erstere heifst die Luni- Solar- 
Präcession, die zweite, periodische Bewegung die Luni- 
Solar-Nutation in Länge. Aufserdem erzeugt diese An- 
ziehnng eine periodische, von denselben Gröfsen abhängige 
Aenderung der Neigung des Aequators gegen die feste Ebene, 
welche die Luni-Solar-Nutation der Schiefe heifst. 

Da ferner die gegenseitigen Anziehungen der Planeten 
Aenderungen in den Neigungen und der Lage der Durch- 
schnittslinien der Planetenbahnen mit der festen Eeliptie er- 
zeugen, so ändert auch die Ebene der Erdbahn ihre Lage 
gegen die feste Ecliptic, mit der dieselbe im Jahre 1750 zu- 
sammenfiel. Dadurch entsteht also eine Aenderung der Nei- 
gung der wahren Ecliptic gegen den Aequator, welche die 
Säcularänderung der Schiefe heifst; ferner ist die Be- 
wegung der Durchschnittspunkte des Aequators und der wah- 
ren Ecliptie auf letzterer, welche die allgemeine Präcession 
genannt wird, verschieden von der Bewegung des Acquators 
auf der festen Ecliptic, der Luni-Solar-Präcession "3. 

Diese Aenderung der Ebene der Erdbahn hat aber noch 
eme andre Wirkung. Da sich nämlich vermöge derselben 
die Lage der Bahnen der Sonne und des Mondes gegen den 
Erdäquator, obwohl sehr langsam, ändert, so muls daher eine 
der Nutation ähnliche Bewegung des Aequators nur von sehr 
langer Periode entstehen, durch die sowohl die Neigung des 
Aequators gegen die Ecliptie als auch die Lage der Durch- 
schnittspunkte geändert wird. Wegen der sehr langen Pe- 
riode dieser Aenderungen werden dieselben aber mit der Sä- 
ceularänderung der Schiefe und der Präcession zusammenge- 


*) Die periodischen Glieder, die Nutation, bleiben für die feste und be- 
wegliche Ecliptie dieselben. 
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nommen. Die durch die Störungen der Planeten indirect er- 
zeugte Bewegung des Acquators ändert daher ein wenig die 
Luni- Solar- und die allgemeine Prücession, ebenso die Win- 
kel, welche die feste und bewegliche Ecliptic mit dem Ae- 
quator machen *). 


Ces I. Die Präcession. 


1. Laplace giebt im $. 44 des sechsten Buches der Me- 
canique céleste die Ausdrücke für die verschiedenen langsa- 
men Bewegungen des Aequators und der Ecliptic, welche 
sich auf Zeiträume von etwa 1200 Jahren vor und nach der 
Epoche von 1750 anwenden lassen, indem die Sácularstórun- 
gen der Erdbahn so weit berücksichtigt sind, daís sie für so 
lange Zeiträume ausreichen. Dessel hat hieraus diese Aen- 
derungen nach Potenzen der Zeit entwickelt und giebt in der 
Vorrede zu seinen Tabulae Regiomontanae die Ausdrücke der- 
selben bis auf die zweite Potenz der Zeit, die für mehrere 
Jahrhunderte vor oder nach der Epoche ausreichen. Danach 
ist die jährliche Luni-Solar-Präcession für die Zeit 1750 +1: 

di 


5 = 50".37572 — 0".000243589 t 
d 


oder die Aenderung selbst in dem Zeitraume von 1750 bis 
1150 + t: 
l — 1. 50",37572 — 1* 0",0001217945, 
und dies ist also der Bogen der festen Ecliptic zwischen den 
Durchschnittspunkten derselben mit dem Aequator zu Anfang 
der Jahre 1750 und 1750 +1. 
Ferner ist die jährliche allgemeine Präcession: 


E — 50”.21129 + 0".0002442966 ı 
H 


und die Aenderung selbst in dem Zeitraume von 1750 bis 
1750 -Ft: 
l= ı50",21129 + 4? 0".0001221483, 


*) In den in Reihen entwickelten Ausdrücken nur die von :;? abhängigen 
Glieder. 


124 


und dies ist der Bogen der wahren Eeliptic zwischen den 
Durchschnittpunkten derselben mit dem Aequator zu Anfang 
der Jahre 1750 und 1750 +1. 

Ferner ist der Winkel zwischen dem Aequator und der 
festen Ecliptie für 1750 +1: 

2, = 23° 28’ 18".0 + z? 0",0000098423 
und der Winkel zwischen dem Acquator und der wahren 
Ecliptic, welcher die mittlere Schiefe der Ecliptic gc- 
nannt wird: 
e = 23" 28' 18".0 — 1 0".48368 — z” 0",00000272295 *). 

sodals man noch bat: 


d 
SE = + 0".00001968466 1, 

[/ 

de n 1 " 44 

j, 7" — 048368 — 0".0000054439 z. 
G 


Es sei nun Fig. 2 AA, der Aequator und EE, die Eclip- 
lie, beide für das Jahr 1750, ferner bezeichue A'A” und es 
den Aequator und die Ecliptic für 1750--1, so ist das Stück 


*) Bessel hat die numerischen Werthe der in der Mécanique céleste pe- 
gebenen Ausdrücke etwas geändert, indem er die Sücularstórungen der Erde 
mit einer verbesserten Venusmasse berechnet und das in 2 multiplieite. Glied 
der Luni-Solar-Präcession Z, aus neueren Beobachtungen bestimmt hat. Die 
jährliche Abnahme der Schiefe der Ecliptic, wie dieselbe nach den neuesten 
Bestimmungen aus len Beobachtungen folgt, ist von der im Texte gegebenen 
etwas verschieden, nämlich 0",4645. Es ist aber der obige Werth für die im 
Folgenden zu gebende Berechnung der Grófsen x und 7/, welche die Lage 
der wahren Ecliptic gegen die feste bestimmen, beibehalten, wie dies von 
Bessel geschehen und auch richtiger ist, da diese Werthe mit den auf den- 
selben Massen beruhenden Worthen von D für die Bestimmung von zz und 77 
verbunden werden. Die in ¿? multiplieirten Glieder, die von den dureh die 
Planeten erzeugten Störungen abhängen, beruhen auf den von Laplace ange- 
wandten Massen und bedürfen einer genaueren Bestimmung. 

Peters giebt in seiner Schrift: Numerus constans nutationis, mit den 
neuesten Planctenmassen die folgenden Woerthe, die auf das Jahr 1750 und 
auf die Besselsche Constante der Luni-Solar-Präcession redueirt sind: 

L = 1 50.375772 — 1? 0".0001084 

== 150".21484 + ı? 0".0001134 
£o = 23?28' 17".9 + 0".00000735 z? 

e = 23?28' 17.9 — 0".4738 t — 0".00000140 47. 

Da die Besselschen Werthe aber fast allgemein angewandt werden, so 
sind dieselben im Texte beibehalten. 


Fig. 9 
Di 
17 
D , Zo l 
A 
ST 
£ 
VS 
GE 
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SE e 
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+ 
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d SE Aa" 


BD der festen Ecliptic, um welches der Aequator auf der- 
selben sich rückwärts bewegt hat, die Lunisolarpräcession in 
| Jahren gleich l. Ferner sind BCE und A BE beziehlich 
die Neigung ‘der festen und dor wahren Ecliptic gegen den 
Aequator gleich & uud &, Ist dann S irgend ein Stern, so 
ist, wenn SL und SL senkrecht auf die feste und die wahre 
Ecliptie gezogen sind, DL die Länge des Sterns für 1750, 
dagegen CL die Länge des Sterns für 1750 tt Bezeich- 
net man durch D' denselben Punkt der beweglichen Ecliptic, 
weleher in der festen mit D bezeichnet wurde, so ist der 
Bogen CD', d.h. also der Bogen der wahren Ecliptic zwi- 
schen dem Aequinoetium von 1750^und dem von 1750 -+t 
die allgemeine Präcession. Dieser Theil der Präcession in 
Länge ist für alle Sterne gleich. Um daraus die vollstän- 
dige-Prücession in Länge für einen Stern zu erhalten, hat 
man zu der allgememen Präcession nur noch D'L'— DL hin- 
zuzufügen. Dieser Theil ist aber wegen der langsamen Acn- 
derung der Schiefe bedeutend klemer als der erstere. Um den- 
selben zu berechnen, bedarf man der Lage der wahren Eclip- 
De gegen die feste, die durch die Säcularstörungen der Erde 
gegeben ist, die man aber auch aus den obigen Ausdrücken 
herleiten kann. Nennt man nämlich /7 die Länge des auf- 
steigenden Knotens der wahren Ecliptie auf der festen (d. h. 
denjenigen Durchschnittspunkt beider grófsten Kreise, von 
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welchem ab die wahre Ecliptie eine nördliche Breite über 
der festen erhält) und zählt diesen Winkel vom festen Aequi- 
noetium des Jahres 1750 ab, so hat man, weil die Längen 
in der Richtung von B nach D gezählt werden und E der 
niedersteigende Knoten der wahren Eeliptie auf der festen, 
also DE=180"— 11 ist, BE-180"— 1-1 und CE=180°- II-1. 
Nennt man die Neigung der walıren Ecliptie gegen die feste 
7, hier also den Winkel BEC, so hat man nach den Napier- 
schen Analogien: 


= sm — tang — 


LO . Ļ—l E-F 6g 
a A 2 


tang 4s . sin far E 


„1 ied d 
tang 4 7r . oos j M + ar } = cos —,— tang = Ze 


Da B der Punkt des Aequators ist, welcher im Jahre 
1750 in D war, so ist B C das Stück des Aequators, um wel- 
ches sich der Durchschnittspunkt der Ecliptie während der 
Zeit £ auf dem Aequator vorwärts bewegt hat. Bezeichnet 
man diesen Bogen, der die Präcession durch die Pla- 
neten während der Zeit £ genannt wird, mit a, so erhält 
man aus demselben Dreiecke: 


— £p 


e-te D 
omg ia, eo, = tang} (Ll, D eos. 
& 


2 

Aus diesen Gleichungen kann man nun a, z und IM in 
Reihen entwickeln, die nach Potenzen der Zeit t fortschrei- 
ten. Die letzte Gleichung giebt, wenn man: 


ea +!le—e,) statt En 


einführt und die Sinus und Tangenten der kleinen Winkel 
l1, —l, a und s—e, mit dem Bogen vertauscht: 

Ue d Uz ` De 

ed Di n E -3 SENSUS 206205^ 

oder wenn man für 4, | und e—e, ihre Ausdrücke setzt, 
die die Formen 4,t-- Z4,t*, A1t-4-At* und ytty t? haben, 
So wird: 


Kies 


À,—À p A sh 1,0,—2o» sinss } 
` COS £s COS £y ^ 206265 ^" cose?) 


und, wenn man die numerischen Werthe einsetzt: 
a = t. 0.17926 — 2? 0".0002660393, 


= = 0.17926 — 1. 0".00053207786. 
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Ferner ist: 


Sen £g 
LH Wer 
- ` Kë GE " f 
kung Par aech ting ER Ri 
sin : 
A 
und 
( A et eg? E—E °} AJ? 
tang 4 zr? = ang 2 tang 2 -+ tang - 2 a 2 a 
oder auf dieselbe Weise wie oben: 
í sinso, 3 #acose, 
tang } UE i a O a) en ' 206265 
. a? sin ze cos 89 (s — £4) 
m? — u? gin 89? + (e — $9)? + Ec 


Setzt man auch hier für s — s, und a die Ausdrücke 
ni- und et-- o 0, so ist: 
a sing 
II -- 3 (L4- 1) — are tang —— — 
7" 
sin eg — «1 sin & 
Lt KE? m: 7 "il uci. 206265 -I- 1 a cos D eos 77? 
er 
2 


——— - i k &* 5 ÀN Eo COS £, 
s =t H a? sin s0? +7” + = aa sin £9? 4-73 4- 5 d 


2060268 A 
oder, wenn man die numerischen Werthe substituirt: 


r= AE E O E 


m = z . 0”. 48892 — t? 0". 0000030715 


d% _ 9", 48892 — 2.0”. 0000061430. 


2. Nachdem man nun die gegenseitigen Aenderungen 
der Ebenen, auf welche die Oerter der Sterne bezogen wer- 
den, kennt, ist es leicht, die dadurch hervorgebrachten Aen- 
derungen der Oerter der Sterne selbst zu bestimmen. Be- 
zeichnet A und £ die Länge und Breite eines Sterns, bezogen 
auf die wahre Ecliptic zur Zeit 17501, so sind die Coor- 
dinaten des Sterns in Bezug auf diese Grundebene, wenn man 
als Anfangspunkt der Zählung der Längen den aufsteigenden 
Knoten der wahren Ecliptie auf der festen nimmt: 

cos f cos (A — II — 1), cos sin (A — II— I), sin f. 

Ist dann L und B die Länge und Breite des Sterns, be- 
zogen auf die feste Ecliptie für 1750, so sind die drei Coor- 
dinaten m Bezug auf diese Grundebene und von demselben 
Anfangspunkte gerechnet: 


cos B eos (L — IT), cos B sin(L —17), sin B. 
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Da nun die Grundebenen beider Coordinatensysteme den 
Winkel æ mit einander bilden, so erhält man durch die For- 
meln (la) der Einleitung: 


eos 8 cos A — H — Ò= cos B cos(L — M) 
cos dain (A — H — 1) — cos B sin (L — I) cos æ + sin B sin m Gt 
sin f = — cos B sin (L — II) sin zz + sin B cos zr. 


Differenzivt man diese Gleichungen, indem man L und B 
als constant ansieht, so erhält man durch die Differentialfor- 


meln (11) in No. 9 der Einleitung, da hier a = 90° — f, 
bL=90°— B, c=n, A—90" -- L — II, B=W — (4 — H— N): 
d (A — II — D) = — d II + s tang B sin (4 — Ir — D d IT 


+ tang ß cos (4 — IL — D) dr 
dë = + 7 cos (4 — II — 1) d I — sin (4 — I2 — D da. 
Daraus erhält man aber, wenn man durch dt dividirt 
1; : : ) m m 
und pe statt æ im Coefficienten. von d /T setzt, für die jähr- 
j d 


lichen Aenderungen der Längen und Breiten der Sterne die 
folgenden Formeln: 


e v dH \dr 
—À — dh d ; ( ei dm "E 

dt + tang f cos ( À it di Ai 
dë ( aH de 
Sek A— Hg —i— 3) dt 


oder, da Ha mE = = 171° 36’ 10" — t. 10". 42 ist, wenn man 


setzt: dI 
n E + 7== 171°36' 10" + 139". 9=M, 


an a r^ tang £ cos (A -— M) dm 

dt di Š 
18 da KS 
Pu ce 


: . rl im. " 
wo die numerischen Werthe für T und en in der vorigen 
6 


Nummer gegeben sind. 

Dezeichnen wieder L und B die Länge und Breite cines 
Sterns, bezogen auf die feste Ecliptic und das Acquinoctium 
für 1750, so wird diese Länge, vom Durchschnittspunkte des 
Aequators für die Zeit 1750 + mit der festen Ecliptie für 
1750 gezählt, gleich L—+1, sein, wo L der Betrag der Luni- 
solarpräcession in dem Zeitraume von 1750 bis 1750 +1 ist. 
Die Coordinaten des Sterns in Bezug auf die Ebene der 
Ecliptic für 1750 und den eben angenommenen Durchsehnitts- 


punkt werden also sein: 
cos B cos (L + L), cos D sin (L 4- 7) und sin B. 
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Bezeichnen dann « und à die Rectascension und Decli- 
nation des Sterns, bezogen auf den Aequator und das wahre 
Aequinoctium für die Zeit 1750 -+ 1, so wird die Rectascen- 
sion, von dem vorher angenommenen Durchschnittspunkt ge- 
zählt, @-Ha sein. Man hat also für die Coordinaten des 
Sterns in Bezug auf die Ebene des wahren Aequators und 
den angenommenen Durchschnittspunkt: 

cos ô cos (a -+ a), cos dsin (a -+ a) und sin à. 

Da beide Coordinatenebenen den Winkel s, mit eman- 

der bilden, so erhält man nach den Formeln (1) der Ein- 


leitung: 
cos ô cos (a + a) = eos B cos (L+ 1) 
cos Ò sin («+ a) = cos B sin (L -+ 1) cos sg — sin B sin e, KEN 


sin à — cos B sin (L + L) sine, + sin B cos &,. 


Differenzirt man diese Formeln wieder, indem man L 
und B als constaut betrachtet, so erhält man durch die Dif- 
ferentialformeln (11) der Einleitung, da hier im Dreiecke zwi- 
schen dem Pole der Ecliptic, dem des Aequators und dem 
Sremo 39075, Del — DB, ©, e HEH, 
B = 90 +- (&« + a): 

d(a-+a) = [cos e,—+ sin e, tang d sin (+ a)] dl, — cos (æ + a) tang dde, 
dà — cos (a -+ «) sin so d, -+ sin (a -+ a) deg. 


Man hat also für die jährlichen Aenderungen der Rect- 
ascensionen und Declinationen der Sterne die Formoln: 


d l di 
T= — P + [eos za + sin £, tang Ô sin a] St 
di deel 
+ fa sinsa —' — °} tang ô cos a, 
? dt di) E 
2 cosa Sin 8, — i ven al des] sim o 
—— = 3l ——— Í —- 3 
di ee Geet Se 


oder mit Vernachlässigung des sehr kleinen letzten Gliedes 
jeder Gleichung *): 


da da A 5 dl, 
ToT -+ [cos za + sin £; tang ô sin ol P: 

cos a sin za 
— = meo e: 
dt 9* di 

e ^ di, de, , 
*) Der numerische Werth des Coeffieienten o sin 5, ` Ze 7 st 
í dt 


— 0.0000022471 t. 
9 


Setzt man hier: 


di, da — 
COS En di di uy 
dl, 
Sin So d Ea 


so erhält man einfach: 


H D e 
= m + n tango sin e, 


dt (D) 


T- ZN COS A 
di d 


und für die numerischen Werthe von m und n, wenn man 


die Werthe von &. a 
m == 46". 02824 -+ 0". 0003086450 2 
n = 20". 06442 — 0”. 0000970204 z. 

Um nun den Betrag der Präcession m Länge und Breite 
oder in Rectascension und Declination in dem Zeitraum von 
1150-7 bis 1750 -- t' zu erhalten, müfste man die Integrale 
der Gleichungen (B) oder (D) zwischen den Grenzen t und € 
nehmen. Man kann indessen diesen Betrag auch bis auf 
die Glieder zweiter Ordnung inclusive aus dem Differential- 


und EN substituirt: 
a 


, 
quotienten für die Zeit EEL und der Zwischenzeit finden. 


Sind nämlich f(f) und f(t') zwei Funetionen, deren Differenz 
[ (t) — f(t) man sucht, für diesen Fall also den Betrag der 
Präcession in der Zeit t — f, so setze man: 
Y 2-2 — in, 
i0 -—20-—As. 
Dann ist: 
(t) — f(x — Ales fiel — Aaf (2) 2-3 Ar? /" (0, 
SOSSE +A) = fe) H- Af (2) t 4 Ax? P (9, 
wo f(x) und f"(x) die ersten und zweiten Differentialquo- 
tienten von f(x) bezeichnen. Daraus erhält man aber: 


JO) — f) 24zf' (2 el —27 (5 ) 


Um also die Prücession für einen Zeitraum !' — t zu er- 
halten, hat man nur nóthig, den für das arithmetische Mittel 
der Zeiten geltenden Differentialquotienten zu berechnen und 
diesen mit der Zwischenzeit zu multipliciren. Dadurch sind 
dann auch die Glieder zweiter Ordnung berücksichtigt. 

Sucht man nun z. B. den Betrag der Prücession in 
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Länge und Breite in der Zeit von 1750 bis 1850 für einen 
Stern, dessen Ort für 1750 
= 210" 0, g=+34°0' 
ist, so hat man die Werthe von T = und M für 1800: 
= 80", 22380, ez 

Ferner erhält man, wenn man die Präcession von 1750 

his 1800 annähernd berechnet, für 1800: 
A = 210° 42.1, B= 4- 33° 598 
und damit nach den Formeln (B) für 1800: 
E a P — aN 
di dt 
also für den Betrag der Präcession von 1750 bis 1850: 
in Länge + 1° 24' 8". 12 und in Breite — 30", 45. 
Will man ebenso den Betrag der Präcession in Rectas- 
cension und Declination für 1750 bis 1850 für einen Stern 
wissen, dessen Rectascension und Declination für 1750: 
a — 220° U 24", 8 — + 20° 21’ 15" 

ist, so hat man für 1800: 
m= 46", 04367, n= 20". 05957, 

ferner den genüherten Ort des Sterns für diese Zeit: 
a = 220? 35.8, Ô= + 20° 8.6 

und erhält damit nach den Formeln (D): 


= 0".48861, M= 1729? 9' 20", 


tang ô 9 . 56444 n tang Ô sin a = — 4.78806 
sin æ 9.81340, m = -- 46 . 04367 
tang Ô sin a = 9 . 32784, “+ . 25861 
n=1 .30232 43 
cos e = 9 . 88042, , g 5.24 


also den Betrag der Präcession von 1750 bis 1850 

in Rcetascension + 1° 8' 45", 56 und in Declination — 25' 23". 14. 

In den Verzeiehnissen der Sternórter ist gewóhnlich schon 
neben jedem Sterne die jährliche Präcession in Rectascension 
und Declination (variatio amnua) für die Epoche des Catalogs 
und auíserdem noch die Veründerung derselben in hundert 
Jahren (variatio saecularis) angeführt. Ist dann t, die Epoche 
des Catalogs, so ist die Prücession des Sterns wührend der 
Zeit t — tj, nach dem Vorigen gleich: 


d 


ert, H 
[variatio annua +- 200 


qr EY 
? variatio saceularis | (t —- 1). 


9° 
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Differenzivt man die Formeln: 


de N 
Eresch S sine, 
«m! 

dó 

c2 —— n COS & 

dt d 


indem man alle Grölsen als variabel betrachtet und bezeich- 
net die jährlichen Aendernngen von m und n mit m' und m, 
so erhält man: 


Pa qe ue ; v mn ` n ` 
[a 7. sin 2 « [E + tang °] + — tang 9 cos æ -H m -Hn tang Ò sin a, 
di^ w Ka 
d? i a mn. 
de A 
a Es — sin a” tang 0 Sin a -n cos a, 
di w w 


wo w die Zahl 206265 bezeichnet, und durch Multiplication 
mit 100 ergicbt sich hieraus die variatio saecularis in Rect- 
ascension und Declination, Für das obige Beispiel findet 
man hiernach die variatio saceularis: 

in Rectascension = -+ 0". 0286, 

in Declination = 0".2654. 

3. Die eben gegebenen Differentialformeln reichen nicht 
aus, wenn man die Präcession für Sterne berechnen will, die 
dem Pole sehr nahe stehen. In diesem Falle mufs man sich 
der strengen Formeln bedienen. 

Es sci die Länge und Breite A und ? eines Sterns, be- 
zogen auf die Ecliptic und das Aequinoctium zur Zeit 1750 +- t, 
gegeben, so erhält man daraus die Länge und Breite L und B, 
bezogen auf die feste Ecliptic von 1750 durch die folgenden 
Gleichungen, welche unmittelbar aus den in No. 2 gegebenen 
Gleichungen (A) folgen: 

cos B cos (L — II) = cos £ cos (4 — II — 1) 
cos B sin (L — II) = cos £ sin (A — II — I) cos x — sin £ sin x 
sin B = cos sin (A — II — Ù) sin æ + sin f cost. 

Sucht man dann die Länge und Breite A und Ø’, bezo- 
gen auf die Ecliptic und das Aequinoctium zur Zeit 1150-4-U, 
so erhält man diese aus L und B durch die folgenden Glei- 
chungen, wenn man die für die Zeit # geltenden Werthe 
von //, a und ! durch H, ad und 7 bezeichnet: 

cos /I' eos (4 — II'— l’) = cos B cos (L — II") 

cos d sin (4/— II'— l’) = cos B sin (L — IT’) eos zt! + sin B' sin m’ 

sin Al = — cos B sin (L — II^) sin zl + sin B' cos m. 


Eliminirt man B und L aus diesen Gleichungen, so er- 
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hält man A und f unmittelbar durch A und f und durch die 
Werthe von /, // und a, zu den Zeiten t und t, ausgedrückt. 
Für die Rectaseension und Declination werden die stren- 
gen Gleichungen ganz ähnlich. Ist die Rectascension und 
Declination œ und ò eines Sterns für die Zeit 1750-1-1 gege- 
ben, so erhält man daraus die Länge und Breite Z und B, 
bezogen auf die feste Ecliptic von 1750 durch die Glei- 
chungen *): 
cos B cos (L + 1) = cos à eos (a + a) 
cos B sin (L -+ 1) — cos Ö sin (e + a) cos e, -F sin Ó sin e, 
sin B = — cos Ó sin (a + a) sin ey + sin Ó cos e,. 
Sucht man nun die Rectascension und Declination & und Ai 
für die Zeit 175041, so erhält man diese aus L und B, 
wenn man die Werthe von l, a und s, für die Zeit € durch 
!, @ und zy, bezeichnet, durch die folgenden Gleichungen: 
cos à' cos (a! + a^) = eos B cos (L + 7) 
cos Ó' sin (a! + a!) = cos B sin (Z -+ Hien el — sin B sin £', 
sin d = cos B sin (L -+ P) siu ee + sin B cos s'y- 
Eliminirt man aus beiden Systemen von Gleichungen die 
Gróísen B und L, so erhält man, da: 
cos B sin L = — cos Ô cos (a + a) sin } + cos Ó sin (æ + u) cos & cos L 
—+ sin ô sin e cos 7, 
cos B cos L = cos ô cos (e + «) cos l, -+ cos ô sin (e + a) cos & sin ], 
—+ sin Ó sin esin I, 
sin B = — cos Ô cos (a + a) sin s + sin Ò cos &, 
wie man leicht sieht, die folgenden Gleichungen: 
cos Ó' cos (a' + a’) = cos d cos (e + u) eos (I, — 1) 
— cos Ò sin (« + a) sin (7, — L) cos £o 
— sin Ò sin (/', — }) sin t, 
cos d' sin (a'H «) = cos Ò cos (« + a) sin (', — L) eos e'o 
+ cos dain (a+«) [eos (F, — 1) cos £, cos e'o Hsin e, sin e',] 
-+ sin Ó [cos tf, — 1) siney COS e'o — cos so Sine’o] 
sin à' — cos Ô cos (a +a) sin (P, — 1) sin e, 
+ cosÓsin (æ +a) [eos (7, —1) cos e, sine'„— sin e, cos s'o] 
+ sin ô [cos (/', — 2) sin e, sin £' o + cos s, cos s', ]. 
Denkt man sich nun em sphärisches Dreieck, dessen drei 
Seiten U, —1, 90^ —s und 90°+2' und dessen den drei Seiten 
gegenüberliegende Winkel bezichlich 6, s's und 180* — e, sind, 
so lassen sich die OCoefficienten der vorigen Gleichungen, 


*) Man findet diese Gleichungen aus den Gleichungen (C) in No. 2! 
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welche l —1, s, und e', enthalten, durch ©, zs und a aus- 
drücken und man findet dann: 
cos d cos to + a^) = cos Ô cos (a +- a) [eos O cos z cos z/ — sin z sin z'] 
— cos Ô sin (a -+ a) [cos O sin z cos z' + cosz sin dl 
— sin Ó sin © cos d 
cos di sin (a! + a!) = cos 9 cos (a +- a) [cos © cos z sin 2’ + sin z cos z'] 
— cos Ó sin Co -+- a) [cos @ sin z sinz' — cosz cos dl 
— sin ó sin O sin d 
sin Ó' == cos Ô cos («+ a) sin € cos z 
— cos Ó sin («+ a) sin O sin z 
+ sin ô cos ©. 

Multiplieirt man die erste dieser Gleiehungen mit sin z', 
die zweite mit cos al und subtrahirt erstere, multipleirt danu 
die erste mit cos al, die zweite mit sm al und addirt die Pro- 
ducte, so erhält man: 

cos Ó' sin (“+ u — z) = cos Ò sin (a Ha +2) 
cos Ó' cos (a ~t- a — 2) = cos Ô cos (a -t a + z) cos O — sin Ó sin O (e). 
sin d == cos Ô cos (a + « -4- 2) sin O + sin à cos @ 

Diese Formeln geben unmittelbar e und d durch a, ð, a, « 
und die Hillfsgröfsen z, a und © ausgedrückt. Letztere findet 
man aber, wenn man auf das eben betrachtete sphärisehe 
Dreieck die Gaufsischen Formeln anwendet. Dann ist 
nämlich: 

sin 3 € cos4 @ — z) = sin 4 (l, — L) sin 4 (e'a + £0) 
sin X Ø sin 4 (z — z) = cos4 (/, — 1) sin 4 (e'a — &,) 
cos 1 O sin 4 (s! + z) == sin 4 (7, — L) cos 4 (e'a + £o) 
cos. © cost (z! -+ z) = cos 4 (l, — L) cos} (e'g — Eo). 


Hier wird es nun immer erlaubt sem, sin (s — z) und 
sin è (s', — Sal mit dem Bogen zu vertauschen und die entspre- 
chenden Cosinus gleich Eins zu setzen, sodals man für die 
Berechnung der drei Hülfsgröfsen die einfachen Formeln 
erhält: 

tang 4 (2 +2) = cos 4 (e'a + £0) tang 4 (7, — L) 
3G — z) =} (e'o — £0) F (4). 
tang 4 O = tang 5 (e'o + £o) sin 4 (@ +2). 

Die Formeln (a) kann man durch Einführung eines 
Hülfswinkels für die Rechnung bequemer einrichten oder 
auch statt derselben ein anderes System von Gleichungen be- 
nutzen, welches man ebenfalls durch die Gaufsischen Glei- 
chungen erhält. Man findet nämlich die Formeln (a), wenn 
man die drei Grundgleichungen der sphärischen Trigonometrie 
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auf ein sphärisches Dreieck anwendet, dessen drei Seiten 
90° — ð, 90? — à und 9 sind und wo den beiden ersteren 
Seiten die Winkel ®+-a-+z und 180*— e — a’ -+3' gegenüber- 
stehen. Wendet man statt dessen die Gaufsischen Formeln 
an, so erhält man, wenn man den dritten Winkel mit c be- 
zeichnet und der Kürze wegen «a-z — A und a'H a'—z'= A' 
setzt: 
cos4 (90°+ 0") cos, (A' -+ c) = cos 4 [90*-4- 0 + 9] cos} A 
e (90 + à") sin 4 (A + c) = SH [90 + 9— 0]sin! A 
sin 3 i (90 + 0) cost (A' — c) = sin 4 [90 + ô -- 0] cos} A Gel 
sin 4 (90 +") sin 4 (A' — c) = sin + [90 + à — O] sin 4 A. 
Genauer verfáhrt man noch, wenn man nicht die Gröfse A' 
selbst, sondern nur den Unterschied A'— A sucht. Man erhält 
aber, wenn man die erste der Gleichungen (a) mii cos A, 
die zweite mit sin A multipheirt und beide von einander ab- 
zieht, und wenn man ferner die erste Gleichung mit sin A, 
die zweite mit cos A multiplicirt und die Producte addirt: 
cos ö' sin (A’ — A) = cos Ò sin A sin O [tang ð -+ tang 4 O cos A] 
cos d cos (A! — 4) = cos ò — cos d cos A sin © [tang ô + tang + O cos A], 
also: 
sin A sin € [tangó + tang J Ø cos A] 
1 — cos Asin O [tang ð+ tang 4 O cos A] 
und durch die Gaufsischen Formeln findet man: 
cos i c. sin } (äi — 9) = sin $ O cos 1 (A' 4-4) 
cos 4 c, cos 4 (0' — 9) = cos} O cos E (A! — A). 
Setzt man also: 


tang (A! — A) = 


, p= sin O [tang d + tang 4 © cos A] (B), 
so wird: 
j .. psinÁ 
E e LM | 
und ) (0. 
7 - : cos 4 CA" EN 
tang 4 (0! — 8) = tang 1 0 —— ae 


Die strenge Berechnung der en und Declina- 
tion eines Sterns für die Zeit 1750-1-t' aus der Rectascension 
und Declination desselben für die Zeit 1750-1-t, ist somit 
auf die Berechnung der Formeln (A), (B) und (C) zurück- 
geführt. 

Beispiel. Die Rectascension und Declination des Po- 


larsterns für den Anfang des Jahres 1755 ist: 
a= 10° 55’ 44”. 955 
und à — 87° 59' 41". 12. 
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Soll man nun hieraus den Ort, bezogen auf den Aequa- 
tor und das Aequinoctium von 1850, berechnen, so hat man: 


], —4' 11". 8756 2, = 1? 23’ 56". 3541 
a = 0". 8897 a = 15". 2056 
2, = 23? 28’ 18".0002 £', == 23° 28’ 18". 0984. 
Damit erhält man aus den Formeln (A): 
À e 4- 2) — 0° 36’ 34”. 314 3 (7 — z) — 10". 6286 
also: 
== 0" 36' 23". 685 
dees 0? 36' 44". 943 
nnd: 
6 = 0? 34' 45", 600 
mithin : 


A=a+ at z= 11° 3? 9”, 530. 
Berechnet man dann nach den Formeln (B) und (C) die 
Werthe von A'— A und 9'— à, so findet man: 
log p = 9.421441 
und: 
EM — Mor atri O 0) 100215020... 780 
also: 
A'= 15° 36' 27". 240 
und daraus endlich: 
o! == 16? 12' 56". 917 
ð — 88 30 34.080. 


4. Da der Durchschnittspunkt des Aequators mit der 
Ecliptic auf letzterer jährlich um etwa 50".2 zurückgeht, so 
wird der Pol des Aequators um den Pol der Ecliptic im Laufe 
der Zeit einen Kreis beschreiben, dessen Halbmesser gleich 
der Schiefe der Ecliptic ist*). Der Pol des Aequators wird 
daher immer mit anderen Punkten der scheinbaren Himmels- 
kugel zusummentreffen, oder es werden zu verschiedenen Zei- 
ten auch verschiedene Sterne in der Nähe desselben stehen. 
In unsern Zeiten ist der letzte Stern im Schwanze des kleinen 
Bären (æ Ursae minoris) der nächste am nördlichen Weltpole 
und heifst daher auch der Polarstern. Dieser Stern, dessen 
Declination jetzt 885° beträgt, wird sich dem Pole noch immer 
mehr nähern, bis seine Rectascension (jetzt 17°) gleich 90° 


*) Genau genommen ist dieser Halbmesser nicht constant, sondern gleich 
der jedesmaligen Schiefe der Ecliptie, 
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geworden ist. Dann wird die Declination ihr Maximum, 
nämlich 89° 29. erreicht haben und von da wieder abnehmen, 
weil die Präcession in Declination für Sterne, deren Rectas- 
cension im zweiten Quadranten liegt, negativ ist. 

Um nun den Ort des Weltpoles für jede Zeit finden 
zu können, betrachte man das sphärische Dreieck zwischen 
dem Pole der Ecliptic für eine bestimmte Zeit t, und den 
Polen des Aequators zu den Zeiten 4, und t P und P'. Be- 
zeichnet man dann die Rectascension und Declination des 
Weltpoles zur Zeit t in Bezug auf den Aequator und das 
Acquinoetium zur Zeit t, mit œ und 9, die Schiefe der Ecliptic 
zur Zeit f, und £ mit s; und e, so ist die Seite P P'— 90° — ô, 
EP--s, EP'=e, der Winkel an P=90°-+« und der Winkel 
an E gleich der allgemeinen Präcession in dem Zeitraum 1— t, 
und man hat daher nach den drei Grundgleichungen der sphä- 
rischen Trigonometrie: 

cos d sin « = sin £ cos £y Cos l — cos esin £g 
cos Ô cos a = sin e sin 7 
sin ô == sin e sin eg cos l + cos E cos £5« 

Da diese Berechnung keine grofse Genauigkeit erfordert, 
sondern der Ort des Poles immer nur beiläufig gesucht wird, 
überdies auch die Abnahme der Schiefe nur in kurzen Zeit- 
räumen als der Zeit proportional angesehen werden kann, 
da sie eigentlich eine Periode von freilich sehr langer Dauer 
hat, so kann man sich erlauben s — pu zu setzen und erhält 
dann einfach: 

tang « = — eos e, tang 4 l 
und: 
sin ey sin] 
cos Ki À 


cos ò == 


Wiewohl hier « durch die Tangente gefunden wird, so 
erhält man doch den Werth von « ohne alle Zweideutigkeit, 
da derselbe zugleich die Bedingung erfüllen muls, dafs cos o 
und sin | dasselbe Zeichen haben. 

Wollte man z. B. den Ort des Weltpoles für das Jahr 
14000 kennen und zwar bezogen auf das Aequinoctium von 
1850, so hat man die allgemeine Präcession während der 
12150 Jahre etwa gleich 174°, also wird: 

a = 213" 16 und Ò= + 43? 7. 
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Dies ist schr nahe der Ort von o Lyrae, dessen Rectas- 

cension und Declination für 1850: 

a = 271" DÉI und à — + 38° 39' 
ist. Im Jahre 14000 wird also dieser Stern auf den Namen 
des Polarsterns Anspruch machen kónnen. 

Wegen der Veränderung der Declinationen der Sterne 
durch die Präcession werden auch im Laufe der Zeiten Sterne 
über den Horizont eines Ortes kommen, welche früher da- 
selbst nie sichtbar waren, andre Sterne, welche jetzt z. B. an 
einem Orte auf der nördlichen Halbkugel der Erde sichtbar 
sind, werden dagegen eine so südliche Declination erhalten, 
dals sie für diesen Ort nie mehr aufgchen. Auf gleiche Weise 
werden Sterne, welche jetzt für diesen Ort immer über dem 
Horizonte verweilen, anfangen auf- und unterzugehen, während 
wiederum andre Sterne eine so nördliche Declination erreichen, 
dafs sie auch in ihrer unteren Culmination über dem Horizonte 
bleiben. Der Anblick der Ilimmelskugel an einem Orte der 
Erde wird also durch die Präcession nach groísen Zeiträumen 
beträchtlich verändert. 

In den neuesten Sonnentafeln ist das siderische Jahr 
oder die siderische Umlaufszeit der Sonne, d. h. die Zeit, 
welche die Sonne braucht, um an der scheinbaren Himmels- 
kugel volle 360? zu durchlaufen, oder die Zeit, in wel- 
cher sie wieder zu demselben Fixsterne zurückkehrt, zu 365 
Tagen 6 Stunden 9 Minuten und 9".35 oder zu 365.2563582 
mittleren Tagen angegeben. Da nun die Aequinoctialpunkte 
sich rückwärts, d. h. der Sonne entgegen bewegen, so wird 
das tropisehe Jahr oder die Zeit, welche die Sonne braucht, 
um wieder zu demselben Aequinoctium zurückzukehren, kür- 
zer als das siderische Jahr sein und zwar um die Zeit, in 
welcher die Sonne den kleinen Bogen, der gleich der jühr- 
lichen Präcession ist, durchläuft. Es ist aber für das Jahr 
1800 7 = 50".2235, und da die mittlere Bewegung der Sonne 
5% 8". 33 beträgt, so erhält man für diese Zeit 0.014154 Tage, 
mithin für die Länge des tropischen Jahres 365.242204 Tage. 
Da nun aber die Präcession veränderlich ist und die jähr- 
liche Zunahme derselben 0".0002442966 beträgt, so ist auch 
das tropische Jahr veränderlich und die jährliche Verände- 
rung desselben gleich 0.000000068848 Tagen. Drückt man 


139 


die Deeimaltheile in Stunden, Minuten und Secunden aus, 
so erhält man also für die Länge des tropischen Jahres: 
305 Tage 5h 48m 465.42 — 0s . 00595 (:— 1800). 


II. Die Nutation. 


9. Bisher ist die periodische Aenderung des Aequators 
gegen die Ecliptic unberücksichtigt geblieben, die, wie vor- 
her erwähnt, in einer periodischen Bewegung der Durch- 
schnittspunkte des Aequators uud der Ecliptic auf letzterer 
und in einer periodischen Aenderung der Schiefe besteht. 
Die erstere wird die Nutation in Länge, die andre die Nu- 
tation der Schiefe genannt. Der Punkt, in welchem der Acqua- 
tor und die Eeliptie einander schneiden würden, wenn die 
Nutation nicht vorhanden wäre, sondern nur die vorher be- 
irachteten langsamen Aenderungen stattfänden, heifst das 
mittlere Aequinoetium, die Schiefe der Ecliptic, die 
dann stattfinden würde, die mittlere Schiefe der Eclip- 
tic. Dagegen heifst der Punkt, in welchem der Aequator 
die Ecliptic wirklich durchschneidet, das wahre Aequi- 
noctium, und die in Folge der Nutation stattfindende Schiefe 
die wahre Schiefe der Ecliptic. 

Die Ausdrücke für die Nutation in Lünge und Schiefe 
sind nun nach den neuesten Bestimmungen von Peters in 
seinem Werke „Numerus constans nutationis^; 

A4 = — 17", 2405 sin 4 + 0". 2073 sin 2 N) 
1". 2692 sin 2C) — 0". 2041 sin 230 
0", 1279 sin (©— P) — 0.0213 sin (Q+P) 
0". 0677 sin (Q — P^) (A) 
9". 2231 cos () — 0.0897 cos 2 () 
0". 5509 cos 2 © + 0”. 0886 cos 2 € 

+ 0". 0093 cos (C +P), 

wo £1 die Länge des aufsteigenden Knotens der Mondbahn 
auf der Ecliptie, O und € die Längen der Sonne und des Mon- 
des, P und P' die Lüngen des PeriBele der Sonne und des 
Perigeums der Mondbahn bezeichnen. Die obigen Aus- 
drücke gelten für 1800, die Coefficienten der einzelnen Glie- 


++++1 
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der sind aber mit der Zeit ein wenig veränderlich, und man 
hat für 1900: 


Al = — 41". 2577 sin Q) + 0". 2073 sin 2 Q 

1". 2693 sin 2 © — 0".2041 sin 2 Ç 

0", 1275 sin (© — P) — 0".0213 sin((2 -+ P) 

0". 0677 sin((( — P") (nb 
9". 2240 cos N) — 0". 0896 cos 2 (2 

0”. 5506 cos 2© + 0",0885 cos 2(( 

0". 0092 cos (© + P). 


Um nun die hieraus entstehenden Aenderungen der Rect- 
ascensionen und Deelinationen der Sterne zu finden, hat man: 


As — 


LEGI 


d — am SÉ ae T ee lässt, D JA Ae (DO) aet 
und: = 


nr (Lo) ame GEL) Diaen, 


Man hat aber nach den Difterentialformen in No. 11 
des ersten Abschnitts, wenn man für cos f sm 7 und cos f? cos yj 
die dort gefundenen Ausdrücke durch e, 9 und e setzt: 


HOM cos & -+ sin e tang Ó sin a go = cos « &in € 
d dà 

da S 
os atang à Vini. 


woraus man durch weitere Differentiation erhält: 


(T TE SES = sin e? [4 sin 2 a -+ cotang e cos a tang Ô + sin2« tang Ö?] 
fi 


de 
7 2-) = — sin e [cosa? — cotang e tang Ô sin a + tangd? cos2«] 
d 
(GZ = — [5 sin2« + sin2« tang äi 
d’ ò ees f 
( "E ) = — sin e? sin a [cotang a + tang Ó sin a] 
d 
E e = sin e cos a [cotang e + sin o tang Öl 
d? 
= = — cos a? tang d 


Substituirt man diese Ausdrücke in die Gleichungen (a) 
und setzt für A4 und As die vorher gegebenen Werthe aus 
den Gleichungen (A) und für e die mittlere Schiefe der Eclip- 
tie für den Anfang des Jahres 1800 — 23^ 27' 54". 2, so wer- 
den die Glieder erster Ordnung: 
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a! — a—=— 15.8148 sin $ 1 — [6". 8650 sin N} sin«+9".2231 cos N cos a] tang ô 
+ 0”,1902 sin 24 )-- [07.0825 sin 20) sin a-F0".0897 cos 2( 1 cos e] tang 9 
— 1".1642 sin2() — [0.5054 sin 2O sin a+0”.5509 cos 2(-) cos a} tang d 
— 0”.1872 sin 2 Ç —[0".0813 sin 2 Ç sin «4-0",0886 cos 2 Ç cose] tang d 
— 0".01955in (+P) 
— [0". 0085 sin (O+P) sin «4-0".0093 ene (O)+P) cos e] tang ó.— (D) 
+ [07.0621 + 0", 0270 sin « tang. ð] sin (( — P’) 
+ [0". 1173 + 0”.0509 sin e tang à] sin (C) — P), 

d ô= — 0,8650 sin N cos a -H 0". 2231 cos Q sin a 
+ 0".0825 sin 2 (1 cos æ — 0". 0897 cos 2 () eine 
— 0",5054 sin 2© cos « -+ 0".5509 cos 2O sin m Wes 
— 0”.0813 sin 2 oos a + 0".0886 cos 2 (( sin a 
— DI. 0088 sin (Q -+ P) cos «—+ 0".0093 cos (© -+ P) sin e 
+ 0",0270 cos æ sin ((( — P’ 
-+ 0",0509 cos a sin (C — P). 

Diese Ausdrücke gelten für 1800; für 1900 ändern sich 
dieselben ein wenig, doch ist die Aenderung nur bei den er- 
sten von N) abhängigen Gliedern von einiger Bedeutung. 
Diese werden 
in eler —15".8321 sin£ 2 — [0.8683 sin N} sin a +9”.2240 cos ( cos e] tang ô 
in d’—d: — 0”,8683 sin Q cos a + 9".,2240 cos N) sin e, 

Von den Gliedern der zweiten Ordnung kónnen nur die- 

jemigen von einiger Bedeutung sein, welche aus dem gröfsten 
Gliede in AA und As € Setzt man zur Abkürzung: 
As = 9".2281 cosf ] = a cos N} 
und — — sine AX = 0",8650 sin Q =b sin NQ, 
so geben Geen Glieder in Rectascension: 
2 b? 
LN xc I - Non [tang à? 4- H + ap tang Zoos « cotang £ 
b 
-+ [5 — cotange sin a tang Ó -+- tang ô? cos 2e -t- 1 cos2a] = sin 24) 


LE 4 l a l H D 
= | —- tang 9? sin 2a -+ S tang ô cos « cotge + : 


sin Zei cos 24) 


und in Declination: 
(au?-E- 5? a? hi p? 
+ | 


'—d——1 —— — eos2a( tang Ó — — sin a cotang £ 
H 8 8 4 
b 
— [tang ô sin Ze -+ 2 cotang e cos ad sin 240 
e A ab? LÉI 
See 2 z T. cos2a) tang d — 77 sin a cotang e cos 2 $1. 


Von diesen SEN verändern die von N unabhängi- 
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gen nur den mittleren Ort der Sterne und können deshalb 


vernachlässigt werden. Ein andrer Theil, nämlich: 
wb. 3 coh " . 3 b? Ex 
T Sim 24) (5 cotang e sine sin 24 } -+ 7 cotange cos « cos? g iJ tang d 


und: 


7,2 


ab , S l 4 BS 
— 5 cotang sin 2 f) cos « + Ee cotang e sin a cos 26) 
a 4| 


verbindet sich mit den ähnlichen, in sin? Q und eos2 NQ mul- 
tiplicirten Gliedern der ersten Ordnung, sodals diese werden: 
in Rectascension 
+- 0".1902 sin 2 Q -+ [07.0822 sin 2€ 2 sin a -1- 0".0896 cos 2 ( 2 cos e] tang d 
und in Declination (D) 
-+- 0".0822 sin 2 NQ cos a — 0.0896 cos 2 Q sina. 
Die dann noch übrigen Glieder der zweiten Ordnung 
sind die folgenden: 
in Rectascension 
+ 0".0001535 [tang 9? + 1] sin2 Q cos2« 
— 0".000160 [tang 9? -+ 1] cos2 6) sin 2 a 
und in Declination (QE) 


— 0".0000768 tang sin2 a sin2 £) 
— [0”.000023 + 0.000080 cos 2a] tang ô cos 2 Q). 


Da aber die ersteren Glieder erst für die Declination 
88° 10' den Werth 0*.01 in Zeit, die andern erst für die De- 
clination 89"26' den Werth 0".01 in Bogen erhalten, so haben 
dieselben selbst in ummittelbarer Nähe am Pole geringen Ein- 
flufs und sind daher aufser für solche Sterne in der Nähe 
des Pols immer zu vernachlässigen. 


6. Im Folgenden werden die Aenderungen gebraucht, 
die in den Ausdrücken (B) und (C) durch eine Aenderung 
der Nutationsconstante, d. h. des Coefficienten von cos NQ in 
der Nntation der Schiefe verursacht werden und die für die 
Glieder der Lunar- und der Solarnutation verschieden sind. 
In der durch die Theorie gegebenen Formel für die Nutation 
sind nämlich alle Glieder der Lunarnutation in einen Factor N’ 
multiplicirt, der von den Trägheitsmomenten der Erde, sowie 
der Masse und der mittleren Bewegung des Mondes abhängt, 
während die Glieder der Solarnutation in einen ähnlichen 
Factor N multiplieirt sind, der dieselbe Function der Träg- 
heitsmomente der Erde, der Masse und mittleren Bewegung 


143 


der Sonne ist. Da es nicht möglich ist die Trügheitsmo- 
mente der Erde zu berechnen, so müssen die numerischen 
Werthe von N und N aus den Beobachtungen bestimmt wer- 
den. Der Coefficient des m sin f) multiplieirten Gliedes der 
Nutation der Schiefe ist gleich 0.765428 IV. Setzt man dies 
gleich 9". 2231 (12-2), wo 9". 2231 der aus den Beobachtun- 
den folgende Werth der Nutationseonstante, 9". 22314 die 
mögliche Verbesserung desselben ist, so ist also: 
0.765428 N’ = 9". 2234 (1 + i). 

Die Lunisolarprücession hängt aber von denselben Gró- 
[sen N und N’ ab und der aus den Beobachtungen bestimmte 
Werth derselben (50". 36354 für 1800) giebt die folgende 
Gleichung zwischen N und N': 

17.469345 — N + 0.991988 JV", 
woraus in Verbindung mit der vorigen Gleichung folgt: 
N = 5.516287 (1 — 2.16687 i). 

Setzt man daher die Nutationsconstante gleich 9". 2231 
(+i), so müssen alle Glieder der Lunarnutation mit 1--i, 
dagegen alle Glieder der Solarnutation mit 1 2.16687 i mul- 
tipleirt werden, und wenn man 9".2935 i— dv setzt, so wird: 


ae (— 1.8702 sin )+0.0225 sin 26 ) - 0.0221 sin 2 ((+0.0073 sin (Ç IPN m 
40.2981 sin 2 © — 0.0300 sin (© — P) + 0.0050 sin (O -+ P) ) 
d Ae— [cos £} — 0.0097 cos 2 (1 -1- 0.0096 cos 2 C — 0.1294 cos 2 © 
— 0.0022 cos (Q+ P)] dv 
und hieraus erhält man leicht auf demselben Wege wie in 
der vorigen Nummer: 
de — 0)... 17156 sin £2— [0.7445 sing] sin «-4- 1.0000 cos (^) cos a] tang à 
+ 0.0206 sin?) [0.0090 sin? NQ sine- 0.0097 cos? NQ cosa] tangó 
— 0.0203 sin 2 (( — [0.0088 sin? Ç sin æ -+ 0.0096 cos 2 C cosa] tangó 
+ 0.0067 sin (@—P') +[0.0029 sin ((C— P’ sin æ ] tangó 
+ 0.2735 sin2C) + [0.1187 sin 2C)sine -+ 0.1294 cos 2(:)cosc] tangó 
— 0.0275 sin (C) — P) — [0.0119 sin((2— P) sina ]tangó 
+ 0.0046 sin (()-- P) -- [0.0020 sin((3)2-D) sin a+ 
yes -+0.0022 cos(C)--P) cos a] tang à 
E» = — 0.7445 sin f Jens a + 1.0000 cos Qsin a 


+ 0.0090 sin 2 ( ) cos æ — 0.0097 cos 2 ( 25in« 

— 0.0088sin 2(( cos -4- 0.0086 cos 2 (( sine 

+ 0.0029 sin ((( — P^) cosa 

+ 0.1187 sin 2 C) cos a — 0.1294 cos 2 © sin« 

— 0.0119 sin (© — P) cosa 

+ 0.0020 sin (© + P) sin « — 0.0022 cos (O + P)sin a. 


d» 


dv 
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7. Für die Berechnung der Nutation in Rectascension 
und Declination ist es am bequemsten, nach den Formeln (A) 
und (A) AA und Ae und die numerischen Werthe der Diffe- 


: 9 da da 
eential ienten -- 
reutialguotienten d de 


für die Formeln (B) uud (C) Tafeln eingerichtet, wodurch 
deren Berechnung sehr erleichtert wird. Zuerst hat man die 


Glieder 


etc. zu berechnen. Mau hat aber auch 


— 18". 82 sin () =c und — 1". 16 sin 2() — 5 
in Tafeln gebracht, deren Argumente N und 2© sind. 
Die einzelnen in tang d multiplicirten Glieder für Rect- 
ascension haben nun die Form: 
a cos f cos æ + b sin £ sin a = A [A cos f cos a -+ sin £ sin «]. 
Einem jeden Ausdrucke von dieser Form kann man aber 
immer die folgende Gestalt geben, nümlich: 
x cos [8 — a +y}, 
wenn man nur die Gröfsen z und y gehörig bestimmt. Ent- 
wickelt man aber den letzteren Ausdruck und vergleicht den- 
selben mit dem vorigen, so erhält man für die Bestimmung 
von æ und y die Gleichungen: 
A h cos B = x [cos ß cos y — sin £ sin y] O 
A sin 8 = z [sin £ cos y + cos £ sin y] d 
woraus man für x und y die Werthe erhält: 
x? = A? [1 — (1 — A*) cos 8°] 
und: 


wo der Ausdruck für x immer möglich ist, solange, wie es 
hier der Fall ist, 1— À* «1 ist. Bringt man dann die Grö- 
[sen v und y in Tafeln, deren Argument 2 ist, so erhält man 
das von f abhängige, in tangò multiplicirte Glied der Nu- 
tation in Rectascension aus: 

z cos [8 +y — e] 
wührend: (9, 

zx sin [8 Hy — a] 
das von f abhängige Glied der Nutation in Declination giebt. 
Die Glieder der Declination haben nümlich die Form: 

A [— } cos 8 sin æ + sin £ cos æ), 

woraus man, wenn man dies gleich æ sin |? + y — «| setzt, 
zur Bestimmung von æ und y dieselben Gleichungen (b) 
erhält. 
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Solche Tafeln sind von Nicolai berechnet und in Warn- 
storffs Hülfstafeln gegeben. Man findet dort aufser dem 
Gliede c die Grófsen Joch und B mit dem Argumente N 
und erhält daraus die von sin N und cos N abhängigen Glie- 
der, die für Rectascension: 

c — b tang ô cos (Q + B — a) 
und für Declination: (d) 

— b sin ($2 + B — a) 
sind. Dieser Theil der Nutation nebst den kleinen von 29), 
2& und (X — P') abhängigen Gliedern, ist die Lunarnuta- 
tion. 

Eine zweite Tafel giebt mit dem Argumente 2(9 die Grö- 
[sen g, log f und F, womit man die von 2 abhängigen Glie- 
der findet, die für ltectascension: 

g — J tang ô eos [2 CO + F — a] 
und für Declination: (e) 

— fsin [2O + F— a] 
sind. Dieser Theil der Nutation nebst den kleinen von O -+P 
und Q— P abhängigen Glieder, ist die Solarnutation. 

Für die kleinen von 2€, 2N und O-- P abhängigen 
Glieder sind keine besonderen Tafeln berechnet; es ergeben 
sich dieselben aus den Tafeln für die Solarnutation, wenn 
man in dieselben statt mit 2) nach einander mit 2 Ç, 180?-1- 24? 
(weil diese Glieder das entgegengesetzte Zeichen haben) und 
O--P eingeht und die damit nach den Gleichungen (e) er- 
haltenen Werthe für die beiden ersten Argumente mit $, oder 
genauer j54, multiplieirt, für das dritte mit 4, da diese Zah- 
len genähert das Verhältnils der Coefficienten dieser Glieder 
zu dem der Solarnutation ausdrücken. 

Die in € — P' und ©— P multiplicirten Glieder haben 
eine von der vorigen verschiedene, aber den Ausdrücken für 
die jährliche Präcession in Rectascension und Declination 
analoge Form, und man erhält dieselben, wenn man diese 
jährliche Präcession mit „4; sin (C — P^) und 4H sin (© — P) 
multiplieirt. 

8. Berif@ksichtigt man nur das erste, beträchtlichste Glied 
der Nutation, so kann man sich einen anschaulichen Begriff 
von der Wirkung derselben machen. Man hat dann: 

Ais — 17". 25 sin N, 
As—-- 9". 22 cos £1, 
10 
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oder eigentlich der Theorie nach: 
sine AA = — 10”.05 cos2e.sin Q), 
Ae = + 10". 05 eos £ . eos Q. 

Vermöge der Lunisolarpräcession beschreibt nun der Pol 
des Aequators einen kleinen Kreis, dessen Radius & ist, um 
den Pol der Ecliptic. Denkt man sich nun an dem für eine 
Zeit geltenden mittleren Pole eine tangirende Ebene und in 
derselben ein rechtwinkliges Axenkreuz, von dem die Axe 
der æ eine Tangente an dem Breitenkreise ist, so hat mau, 
wenn man die Coordinaten des wahren (mit Nutation behaf- 
teten) Pols mit æ und y bezeichnet, y = sin e A4, = Ac 
und daher nach den obigen Ausdrücken für diese Coordiuaten 


cos2 s? 


y? = C? .c0826? — Tan wo C = 10". 05. 


cos e" 
Der wahre Pol beschreibt daher eine Ellipse um den 
mittleren Pol, deren halbe groise Axe C coss — 9".29, und 
deren halbe kleine Axe C cos 2s — 6". 86 ist. Diese Ellipse 
heifst die Nutations-Ellipse. Um die Lage des Pols auf 
dem Umfange dieser Ellipse zu erhalten, denke man sich in 
der Ebene der Ellipse um das Centrum einen Kreis mit der 
grolsen Axe als Durchmesser beschrieben. Dann ist klar, 
dafs ein Radius dieses Kreises ıhn während der Periode des 
Mondsknotens mit gleicbfórmiger und rückgängiger Deweguug 
durchlaufen muís*), dergestalt, dafs derselbe mit der der 
Ecliptic am nächsten liegenden Seite der halben grofsen Axe 
zusammenfällt, so oft der mittlere aufsteigende Mondknoten 
mit der Frühlings - Nachtgleiche zusammenfällt. Fällt man von 
dem Endpunkte dieses Radius ein Loth auf die groíse Axe 
der Ellipse, so liegt in dem Punkte, wo dieses Loth den Um- 
fang der Ellipse schneidet, der wahre Ort des Erdpols. 


*) Da die Bewegung der Mondknoten retrograd ist. 


Dritter Absehnitt. 


Correetionen der Beobachtungen, welche durch den 
Standpunkt des Beobachters auf der Oberfläche der 
Erde und durch die Eigenschaften des Lichts 
bedingt werden. 


Die astronomischen Tafeln und Ephemeriden geben immer 
die Oerter der Gestirne, wie sie vom Mittelpunkte der Erde 
aus erscheinen. Für unendlich weit entfernte Gestirne ist 
dieser Ort gleich dem, welchen man von beliebigen Punkten 
der Oberfläche der Erde beobachtet. Hat aber die Entfer- 
nung des Gestirns ein angebbares Verhältnifs zum Halbmes- 
ser der Erde, so wird der Ort des Gestirns, vom Mittelpunkte 
der Erde gesehen, verschieden sein von dem Orte, welchen 
man von irgend einem Punkte der Oberfläche der Erde aus 
beobachtet. Will man daher den beobachteten Ort eines sol- 
chen Gestirns mit den Tafeln vergleichen, so muís man Mit- 
tel haben, durch welche man den vom Mittelpunkte der Erde 
gesehenen Ort aus dem beobachteten berechnen kann. Will 
in umgekehrt aus dem beobachteten Orte eines solchen 
Gestirns gegen den Horizont des Beobachters z. B. in Ver- 
bindung mit seiner bekannten Position in Bezug auf den 
Aequator andre Grófsen berechnen, so muls man dazu die 
scheinbare Position, wie sie vom Beobachtungsorte gesehen 
erscheint, anwenden und muls also die vom Mittelpunkte ge- 
sehene, welche die Ephemeriden geben, in die scheinbare 
verwandeln. 

Der Winkel am Gestirne, welcher durch die beiden Ge- 
sichtslinien vom Mittelpunkte der Erde und von dem Orte 
auf der Oberfläche nach demselben gebildet wird, heilst die 
Parallaxe. Man mufs also Mittel haben, die Parallaxen der 

10* 
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Gestirne für beliebige Zeiten und beliebige Orte auf der 
Oberfläche der Erde berechnen zu können. 

Unsere Erde ist ferner von einer Atmosphäre umgeben, 
welche die Eigenschaft hat, das Licht zu brechen. Man 
sieht daher die Gestirne nicht an ihrem wahren Orte, sondern 
in der Richtung, welche der in der Atmosphäre gebrochene 
Lichtstrahl in dem Augenblicke hat, wo derselbe das Auge 
des Beobachters trifft. Der Unterschied der Gesichtslinie 
von derjenigen, in welcher man den Stern sehen würde, wenn 
keine Atmosphäre vorhanden wäre, heifst die Refraction. 
Um also aus den Beobachtungen der Gestirne ihre wahren 
Oerter kennen zu lernen, muls man Mittel besitzen, um die 
Refraction für jeden Punkt des Himmels und für jeden Zu- 
stand der Atmosphäre zu bestimmen. 

Hätte die Erde keine eigne Bewegung oder wäre die 
Geschwindigkeit des Lichts unendlich mal grófser als die Ge- 
schwindigkeit der Erde, so würde diese Bewegung keinen 
Einfluls auf den scheinbaren Ort der Sterne haben. Da aber 
die Geschwindigkeit des Lichts zu der Geschwindigkeit der 
Erde ein angebbares Verhältnils hat, so sieht em Beobachter 
auf der Erde alle Sterne um einen klemen Winkel, welcher 
von diesem Verhältnifs abhängig ist, nach derjenigen Rich- 
tung vorgertickt, nach welcher sich die Erde bewegt. Dieser 
kleine Winkel, um welchen man die Oerter der Sterne ver- 
möge der Bewegung der Erde und des Lichts geändert sicht, 
heifst die Aberration. Um also die wahren Oerter der 
Sterne aus den Beobachtungen zu erhalten, muls man Mittel 
haben, um die beobachteten scheinbaren Oerter von dieser 
Aberration zu befreien. 


L Die Parallaxe. 


1. Unsere Erde ist keine vollkommene Kugel, sondern 
ein abgeplattetes Sphäroid d. h. ein solches, welches durch 
Umdrehung einer Ellipse um ihre kleine Axe entstanden 
ist. Bezeichnet o die halbe grofse, b die halbe kleine Axe 
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eines solchen Sphäroids und « die Abplattung in Theilen 


der halben grofsen Axe, so ist: 


a-—lh b 
n =a -= 


H a 
Ist ferner & die Excentricität der Erzeugungsellipse, d. h. 
also derjenigen Ellipse, in welcher eine durch die halbe kleine 
Axe gelegte Ebene die Oberfläche des Sphäroids schneidet, 
so ist, wenn man dieselbe ebenfalls in Theilen der halben 
grofsen Axe ausdrückt: 


ba 
e =1— — 
P 
also auch 
h 3 
I Hi ap 
a 
ferner 
a=1— Vi— ei 
und 


e= V2a—a?. 
DNI E. 
Das Verhältnis , ist nun nach Bessels Untersuchungen 
t 
bei der Erde 
298 -1528 


299.1528 


oder es ist: 
1 


777299. 1528 
und in Toisen ausgedrückt ist: 


a = 3272077 .14 loga=6 . 5148235 
b = 3261139 .33 log b= 6 . 5133693. :/ 


In der Astronomie braucht man aber nicht die Toise, 
sondern die halbe grofse Axe der Erdbahn als Einheit. Be- 
zeichnet man mit æ den Winkel, unter welchem der Aequa- 
torealhalbmesser der Erde oder die halbe grofse Axe des 
Erdsphäroids von der Sonne aus erscheint und ist R die halbe 
grolse Axe der Erdbahn oder die mittlere Entfernung der 
Erde von der Sonne, so ist: 

a= R sins 


oder 
R.m 


777 206265 
Der Winkel z oder die Aequatoreal-Horizontalparallaxe 
der Sonne ist nach Encke gleich: 
8". 57116. 
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Es ist der Winkel, unter welchem der Halbmesser eines 
Punktes des Erdüquators von der Sonne aus gesehen wird, 
wenn die Sonne für diesen Ort des Erdüquators im Tori- 
zonte steht. 


2. Um nun die Parallaxe eines Gestirns für jeden Ort 
auf der Oberfläche berechnen zu können, muls man jeden 
Punkt auf der sphäroidischen Erde durch Coordinaten auf 
den Mittelpunkt beziehen können. Als erste Coordinate nimmt 
man nun die Sternzeit d. h. den Winkel, welchen eine durch 
den Beobachtungsort und die halbe kleine Axe gelegte Ebene“) 
mit der Ebene durch die halbe kleine Axe und den Frühlings 

Tag- und Nachtgleichen- 

punkt macht. Ist dann 

ei OAC Fig. 3 die Ebene 
, -* durch den Beobachtungs- 
ort. A und durch die halbe 
kleine Axe, so mufs man 

um die Lage des Ortes A 

anzugeben, noch die Ent- 

fernung 40 — o vom Mit- 
telpunkte der Erde und 
den Winkel AOC, den man 
die verbesserte Pol- 
hóhe nennt, kennen. 
Diese Grófsen kann man aber immer aus der Polhóhe 
ANC (nämlich dem Winkel, den der Horizont von A mit 
der Weltaxe oder den die Normale AN an der Oberfläche 
in A mit dem Aequator macht) und den beiden Axen des 
Erdsphäroids berechnen. 
Sind nämlich z und y die Coordinaten des Punktes A 
"in Bezug auf den Mittelpunkt O, wenn man OC als Axe der 
Abscissen, OB als Axe der Ordinaten ansieht, so hat man, 
weil A ein Punkt einer Ellipse ist, deren halbe grofse und 
halbe kleine Axen a und b sind, die Gleichung: 


a? y? -- 0? x? — a? b*, 


Fig. 8. 


*) Da diese Ebene durch die Weltpole und durch das Zenith des Bcob- 
achtungsortos geht, so ist sie dio Ebene des Moridians. 
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Da nun, wenn man die verbesserte Polhóhe mit o be- 
zeichnet, 


es 38 
tang p = Ea 
ist, da man ferner 
de 
tang p = — zn 


hat, mdem die Polhöhe y der Winkel ist, welchen die Nor- 
male an A mit der Axe der Abscissen macht, so erhält man, 
weil die Differentialgleichung der Ellipse 

er 


g-— XP sm 
giebt, zwischen den Grölsen o und q' die folgende Gleichung: 


H 


tang p = „a mg (a). 
Um o zu berechnen, hat man: 
x 3 
- x 
oss Haiti = es 
cos g 
Da nun aus der Gleichung für die Ellipse 


"m a 


g= - = — 
N 1-riangg.tangg' 
Vez tang oi? y EP EF 


folgt, so erhält man: 


a sec g cos p 
(Qm ———À en 
cos p cos (pP — p) 


y D). 
VA + tango tang 9! S d 
Durch diese beiden Formeln kann man also für jeden 
Ort auf der Oberfläche der Erde, dessen Polhóhe o bekannt 
ist, die verbesserte Polhöhe @ und den Radins o berechnen. 
Für die Coordinaten & und y erhält man noch die fol- 
genden Formeln, die auch in der Folge gebraucht werden: 
ine NE a eos p ur —® 
— Veosg? FA —eN np? 
Eé a cos o 
VA — e?sing? 


T 


Loi 
und 
HK 
y = x tang p = t g angyx (1 — e°) tang p 
0 — e?)sing (d) 
V1— s? sing* 

Aus der Formel (a) kann man g' in eine Reihe ent- 

wickeln, welche nach den Sinus der Vielfachen von œ fort- 
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schreitet. Man erhält nämlich nach Formel (16) in No. 11 
der Einleitung: 


j g^— b? a? — bin? 
Qc o nene sin? p- + 6 24 i) siná  — cte. (4) 
oder, wenn man 
a—b 
RTI 
setzt: 
a 
geg sin 29 -F 1 (45) sin4g — cte. (B). 


Berechnet man die numerischen Werthe der Coefficien- 
ten für die oben gegebene Abplattung und multiplicirt die- 
selben mit 206265, um sie in Secunden zu erhalten, so be- 
kommt man: 

g! = gp — 11' 30". 65 sin 2 + 1". 16 sin 4p — . .. ( C), 
woraus man z. D. für die Polhóhe von Berlin 52° 30' 16". 0 
findet 
g!— 52° 19' 8", 3. 

Wiewohl o selbst sich nicht in eine so elegante Reihe 
wie q' entwickeln läfst, so kann man doch für log o eine 
solche finden ). Die Formel (b) giebt nämlich: 


a? 


o (p? i 
cos p? | 1 P tangg? 


Setzt man hierin für cos p? seinen Werth 
4 


(m 


a 
a* —+b'tangp?’ 
so erhält man: 
» , 25 cos p? + b! sin g? 


Sw cos p? + b? sin p? 

a* Jr 5* 4r (a* — b*) cos 2g 

AT * LE b? 4 (a? x Fiss 

(a? + 0?)? + (a? — 5°)? +2 (a? + b?) (a? — b?) cos 2 p 

MEE CT ee (a — 8j + 2 (a b) (a — b) cos 2 p 
also: 
a? —)?2 a*— b? db 

EEN [OG ») i E MUN 
` (ab) 


"+ == Di ms RUE ET 


*) Encke, Jahrbuch für 1852 pag. 326, wo auch Tafeln gegeben sind, 
aus denen man für jode Polhöhe g' und log findet. 
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Schreibt man die Formel logarithmisch und entwickelt 
die Logarithmen der Quadratwurzeln nach Formel (15) in 
No. 11 der Einleitung in Reihen, die nach den Cosinus der 
Vielfachen von 2% fortschreiten, so erhält man: 
ab? et a— b 


log byp o = log hyp 


cos 29 


a-+b a^-4-5? a+b 
1 g-- TE 
ee GG an) — el E Dk (D) 
i ou) - sek | 
Ms a-+b Ka - 
— etc. 
oder für Driggische Logarithmen, wenn man wieder 
a—b 
e d a+b 
mit n Fe 
B 
loge = log (a E e Jta i (aa) ) eos 2y 
2n wi 
— 1 mn — n? S40 
3l Ta) n dest (E) 
+! | SEN n? 6 
NTE Un geov 
— ete. r, 


wo M den Modulus der Briggischen Logarithmen bedeutet und 
log IM = 9.6377843 

ist. Berechnet man wieder die numerischen Werthe der 

Cocfficienten, so erhält man, wenn man a=1 nimmt: 

log o = 9.9992747 -+ 0.0007271 cos 2p — 0.0000018 cos 4 p (F) 
und daraus z. B. für die Polhöhe von Berlin: 

log e — 9.9990880. 

Kennt man also die Polhóhe eines Orts, so kann man 
durch die Reihen (C) und (F) die verbesserte Polhóhe und 
die Entfernung des Orts vom Mittelpunkte der Erde berech- 
nen und durch diese Grófsen in Verbindung mit der Stern- 
zeit die Lage des Orts gegen den Mittelpunkt der Erde in 
jedem Augenblicke angeben. Denkt man sich durch den 
Mittelpunkt der Erde ein rechtwinkliges Coordinatensystem 
gelegt, dessen Axe der s senkrecht auf der Ebene des Aequa- 
tors steht, während die Axen der æ und y in der Ebene des 
Aequators liegen und zwar so, dafs die positive Axe der c 
nach dem Frühlingspunkte, die positive Axe der y nach dem 
90. Grade der Rectascensionen gerichtet ist, so kann man auch 
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die Lage des Ortes auf der Oberfläche gegen den Mittelpunkt 
durch die drei rechtwinkligen Coordinaten ausdrücken: 


x = ọ cos p’ cos O 
y = 0 cos gl sin 6 (G). 
z = p sin g' 


3. Die Ebene, in welcher die Gesichtslinien vom Mit- 
telpunkte der Erde und vom Beobachtungsorte nach dem Ge- 
stirne liegen, geht, wenn man sich die Erde als sphärisch 
denkt, nothwendiger Weise durch das Zenith des Beobach- 
tungsortes und schneidet also die scheinbare Himmelskugel 
in einem Verticalkreise. Daraus folgt, dafs die Parallaxe nur 
die Höhe der Gestirne ändert, das Azimut dagegen ungeän- 
dert lüíst. Ist nun A Fig. 3 der Deobachtungsort, Z sein 
Zenith, S das Gestirn und O der Mittelpunkt der Erde, so ist 
ZOS die wahre vom Mittelpunkte der Erde gesehene Zenith- 
distanz 5, dagegen ZAS die scheinbare, von dem Orte A 
auf der Oberfläche beobachtete Zenithdistanz s.  Bezeichnet 
man dann die Parallaxe d. h. den Winkel an S= —5 mit 
p', so ist: 


sin p' = 2 sin z, 
A 


wo A die Entfernung des Gestirns von der Erde bedeutet, 
und da p' aulser beim Monde immer nur ein sehr kleiner 
Winkel ist, so ist cs erlaubt, den Sinus mit dem Bogen zu 
vertauschen und zu setzen: 


Il A sin z! . 206265. 


Die Parallaxe ist also dem Sinus der scheinbaren Ze- 
nithdistanz proportional. Sie ist im Zenith Null, erreicht 
im Horizonte ihr Maximum und bewirkt, dals man die Hö- 
hen aller Gestirne zu niedrig sieht. Der Maximumwerth 
für ai —0 

RU. 
p=- b 200265 


heifst die Horizontalparallaxe und der Werth 


& 
= — 206265, 
A A 


wo a der Halbmesser des Erdäquators ist, die Horizontal- 
Aequatorealparallaxe. 
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Tier ist die Erde als sphärisch vorausgesetzt; da indes- 
sen die Erde ein Sphäroid ist, so geht die Ebene, m welcher 
die Gesichtslinien vom Mittelpunkte der Erde und vom Beob- 
achtungsorte nach dem Gestime liegen, nicht durch das 
Zenith des Beobachtungsortes, sondern durch den Punkt, in 
welchem die Linie vom Mittelpunkte der Erde nach dem Beob- 
achtungsorte die scheinbare Himmelskugel trifft. Es wird 
daher auch das Azimut der Gestirne durch die Parallaxe ge- 
ändert und zugleich wird der strenge Ausdruck für die IIóhen- 
parallaxe ein anderer sein als der eben gegebene ^). 

Denkt man sich drei auf einander senkrechte Coordinaten- 
axen, von denen die positive Axe der z nach dem Zenith des 
Beobacbtungsortes gerichtet ist, während die Axen der æ und 
y in der Ebene des Horizonts liegen und zwar so, dals die 
positive Axe der æ nach Süden, die positive Axe der y nach 
Westen gerichtet ist, so sind die Coordinaten eines Gestirns 
in Bezug auf diese Axen: 

A sin z/ cos A, A sing’ sin A und A eos z/, 
wo A die Entfernung des Gestims vom Beobachtungsorte, z' 
und A’ vom Beobachtungsorte gesehene Zenithdistanz und 
Azimut bezeichnen. 

Ferner sind die Coordinaten des Grestirns in Bezug auf 
ein Axensystem, welches dem vorigen parallel ist, aber durch 
den Mittelpunkt der Erde geht: 

Asinz cos A, Asinz sin A und Acos z, 
wenn man mit A die Entfernung des Gestirns vom Mittel- 
puukte der Erde und mit z und A die vom Mittelpunkte der 
Erde geschene Zenithdistanz und das Azimut bezeichnet. Da 
nun die Coordinaten des Mittelpunktes der Erde in Bezug 
auf das erstere System respective: 
— ọsin (p— 9), 0 und — g cos (p— g) 
sind, so hat man die drei Gleichungen: 
A sin z cos A’ = A sin z cos A — o sin (p — 9^) 
A ins sin A' = A sin z sin A 


A cosx" = A cos z — e eos (p — q^), 
oder: A sin z sin (A'— 4) = o sin (p — y") sin A 
N sin z' eos (A' —.4) —A sin z — o sin (p — q^) eos A (a) 
A cos z' =A 0082 — o cos (p — g^). 


*) Der Verf. verdankt die folgende, elegante Entwickelung der gütigen 
Mittheilung des Herrn Prof. Encke, 
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Multiplieirt man die erste Gleichung mit sm ! (A'— A), 
die zweite mit cos ; (4A — A) und addirt die rage so er- 
hält man: 


i DH 
A sin z' = A sin z — o sin (p— g") gos 4 M -- 4) 


os 4 (L1 — 4) 
A cos z' = A cos z — o cos (pg). 
Setzt man dann: 
cos 4 (A' -+ 
tang y = ne JE P ng (p— y’), (0) 
so wird: 
A sin z = À sin z — ọ cos (p — g) tang y 
A cos z' = A cosz — cos (p — ^), 
oder: 
A sin Cl — 2) = cos (p — oi m ec D 
cos y , 
cos ( ) e) 
AY eos (z/ — 2) = A — e cos (p— q^ EYEN 
cos y u 


und auch noch, wenn man die erste Gleichung mit sin 7 (s— z), 
die zweite mit cos! (2 —z) multiplicirt und die Producte 
addirt: 
DENEN Cm een uuu. 
cos y 

Dividirt man die Gleichungen (a), (b) und (c) durch A, 
nimmt man ferner den Halbmesser des Erdäquators als Ein- 
heit an, und setzt: 


=sinp, 


A 
wo p also die Horizontal - Aequatorcalparallaxe bezeichnet, so 
erhält man nach der Formel (12) und (13) in No. 11 der 
Einleitung: 


p a gsinp sin(p — m) Dee? TE sin p sin(g SE sn2A-+. 
sin z sinz 


y = eos A (p — q') — sin A tang I (d'— A) (p— g) 
„Sin Á sin A cos j (A -+ A) ^a * 
"Fe cos 4 (A'— A)? (PP)? ....*) 


*) Es ist nämlich: 
cosy (A' kA om SC e Pop $ (d'A)? 
z LS A e ee os 1 (.1— A)? 


Setzt man hier d tang (p— ol "s ps 


(p—9)-F3(p—9? -c..-, 
so erhält man leicht den im Texte gegebenen Ausdruck. 


tang (p — Pit... 
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m EE gsinpeos(p—g”) sin (2 —y) 
COS y 
inncos(q— q JA? 
Sek (er Es 27) sin 2 (s — y) H... 
COS y 
si os (p —q') 
log hyp Al = log ben A — e Lidia ds ad PN P y) 
e cos y 
i NE 
u fgsinpeos(p — p d cos 2 el, 
N cos y 


lliernach ist genähert bis auf Gröfsen von der Ordnung 
sm p (— q^), die bei der Gröfse y nie in Betracht kommen 
werden: 
y = (p — q’) cos A 
und man erhält für die Azimutalparallaxe : 
Be éi EE 9) 
sin z 
oder, wenn s sehr klein sein sollte, strenge: 
e sin p sin (p — g^) 
sın z 


sin A, 


sin A 
tang (A — A) = 
1 


sin p sin (g — ei 
Berne) NN 
suis 
Da ferner: 


cos(p—g) cos E CA HA) sin (p —g) 
cosy  eosl(A'— A)siny 
also sehr nahe gleich 1 ist, so erhält man für die Parallaxe 


der Zenithdistauz : 


z — z = p sin p sin [z — (p — y!) cos A], 


oder strenge: 

E sin (' — 2) = o sin p sin [e — (g — 9!) cos A] 
AV 
A 

Für den Meridian ist also die Parallaxe in Azimut Null 
und die Parallaxe der Zenithdistanz: 

2 —z = o sin p sin [z — (p — g')]. 

4. Aehnlich erhält man die Parallaxe für Rectascension 
und Declination. Die Coordinaten eines Gestims in Bezug 
auf die Ebene des Aequators und den Mittelpunkt der Erde 
Selen: 


cos (2 — 2) = 1—ọ sin p cos [z — (p —9') cos A]. 


A cos Ô cos a, A cos Ó sin « und Asin 9. 

Die scheinbaren Coordinaten in Bezug auf dieselbe Ebene, 
wie sie vom Beobachtungsorte auf der Oberfläche der Erde 
erscheinen, seien dagegen: 

A cos Ó' cos el, A’ cos ö’sin«e' und Al sin 0. 
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Dann hat man, weil die Coordinaten des Ortes auf der 
Oberfläche in Bezug auf den Mittelpunkt der Erde und für 
die Grundebene des Aequators: 

o cos ol cos ©, ecosg' sin © und g sin p' 
sind, zur Bestimmung von A, oi und à' die drei Gleichungen: 
AY cos d cos a! = A cos Ô cos a — o cos gl cos O 
Al cos d sin a’ = A cos Ô sin « — o cos éi sin © (a) 
A sin d = A sin ô — e sin g”. 

Multiplicirt man die erste Gleichung mit sin e, die zweite 

mit cos « und zieht beide von einander ab, so erhält man: 
A cos d sin (a! — a) = — e cos gl sin (O — a). 
Multiplieirt man dagegen die erste Gleichung mit cos «, 
die zweite mit sin œ und addirt beide, so findet man: 
A cos Ò cos tel — a) = A cos Ò — o cos p' cos (O — a). 
Iis ist mithin: 
0 cos ol sin (a — 0) 
A cos Ò — o cos y! cos (a — O) 
e cos oi 
A cos d 
J 
= ZE cos (a — ©) 
oder, wenn man hierauf die schon oft gebrauchte Reihen- 
entwiekelung anwendet: 
EE 
A cos à 


tang (« — a) = 


sin (a — 0) 


= 1 


2 
g cos p 


A cos ò 


e bh A 
TAE; i j 
en, sm3(e— O)-+.. (4) 


Für alle Fälle, den Mond ausgenommen, reicht man mit 
dem ersten Gliede dieser Reihe aus und hat dann ganz ein- 
fach, wenn man für o den Halbmesser des Acgqnators zur 
Einheit nimmt und dann im Zähler den Factor sin z (wo « 
die Horizontal- Aequatorealparallaxe der Sonne ist) hinzufügt, 
damit im Zähler und Nenner dieselbe Einheit, nämlich die 
halbe grofse Axe der Erdbahn vorkommt: 

sinz cosp'  sin(«—0O) 

dr E m d 

«-— © ist der östliche Stundenwinkel des Gestims. Die Pa- 

rallaxe vergrölsert also die Rectascensionen der Sterne auf 

der Ostseite des Meridians und vermindert dieselben auf der 

Westseite. Steht das Gestirn im Meridian, so ist die Parallaxe 
desselben in Rectascension gleich Null. 


sin Le — 0) -- 4 sin 2 (a — ©) 


(B) 
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Um nun auch eine ähnliche Formel für 0'— 9 zu finden, 
setze man in der Formel für 
A cos ĝ' cos (e! — a) 
jetzt 
1 — 2 sin 4 (œ — a)? 
statt 
cos (a! — a), 
wodurch man erhält: 
A cos d'A cos d — g cor g' cos (O —a) + 2 A' cos Ó' sind (d — «)?. 
Multiplieirtt und dividirt mau das letzte Glied mit 
cos j Ger — e), so findet mau hieraus, wenn man zugleich die 
Formel: 
A cos Ó sin (a — a) = — o cos g' sin (O — a) 
benutzt : 


, cos [B — 4 (a! ail 


A cos d = A cos Ò — o cos y ee (b) 
cos 3 (« — a) 
Führt man nun die Hülfsgrölsen ein: 
B sin y = sin ol 
cosg cos [O — M (a! + a) 
B cos y = S [ ; l H (e) 


cos 4 (a — a) 
so erhält man aus (b): 
A cos ð' — A cos Ô — ọ 2 cos y 
und aus der dritten der Gleichungen (a): 
A sin Ò = A sin d — of sin y. 
Aus beiden Gleichungen findet man aber leicht: 
A sin (0 — 0) = — of sin (y — ô) 
A cos (0 — 8) = A — o f cos (y —Ó), 


oder: 
ET (y —à) 
tang (0 — 09) = —— -- Lx m 
1— e£ cos (y — à) 
oder auch nach der Formel (12) in No. 11 der Einleitung: 
! eB . ep? . y 
ð — ô= — ^ sn (y—8)—4 AY sin 2 (y — 9) — etc. (C) 


* , 
m e A . sm ip D 
Führt man hier für £ seinen Werth P ein und setzt 


wieder o sin z statt o, um im Zähler und Nenner dieselbe 
Einheit zu haben, so erhält man, wenn man nur das erste 
Glied der Reihe mitnimmt: 

ọsin sing’ ‚any, 


eps —— 
3 ? A sin y 
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Setzt man noch in der zweiten der Formeln (c) im die- 
sem Falle Eins statt cos j («'— «) und æ statt 3 («' -+ a), 
so sind also die vollständigen Näherungsformeln zur Berech- 
nung der Parallaxe in Rectascension und Declination die fol- 
genden: 


omg co 0 sin(9—«) 


A ` cos d 
l o  dmngEgU S 
Pneu‘ cos (O — oi 
ggg ol sin (y — ô) *) 
z A sin y 


Hat das Gestirn eine sichtbare Scheibe, so wird sein 
scheinbarer Halbmesser von der Entfernung abhängen und 
man wird also auch dafür eine Correction nöthig haben. Es 
ist aber: 

A sin (9' — y) = A sin (ô — y) 
TREE dp) 
sin (0 — y) 
und da sich nun die Halbmesser, so lange dieselben kleine 
Winkel sind, umgekehrt wie die Entfernungen verhalten, so 
hat man: 
Di D sin (J.— y). 
` sin (S — y) 

Beispiel. 1844 Sept. 3 wurde im Rom um 20^ 41» 38° 

Sternzeit ein von de Vico entdeckter Comet beobachtet 
in der Rectaseension ` 2? 35/55". 5 
und in der Declination — 18 43 21.6. 
Der Logarithmus der Entfernung von der Erde war zu 
dieser Zeit 9.27969, ferner ist für Rom 
ai ss 41? 42.5 
und 
log o — 9. 99938. 

Damit ist dann die Rechnung für die Parallaxe die 

folgende: 


*) Für den Meridian erhält man hicraus: 
no, AL, 
a sin (p — =p 7 sin [e — (o — 9]. 


also die Parallaxe in Declination gleich der Höhenparallaxe. 
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© in Bogen 310? 24°, 5 


o 2 35.9 
9—a — 52 11.4 
tang ol 9.94999 y= 550728.6 
cos (@—e) 9.78749 j= — 18 43.4 
sin (O—a) 9.89765, y—ô= + 74 12.0 
BET 1.52518 sin (y— ò) 9. 98327. 
A | à meian |, 47576, 


secó 0. _0.02362 


cosec y 0.08413 
log(a'—a) — 1.44703 log Ai. Ze 1.54310, 
(«^ —«) = + 21". 99 ó'— ô= — 34". 93 


Wegen der Parallaxe ist also damals die Rectascension 
des Cometen um 28".0 gröfser und die Declinatiou um 34". 9 
kleiner beobachtet, als man sie vom Mittelpunkte der Erde 
gesehen hätte. Der von der Parallaxe befreite Ort des Co- 
meten ist also: 

a= PET A a) 
ô= — 18 42 46 .7. 

Um die Parallaxe eines Gestirns für Coordinaten, welche 
auf die Grundebene der Ecliptic bezogen sind, zu erhalten, 
ist es nóthig, die Coordinaten des Beobachtungsortes in Be- 
zug auf den Mittelpunkt der Erde für dieselbe Grundebene 
zu kennen. Verwandelt man aber © und y' in Länge und 
Breite nach No. 9 des ersten Abschnitts und erhält man da- 
für die Werthe / und b, so sind diese Coordinaten: 

Q cos b cos / 
e cos b sin / 
e sin b 
und man hat dann, wenn A, Ø’, A scheinbare und A, A, A 


wahre Gröfsen sind, die drei Gleichungen: 
A cos B' cos les A cos £ cos À — a cos b cos | 
A cos f' sin A = A cos B sin A — g cos b sin 7 
A sin f' zx A sin 8 — ọ sin b, 
woraus man ganz ähnliche Endformeln, wie vorher findet, 


nämlich: 
acer cosb sin(/ —4) 
A cos ß 
tango — 


SED cos (1 — A) 
| gn. sib sin(y—£) 
8 eg A siny 2 
11 
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€ und ol sind die Reetascension und Declination desjenigen 
Punktes, in welchem der verlängerte Erdhalbmesser die schein- 
bare Himmelskugel tufft, | und b sind also die Länge und 
Breite desselben Punktes. Betrachtet man die Erde als sphä- 
risch, so fällt dieser Punkt mit dem Zenith zusammen und 
man nennt die Länge desselben auch den Nonagesimus, 
weil der dieser Länge entsprechende Punkt der Ecliptic 90° 
von den im Horizonte befindlichen Punkten derselben absteht. 


9. Da die Aequatoreal- Horizontalparallaxe des Mondes 
oder der Winkel " AA wenn A die Entfernung des Mondes von 


der Erde bezeichnet, immer zwischen 54 und 61 Minuten be- 
irügt, so reicht man bei der Berechnung der Mondsparallaxe 
mit dem ersten Gliede der Reihe für o'— « und ó'— ô nicht 
aus, sondern man muís dann entweder auf die höheren Glie- 
der mit Rücksicht nehmen oder die strengen Formeln an- 
wenden. 

Man suche die Parallaxe des Mondes in Rectascension 
und Declination für Greenwich den 10. April 1848 um 10%, 
Für diese Zeit ist: 

a — h43m205,25 — 115? 50' 3". 75 
à — -1- 16? 27' 22". 9 
Q9 — 11h 17m Q5. 02 = 169° 15' 0". 30 
die Aequatoreal-Horizontalparalaxe und Halbmesser: 
pai Male 
ns 
ferner ist für Greenwich: 
ee 
logo = 9.9991134. 

Führt man die Horizontalparallaxe p des Mondes in die 

beiden in No. 4 gefundenen Reihen für o — o und 9'— ô ein, 


so werden diese, da sin p = n 
d d ai 
el a = — 206265 Leg sin(O—«) 
hogq gb 2 
PL T NP 


UT 3 
4e j (295? moda.. 
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und: 8 3— — 200265 feurchr (y—3) 
t siny 
/osin g'sin py? 
+4 R ET 4) sin 2 (y — 6) 
Sin y sin px? 
+(e e JE sin 3(y — 9) 4-... 


wo man jetzt zur Berechnung des Hülfswinkels y die strenge 
Formel anzuwenden hat: 


cos 1 = — a) 
tang y = tangg! — 


os | — 4 el + «)] 
Berechnet, man diese mM so erhält man für o'— e: 

aus dem ersten Gliede: BAH ngon 

T » zweiten . — 11.47 

Si cy. DD ` s — 0.03 

also — a = — 29' 57". 21. 

und für 9'— à: 

aus dem ersten Gliede: — 36' 34". 21 

Se a zweiten „ — 20.91 

Een, HKH — m 

also dd — 36’ 55". 24. 


Die scheinbare Reetascension und Declination des Mon- 
des ist somit: 
a' = 115° 20! 6". 54 à' — 15" 50' 27". 66. 
Zuletzt erhält man noch für den scheinbaren Halbmesser: 
R' = 15’ 40". 20. 

Zieht man es vor, die Parallaxen nach den strengen For- 
meln zu berechnen, so muls man sich diese für die logarith- 
mische Rechnung bequemer einrichten. Die strenge Formel 
für tang Ce — a) war: 

o cos oi sin p sin (æ — O) sec d 
1 — g cos 9 sin p cos (a — O) sec à 
Ferner folgt aus den beiden Gleichungen: 
A sin à' = A [sin 0 — o sin / sin p] 


tang (a! — a) = (a). 


und: 
N cos d cos tel — a) = A[cos 0 — g cos g' sin p eos (x eil 
Teu [sind — o sin 7 "sin p] cos. Lo — a) sec d G). 
1 — g cos oi sin p sec Ò cos (a — O) 
Da ferner: 

A cos d cos Lei — a) 
A ^ cos Ó — ọ cos g' sin p cos (a — 0) ` 

so erhält man noch: 


cos d cos Gel — a) sec d 


"E 
E 4 — g cos g' sinp sec Ô cos (a — 6) 


sin Æ (c). 
u 
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Führt man nun in (a), (b) und (c) die Hülfsgröfsen ein: 
g sin p cos g' cos( æ — 9) 
cos d 


cos A = 


und: 
sin C — p sin p sin ol, 
so erhält man die für logarithmische Rechnung bequemen 
Formeln: 
1e cos g' sin p . sin (a — 6) 
cos dein A? 
sin 4 (8 — C) cos (B= C) ens (d! — a) 


cos à sin 4 A? 


tang (el — a) = 


tang ð = 


und: 
1 d M 
miss) SE C DN R. 
cos Ò sin 1 A? 
Sucht man e'— «e, ö' und R' für das vorige Beispiel auch 


nach diesen Formeln, so erhält man fast genau wie vorher: 


a! — a = — 29' 51". 21 
= + 15" 50' 27". 68 
Ac (P ADU EN 


Für die strenge Berechnung der Parallaxen in Länge 
und Breite erhält man ganz ähnliche Formeln, in denen nur 
A, A, f, B, lund b an der Stelle von ei, e, ð, ô, © und 
q' vorkommen. 


II. Die Refraction. 


6. Die Lichtstrahlen gelangen nicht durch einen leeren 
Raum zu uns, sondern durch die Atmospháre der Erde. Im 
leeren Raume gehen die Lichtstrahlen geradlinig fort; wenn 
dieselben aber in ein anderes Medium, welches das Licht 
bricht, eintreten, so werden sie von ihrer ursprünglichen Rich- 
tung abgelenkt. Besteht dieses Medium nun, wie unsere At- 
mosphäre aus unendlich vielen Schichten, deren Brechungs- 
kraft sich stetig ändert, so wird der Weg des Lichtstrahls 
durch dasselbe eine wirkliche Curve bilden. Ein Beobachter 
auf der Erde sieht nun das Object in der Richtung der letzten 
Tangente der Curve, welche der Lichtstrahl durchläuft und 
mufs aus dieser Richtung, dem scheinbaren Orte des Objects, 
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auf diejenige Richtung des Lichtstrahls schliefsen, welche der- 
selbe gehabt haben würde, wenn er einen leeren Raum durch- 
laufen hätte, d. h. auf den wahren Ort des Objects. Der 
Unterschied beider Richtungen heifst die Refraction und 
da die Curve, welche der Weg des Lichtstrahls in der At- 
mosphäre bildet, dem Beobachter die concave Seite zuwendet, 
so sieht man wegen der Refraction alle Grestirne in einer zu 
grofsen Höhe. 


Im Folgenden wird die Gestalt der Erde als sphärisch 
vorausgesetzt, da der Eiuflu(s der sphäroidischen Gestalt der 
Erde auf die Refraction ganz unbedeutend ist. Die Atmosphäre 
wird aus concentrischen Schichten bestehend angenommen, 
innerhalb welcher die Dichtigkeit, also auch die davon abhän- 
gende Brechungskraft constant ist. Um nun die Aenderung 
der Richtung des Lichtstrahls in jeder Schicht vermóge der 
Brechung zu bestimmen, muls man die Gesetze der Brechung 
des Lichts kennen. Es sind ihrer vier, nämlich die folgenden: 


1) Wenn ein Lichtstrahl aufirgend eine Fläche eines Rör- 
pers trifit, welche zwei Medien von verschiedener Brechbar- 
keit trennt, so lege man eine tangirende Ebene an den Punkt, 
wo der Lichtstrahl einfällt, ziehe die Normale und lege durch 
dieselbe und den Weg des Lichtstrahls eine Ebene, so wird 
der Lichtstrahl auch nach seinem Eintritt in den Körper diese 
Ebene nicht verlassen. 


2) Wenn man sich die Normale auswärts verlängert denkt, 
so hat bei einerlei Medien für alle Einfallswinkel der Sinus 
dieses Einfallswinkels (d. h. des Winkels zwischen dem ein- 
fallenden Strahl und der Normale) zum Sinus des Brechungs- 
winkels (d. h. des Winkels zwischen dem gebrochenen Strahl 
und der Normale) ein constantes Verhältnifs. Dieses Verhält- 
nifs nennt man den Brechungsexponenten für diese zwei 
Medien. 

3) Wenn der Brechungsexponent zwischen zwei Medien 
A und B gegeben ist und ebenso der zwischen zwei andern 
Medien B und C, so ist der Brechungsexponent zwischen 
den Medien A und C das zusammengesetzte Verhältnifs vom 


Brechungsexponenten zwischen A und B und dem zwischen 
B und C. 
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4) Ist u der Brechungsexponent für den Uebergang von 


" Ü o 5 5 d 
einem Medium A in ein andres B, so ist — der Brechungs- 
H 


exponent für den Uebergang von dem Medium B in das 
Medium A. 


Fig. 4. Es sei nun O Fig. 4 
ein Ort auf der Ober- 
fläche der Erde, C der 
Mittelpunkt derselben, S 
der wahre Ort eines 
Sterns, CJ die Normale 
an dem Punkte J, in 
welchem der Lichtstrahl 
SJ die erste Schicht der 
Atmosphäre trifft. Ist 
dann der Brechungsex- 
ponent für diese erste 

\ Schicht bekannt, so kann 
man nach den Brechungs- 
gesetzen die Richtung 

des gebrochenen Strahles finden und erhält dann für die zweite 

Schicht einen neuen Einfallswinkel. Betrachtet man nun die 

nte Schicht und ist CN die Linie vom Mittelpunkte der Erde 

nach dem Punkte, in welchem der Lichtstrahl die zte Schicht 
trifft, ist ferner i, der Einfallswinkel, f, der Brechungswinkel, 

Ua der Brechungsexponent vom leeren Raume in die zte, 

Hag- dasselbe für die &-1-1ste Schicht, so hat man *): 

sin à, : sin fu. z— Un at i as 
Ist dann N’ der Punkt, in welchem der Lichtstrahl die 
n-|-lste Schicht trifft, so hat man im Dreiecke NCN', wenn 
man die Entfernungen der Punkte N und N’ vom Mittel- 
punkte der Erde mit r, und rett bezeichnet: 
sin f, : Sin 24 LISS a-p1174, 
und aus der Verbindung dieser Gleichung mit der ersteren: 


gui Y 
Tn SIN ty Au — Ta 2-1 sin y, +1 Knie 
) 


Ben Y Z 


*) Diese Brechungsexponenten sind Brüche, deren Zähler gröfser als der 
Nenner. Für Schichten au der Oberfläche der Erde ist z. B. u = 1.000294 
3400 


3399 ° 


oder nahe 
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Da also das Product aus der Entfernung vom Mittelpunkt 
in den Brechungsexponenten und den Sinus des Binfallswin- 
kels für alle Schichten der Atmosphäre dasselbe ist, so erhält 
man, wenn man mit y eine Constante bezeichnet, als allge- 
meines Gesetz der Refraction: 

r. Ap, sing — y, (a) 
wo r, ic und $ demselben Punkte der Atmosphäre gugehóren 
müssen. Für die Oberfläche der Erde wird uun Z d. h. der 
Winkel, welchen die letzte Tangente des Lichtstrahls mit der 
Normale bildet, gleich der scheinbaren Zenithdistanz s des 
Sterns. Nennt man also a den Halbmesser der Erde und o, 
den Brechungsexponenten für eine Luftschicht an der Ober- 
fläche der Erde, so erhält man zur Bestimmung der Constante 
y die Gleichung: 

du, Sinz = y. (b) 

Nimmt man nun an, dals die Dichtigkeit der Atmosphäre 
sich stetig ändert, dafs also die Höhe der Schichten, inner- 
halb welcher die Dichtigkeit als constant angesehen werden 
darf, unendlich klein ist, so wird der Weg des Lichtstrahls 
durch die Atmosphäre eme Curve, deren Gleichung man be- 
stimmen kann. Führt man Polarcoordinaten eiu und nennt v 
den Winkel, welchen jedes r mit dem Radius CO macht, so 
erhält man leicht: 

T done tang & (e) 
dr P 

Die Richtung der letzten Tangente ist, wie man eben 
gesehen hat, die scheinbare Zenithdistanz z, dagegen ist die 
wahre Zenithdistanz & der Winkel, welchen die verlängerte 
ursprüngliche Richtung SJ des Lichtstrahls mit der Normale 
macht. Dies £ hat zwar seinen Scheitel in einem andern 
Punkte als dem, in welchem sich das Auge des Beobachters 
befindet; da indessen die Atmosphäre nur von geringer Höhe 
ist, die leuchtenden Körper dagegen sehr weit entfernt sind, 
überdies auch die Refraction selbst ein kleiner Winkel ist, 
so wird der Unterschied zwischen dem Winkel & und der 
wahren Zenithdistanz, die man in O beobachtet hätte, nur 
sehr unbedeutend sein. Selbst beim Monde, wo dieser Unter- 
schied noch am merklichsten ist, beträgt derselbe noch nicht 
eine Bogensecunde im Horizonte. Man kann daher anneh- 
men, dafs der Winkel ¢ die wahre Zenithdistanz ist. 
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An dem Punkte N, für welchen die veränderlichen Grö- 
{sen % r und u gelten, lege-man nun eine Tangente-an-den 
Lichtstrahl, die mut der Normale CO den Winkel E bildet; 
dann ist: / 

Veit. (d) 

Differenzirt man dann die allgemeine Gleichung (a) lo- 
garithmisch, so erhält man: 


5 / 
E -+ cotang Ý. E Sé du —0 
T Í H u 


und aus dieser Gleichung in Verbindung mit den Gleichun- 
gen (c) und (d): 

mom EE 

, BS 
oder, wenn man tang t eliminirt durch die Gleichung: 


uf En 
j Vie sing? Vr? u? -—y? 
D 
und für y seinen Werth 777^ setzt: 
Ha. 
Z sin Spe du 
- 


ds'= 


e on 
a" D 
D Y — -y sin SI us? 
r 


Das Integral dieser Gleichung, genommen zwischen den 
Grenzen ¢' zs E und £'— s, giebt dann den Betrag der Re- 
fraction. Setzt man: 


— —1—5, 
= 
so kann man die Gleichung auch so schreiben: 


di'— Heer P NN (e) 


El oc — 
Penn gp (1 = E) + (2 s—s?) sin z* 
#0 


Um diese Gleichung zu integriren, müíste man nun s 
als Function von u kennen. Die letztere Grölse selbst ist 
von der Dichtigkeit abhängig und zwar lehrt die Physik, dafs 
die Grölse u? — 1, die man auch die brechende Kraft nennt, 
der Dichtigkeit proportional ist. Führt man also als neue 
Veränderliche die Dichtigkeit o ein, gegeben durch die Glei- 
chung: 

u —1 ad?) 
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wo c eine Constante ist, so erhält man: 


dg 
en +1 — s)sinz.c. itep -P T 
14-co EE ar P ens d 
Kë $i Di 25— 
ES V ose cosz D LEE +(25—s?) sinz? 
oder, wenn man setzt: 
C0 to? —1 Kl kg —2«( g 
e DER Ët "2a, alo ee -— 
de, uu CIT ) 
d 
a (1— s) ipm 
dÉi = — — N. : Eu E 


[172:(1— 2)] en ai +: sinz? 


Der Coefficient 


ist das Quadrat des Verhältnisses des Brechungsexponenten 
für eine Schicht, deren Radius r, zum Brechungsexponenten 
einer Schicht an der Oberfläche der Erde. Da aber für die 
Grenze der Atmosphäre u — 1, dagegen für die Brechung 
vom leeren Raum in Schichten an der Oberfläche der Erde 


0 
fly emm i ist, so liegt das Verhältnis i 
diesen engen Grenzen. Die Grófse «œ Sr daher klein und 


man kann deshalb statt des veränderlichen Factors 


immer zwischen 


1 —2«(1— $ 
Qo 


seinen mittleren Werth zwischen den zwei &ufsersten Grenzen 
1 und 1—2«, d.h. den constanten Werth 1— c, nehmen. 


Setzt man noch zur Abkürzung 1 — *-— w, wo also w 
9 


eine noch näher zu bestimmende Function von s ist, nnd än- 
dert das Zeichen von d£’, sodafs der zu findende Werth der 
Refraction so zu verstehen ist, daís man denselben zu dem 
scheinbaren Orte algebraisch addiren muls, um den wahren 


zu erhalten, so wird: 

dt s (1— s) sinzdw 
- 1— « Veosz? — 2«w + (2s — s?) sine? 

oder da s immer klein ist, indem für eine Höhe der At- 

mosphüre von 10 Meilen der grölste Werth von s nur 


0,0115 ist: 
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de CH sinz dw 
` 1—« Yeoosz? —2aw--2ssinz? 
: : o (9), 
o  :esinz[cos 2? — 2aw] +s? sin 2 
ze d 
[cos 2? — 2 aw + 2 ssin =?]? 


wo schon das zweite Glied, wie man später sehen wird, im- 
mer so klein ist, dals es vernachlässigt werden kann, weshalb 
zunächst nur das erste Glied in Betracht gezogen wird. Um 
den Betrag der Refraction zu erhalten, muls man den Aus- 
druck von d{ nach s integriren zwischen den Grenzen s = 0 
und s = H, wo H die Höhe der Atmosphäre ist. 
Setzt man nun: 
w = F(s) 
und führt die neue Veränderliche z ein, gegeben durch die 


Gleichung: 

u F(s 

sin 2 SA 

oder, wenn man setzt: 

LER eng 

singz? —— PUR. 

sc—md- (s), 

so hat man nach dem Lagrangeschen Lehrsatze: 


d Fc) | 
dI o o? 
FG)— FG)-- 40) TE A. eg 


Sue) dz 
^ | 
[a 1 4 [vw dr | 
E dei 
also: 
LF (x) 
PO fa )2 c ] 
n " ) ch 1 
UFG) =d FG) + y Ek C) SÉ DE 
| " wei) 
E A). 
wo det Oé 
Um dann hieraus den Ausdruck für die Refraction zu 
erhalten, muls jedes Glied mit ^ UE na 
E e + 2x sin 2? 


plieirt und zwischen den oben angeführten Grenzen integrirt 
werden. Um aber diese Integrationen ausführen zu können, 
ist es nöthig, w als Funetion von s zu bestimmen, d. h. das 
Gesetz zu finden, nach welchem die Dichtigkeit der Luft mit 
der Höhe abnimmt. 
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7. Es seien p, und r, der Luftdruck und die Tempe- 
ratur an der Oberfläche der Erde, p und z dieselben Grófsen 
in der Höhe & über der Oberfläche der Erde, m die Aus- 
dehnung der Luft für einen Grad des Fahrenheitschen Ther- 
mometers, so hat man die Gleichung: 


^ 1-m zu à " ZEN Li 
Denn denkt man sich ein Volumen Luft unter dem Drucke 
Pos bei der Temperatur r, und mit der Dichte o,, und ver- 
ändert den Druck zu p, während die Temperatur dieselbe 
bleibt, so wird nach dem Mariotte'schen Gesetze die Dichte 


werden ^ .o,. Wächst dann auch die Temperatur zu r, so 
Po 


wird die neue Dichte 
p l--mt, 
) ez € —— ——- 0a, 
g Po E CH >” 
woraus die obige Gleichung folgt. Es ist also TE "T 
y UT 
der Quotient: Druck dividirt durch Dichtigkeit und reducirt 
auf eine feste Temperatur, immer eine constante Grölse. Nennt 
man nun Le die Höhe einer Luftsáule von der Dichügkeit o, 
und Temperatur r,, die bei der an der Oberfläche der Erde 
stattfindenden Schwere g, dem Drucke p, das Gleichgewicht 


hält, so hat man: 


oder 


po = (4 de m4) o go los (8) 
L ist also die Höhe, welche die Atmosphäre haben würde, 
wenn die Dichtigkeit und Temperatur für alle Schichten die- 
selbe wie an der Oberfläche wäre. Nimmt man für t, die 
Temperatur 8° Réaumur — 10? Celsius — 50° Fahrenheit, so 
ist nach Bessel 
lo = 4226.05 Toisen, 

gleich der mittleren Barometerhöhe an der Oberfläche des 
Meeres, multiplicirt mit der relativen Dichtigkeit des Queck- 
silbers gegen Luft. 


Erhebt man sich dann in der Atmosphäre um dr, so ist 
die Abnahme des Druckes gleich der kleinen Luftsäule odr, 
multiplieirt in die der Entfernung r entsprechende Schwere, 
also: 


ft 


EE us Mod 
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und wenn man diese Gleichung durch die Gleichung (£) di- 
vidirt und 
LIBE fs 
= 
setzt, auch die Temperatur von t, abrechnet, sodaís z die 
Temperatur weniger 50° Fahr. ist, so erhält man: 
dp ode 


(4 — w) 
Po h G); 
und: ep = (1--mc)(1—w). 


a 
Aus der Gleichung (œ) und aus diesen beiden Gleichungen 
findet man, wenn man p eliminirt, 1 —w und somit die Dich- 
tigkeit durch s und 1-- mv ausgedrückt. Die Grösse 1+mr 
ıst selbst eine Function von s; da man aber das Gesetz der 
Abnahme der Temperatur mit der Höhe nicht kennt, so ist 
man genöthigt, zu einer Hypothese seine Zuflucht zu neh- 
men und dann zu schen, ob die damit berechneten Refrac- 
tionen den beobachteten entsprechen. Die verschiedenen Re- 
fractions- Theorien unterscheiden sich somit durch die An- 
nahme, die in Betreff der Abnahme der Temperatur in der 
Atmosphäre gemacht ist. 

/- Nimmt man die Temperatur als constant an, so wird: 


l 
P —1—w, alo E =d (1 —w), 


Po 0 
mithin erhält man in Verbindung mit der ersten der Glei- 


chungen (y): 


mithin: 1—w=e j 
da die nach der Integration hinzuzufügende Constante O ist. 
Diese Hypothese, die Newton's Theorie zum Grunde liegt, 
weicht aber so stark von der Wahrheit ab, dafs die danach 
berechneten Refractionen die beobachteten nicht darstellen. 


as 
Nimmt man für I-+-mr einen Exponentialausdruck e ^ 


an, so kommt man auf Bessel’s Form. Aus der Verbindung 
der beiden obigen Gleichungen erhält man dann: 


as 
mel las 
1—w A lo d 


woraus folgt, wenn man die nach der Integration hinzuzufü- 


173 


gende Constante so bestimmt, dafs 1—w gleich Eins ist für 
GIE, 


1 — w=e S 
wofür man auch den Näherungsausdruck nehmen kann: 


1— we 2 (8). 
Bessel bestimmt dann die Constante kh so, dafs die nach 
dieser Hypothese berechneten Refractionen den beobachteten 
so nahe als möglich kommen. Die mit diesem Werthe von 


as 
h aus der Formel I-mr—=e * folgende Abnahme der Tem- 
peratur stimmt aber durchaus nicht mit der an der Oberfläche 
beobachteten. Man erhält nämlich für s — 0 aus der Formel: 


dr o ds 


1 5. ji 
-— — --, und da auch c für s — 0, so erhält man: 
n 


ds An dr 
dr 1 
= — — 
dr Àm 


für die Oberfläche der Erde. Da nun m für emen Grad des 
Fahrenheitschen Thermometers gleich 0.0020243 und h nach 
Bessel gleich 116865.8 Toisen genommen werden muís, so 


d i B 
erhält man an oder die Abnahme der Temperatur 


von 1° Fahrenheit für eine Erhebung von 237 Toisen über 
der Erdoberfläche, während nach den Beobachtungen eine 
solche Abnahme schon für die Erhebung von etwa 47 Toisen 
stattfindet. 

5- Ivory nimmt daher ebenfalls eine Exponentialfunction für 
l--mz an, bestimmt dieselbe aber so, dafs die Abnahme der 
Temperatur an der Oberflüche der Erde dargestellt wird. Er 
nimmt nämlich: 

1— w =e", 
wo u eine Function von s ist, ferner: 
1+ mr =1 —f(1—e-". 
Nach den Gleichungen (y) erhält man dann leicht: 


T ds = (1 — f) dut- 2fe-"du, 
H 
also: = —u-r-2f(1— e»). (e) 
0 


Aus diesen Gleichungen findet man fürr—a: 
dr 1 F 


= Re 
dr Jam  diJ-f 


174 


und man sieht, dafs man für f etwa ? nehmen muís, um 


dr . 
„5 zu machen, also die Beobachtungen an der Ober- 
ar 


fläche der Erde darzustellen. 

Andere Hypothesen sind noch von Laplace, Young, Lub- 
bock und Andern aufgestellt. Hier sollen aber nur die beiden 
von Bessel und Ivory eingeführten näher betrachtet werden, 
da die danach berechneten Refractionen am häufigsten be- 
nutzt werden, auch die übrigen sich älınlich behandeln lassen. 


8. Setzt man in der Gleichung (2) 
bh 


so ıst in Bessel’s Hypothese: 


w = F(s) SE E 
es wird daher: 


Man erhält daher: 


Zn (n-1) 

She tz -(n--Dfür ` —n fr "n —(1—1)fi — à 
dF (xz) y (x) —(1) ger SS n.e + 1.2 * ES 
mithin, da 

quamet d E 
dee E 
P far D n An+1 
d" [ toa ] WE nts Ds — gae g- "Br 
H ek Be ossi] 
und das allgemeine Glied des Differentials d£’ wird daher: 
» Out) in z 
5 bil Zai E Em qu zz fa -1y c7 DB 
1—a 1... sine?" Veosz2-L2x»sinz? ' 


n (n—1) 
TM 
wo für n alle Zahlen von O ab zu setzen sind. Alle diese 
Glieder sind dann zwischen den Grenzen s= 0 und s = H 
zu integriren, wofür man auch ohne merklichen Irrthum die 
Grenzen 0 und œ nehmen kann, da e-4* für s — H äulserst 
klein ist*). Die hier vorkommenden Integrale lassen sich 


—n.n' e "R? + GI nl 


*) 1—w sollte eigentlich gleich Null sein an der Grenze der Atmo- 
sphäre, während es erst O wird für 0 =œ. Die Formel setzt also eine At- 
mosphäre von unendlicher Ausdehnung voraus, da aber die Exponentialfunction 
schnell abnimmt, so wird der Unterschied unmerklich. 
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auf die m No. 18 der Einleitung eingeführten  Funetionen 
zurückführen und wenn man die dort gegebene Formel (8) 
anwendet, so findet man das allgemeine Glied des Ausdrucks 
für die Refraction: 


« Va a 1 a" An i : x 
TER ! 28. 2.2. sinz* (2-1) *. Q1) nn v0) 
24-1 
antes HE 2 uf. 


mithin, wenn man die Refraction durch ô bezeichnet: 

= Ve wm 
d [47 + 

L ECO 


) 
sin z | d 
CO Lc 2 
RRC SE v(3) H va || 
N eto. ] 


ein Ausdruck, für den man, da 


1 en z z? —— 
KSE MG 
auch schreiben kann: 
e e 
dt = geg Vag Í e (sins ot? 
E 2648 
CO a2 
ae "Py AC 
A wii im 
| : 326 
n? g? ER > sin 2? y (3) 


1.2.sinz* 


9. In Ivorys Hypothese ist 
ms F(u)-21-—e-", 
und wenn mar 2-5 setzt: 
gem a ges —e"), 


Führt man dann die neue Veränderliche x ein, gegeben 
durch die Gleichung: 


so geht der Differentialausdruck der Refraction nach Glei- 
chung (g) in No. 6 über in: 
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ee ans, dii ` 
2 1—2a Ke es Si 
V Ze SS = 
B 
wo u AN za d —e7) — fu d- 2f — e. 
Setzt man also wieder: 
tie Le? 


p) em 25, 4 — lte 2f 0 — 79) 


so erhält man daher wieder nach Formel (h): 
d(p(r)e ^] , 1 d*[p(x)'e-*] 
don dT. det ura" 


Die zwei ersten Gheder, die allein bedeutend sind, geben : 


d F(u) =e -- — 


... 


eta POT DÉI puto eter ere 2f [2e tem]. 


dz sinz? 


Multiplicirt man diese Glieder mit = BN 


und integrirt wieder nach c zwischen den Grenzen 0 und o, 
so erhält man nach den Formeln (9) und (10) in No. 18 der 
Einleitung: 
y (0 
r - | 
+ [typa] d ae] 


ang 
A 
+] 
U T = cotang z s . 


Die höheren Glieder würden complicirt werden, aber 
wegen der numerischen Werthe von «f und f wird schon 
das nächste Glied so klein, dafs man es vernachlässigen kann. 
Für den Horizont, wo das Glied am gröfsten wird, erhält 
man nämlich, wenn man 2f — «f =g setzt: 


d*( 1 v 
"o re farte äise äise" OP gh Mfg) 
—(8/g --8g*)e-** --9g^ e. 


a — f 
M E er / i 
E —. "L 281 


Dividirt man dann jedes Glied mit ye und integrirt 


zwischen den Grenzen 0 und œ, so erhält man, wenn man 
die in No. 16 der Einleitung gegebenen Formeln für ZO, 
rE), P an etc. anwendet: 


SE 2—0-- s a— 2y2--3y21 


quema" 
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und wenn man die in der folgenden Nummer gegebenen nu- 
merischen Werthe einsetzt, so findet man für dieses Glied 
den Maximum-Werth im Ilorizonte gleich 2".11. Das nächste 
Glied würde nur 0".18 geben. In der Differentialgleichung (g) 
in No. 6 ist auch nur das erste Glied mitgenommen, das 
zweite Glied wird ebenfalls klein und giebt für den Horizont 
etwa eine halbe Secunde. Da dies letztere Glied ein nega- 
tives Zeichen hat, so wird daher die nach Formel (7) berech- 
nete Horizontalrefraction bis auf etwa 1”.5 genau. 


10. Die numerische Berechnung der Refraction nach 
der Formel (k) oder (D) ist nun keinen Schwierigkeiten unter- 
worfen, da die Werthe der Functionen y aus den Tafeln ent- 
nommen oder nach den in No. 17 der Einleitung gegebenen 
Methoden berechnet werden können. 

Nach Bessel ist die Constante o für die Temperatur 
50° Fahrenheit und für den Barometerstand von 29.6 engli- 
schen Zollen, auf die Normaltemperatur reducirt: 

aW 
Wim con also log = — 1.759785 
und A= 116865.8 Toisen. 


Da l, = 4226.05 Toisen, so erhält man, wenn man mit 
Bessel für o den Krümmungshalbmesser der Greenwicher 
Sternwarte 3269805 Toisen nimmt: 


B= 745.747 also log m V2 8 = 3.341295. 


Berechnet man nun z. B. die Refraction für die Zenith- 
distanz 80°, so wird für diesen Fall log T, = 0.53210 ete. 
und man erhält: 


N | aß 
log n$ 9779 log : ( KP ) logw()  loge”" na? 


(n — 1) !\sinz? 

n= 1 0.00000 0.00000 9.14983 9.90691 
n= 2 0.15051 9.33113 9.00745 9.81382 
u= 3 0.71568 8.36122 8.92228 9.72073 
m= 1.50515 7.21523 8.86128 9.62763 
n= 5 2.41640 5.94430 8.81372 9.53454 
n= f 3.5017 4.51045 8.77473 9.44145 
m-—s d 4.6480 3.12943 8.74168 9.34836 
TEN 5.8701 1.6155 8.7130 9.2553 
ns H 7.157 0.043 8.688 9.162 

n =10 8.500 8.420 8.665 9.069 


i2 
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Die horizontalen Reihen geben die einzelnen Glieder in- 
nerhalb der Klammer in Formel OK) und wenn man die Summe 


mit der Constante = > V9 d multiplicirt, so erhält man 314".91, 


genau mit Bessel’s Tafeln übereinstimmend. 
` Bei weitem einfacher ist die Berechnung von lvory's 
Formel Hier wird: 


(t 


log ag = 9.333826, log, —— V2 83.354594, f=}. 


Berechnet man nun nach Formel (0) die Refraction, 
so wird: 
log T, —0.540098 — log T, = 0.690613 
log yı(1) = 9.142394. log y (2) = 8.999757 
und damit geben die von f unabhängigen Glieder 315". 32, 
während die in f multiplieirten Glieder —— 0". 12 geben, so- 
dafs die Refraction wird: 315". 20, nahe mit Bessel überein- 
stimmend. Diese Uebereinstimmung findet auch noch bis 
etwa 86° statt, bis wohin die bereelineten Refractionen die 
beobachteten gut darstellen; nahe am Horizonte sind die Bes- 
selschen Refractionen zu grols, während die nach lIvory's 
Theorie berechneten zu klein sind. Für so grofse Zenith- 
distanzen ist es daher am zweckmälsigsten, wie es Bessel ge- 
than hat, die Refractionen aus Beobachtungen herzuleiten und 
in Tafeln zu bringen. 
Für die Horizontalrefraction erhält man nämlich nach 
Bessel, da in diesem Falle 


vo f^ a-iys 


Uu 


/ : y , a oi o 
de= -1 y 2 yr | € Stef, ok. edel vk? ga ahe eR., | 

i—a' 2 L 1.2 el 
und wenn man die numerischen Werthe einsetzt, gleich 36'5". 


Nach Ivory wird dagegen die Refraction für den Horizont: 
HEET 
— 33,58%, 
während nach den Beobachtungen die Horizontalrefraetion 
etwa 34' 50" ist, also etwa in der Mitte liegt. 
Solange die Zenithdistanz nicht zu grols ist, ist es nicht 
nóthig, die strengen Formeln (k) und (/) anzuwenden, sondern 
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man kann dieselben in Beien entwickeln. Substituirt man 

in Formel (D) für (1) und (2) die in No. 17 der Einlei- 

tung gefundenen Reihen und bedenkt dafs al z —l4-eotgz* 
e nz 


so erhält man”): 
u WE - TL E oU ge „3 EE? 
stees [ane (iert UE gek Ug 


105 « 15 105 « 1575 a 
-+ xk tangz* — g set ga) ange” +. | (4) 


oder wenn man die numerischen Werthe ZE 
d2=[1.759845] tang z - [8.821943] tangz?-- [6.383727] tangz? —[4.180257] tang", 
wo die in Klammern eingeschlossenen Zahlen Logarithmen 
sind. 


Die in f multiplicirten Glieder geben ferner: 


——À sët 2 tangz* N tangz" + Me ee aeaa tange 
na En aga UE m SPAORS 
oder (1,) 


_ [[5.506167]tng z*-[2-714510]tangz^[1.901468]tangz" [9.018568]teng' : | 
Für 75° findet man hieraus àz — 211".39 und den von f 

abhängigen Theil der Refraction gleich — 0". 02, also das 

Ganze 211".37, übereinstimmend mit der strengen Formel. 


11. Die obigen Formeln geben die Refraction für jede 
beliebige Zenithdistanz, aber nur für eine bestimmte Dichtig- 
keit der Luft, nämlich derjenigen, welche bei der Tempera- 
tur 50° Fahrenheit und bei dem Barometerstande von 29.6 
engl. Zollen stattfindet. Die bei diesem Normalzustande der 
Atmosphäre stattfindende Refraction nennt man die mittlere 
Refraction. Um daraus die Refraction für eine andere 


*) Man findet nämlich: 


— 1 15 
V2 8 (1) = tangz — -.- tangz? + tangz* — gp tang 2? 
p / i 


105 
Sr gi tangz? — ... 


ee 1 3 15 
BVZ 8 y (2) = tangz — 23 j enge’ m gà DEE tange” 


105 
igg 


Ivory giebt in den Phil. Transactions für 1823 eine andere Reihenent- 
wickelung, die sich für alle Zenithdistanzen anwenden läfst. 
de 


tangz? —... 
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Temperatur t und den Barometerstand b zu berechnen, muls 
man untersuchen, wie sich die Refraction mit der Dichtigkeit 
der Luft oder mit dem Stande der meteorologischen Instru- 
mente, wovon dieselbe abhängt, ändert.  DBezeichnet e die 
Ausdehnung der Luft für einen Grad des Fahrenbeitschen 
Thermometers, wofür Dessel aus den Beobachtungen den 
Werth 
e = 0.0020243 


gefunden, so wird, wenn man ein Volumen Luft bei der 
Temperatur von 50" gleich 1 setzt, dasselbe Luftvolumen 
bei der Temperatur z gleich 1-1-e(r— 50), es wird sich 
also die Dichtigkeit der Luft bei der Temperatur 7 zur Dich- 
tigkeit bei der Temperatur 50° wie 1:1 -- e (r — 50) verhal- 
ten. Ferner ist aber nach dem Mariotteschen Gesetze die 
Dichtigkeit der Luft bei dem Barometerstande b zu der Dich- 
tigkeit bei dem Barometerstande 29.6 wie 5:29.6. Bezeich- 
net also o die Dichtigkeit der Luft bei der Temperatur r 
und der Barometerhóhe b, o, aber die Dichtigkeit bei dem 
Normalzustande der Atmosphäre, so hat man: 
b 

e Va 59.6 

97 14s — 850) 
und da die Gró(se « in den Formeln für die Refraction, we- 
nigstens für so kleme Aenderungen der Dichte als hier in 
Betracht kommen, der Dichtigkeit proportional ist, so würde 
man auch die wahre Refraction aus der mittleren durch die 
Formel: 


b 


oz. 
aghe EE M 
e 1+ e(r — 50) 


erhalten, wenn « nur als Factor vorkäme, da man den Di- 
visor 1 —« wegen der Klemheit von œ als constant ansehen 


kann. Die Gröfse e kommt aber noch m dem Factor von 
[r4 


que der mit Z bezeichnet werden soll, vor, auch ist die 
= 


Gröfse f mit der Temperatur veränderlich, da dieselbe von 
l abhängt, also bei einer Temperatur t von 
= ds [Ar e (c — 50] 


wenn man die Höhe einer Atmosphäre von gleichförmiger 
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Dichtigkeit bei der Temperatur r mit | bezeichnet. Man er- 
hált somit die wahre Refraction aus der Formel: 
d2 b o 
Bee e RE 
da aber der Einflufs der beiden letzten Glieder gering ist, 
so kann man zur Bequemlichkeit der Berechnung setzen: 
KÉ f SO nU 
enge c 0 

Entwickelt man dies aber, so erhált man, wenn die zwei- 
ten und höheren Potenzen und Producte von p und q ver- 
nachlässigt werden: 

b 


LES 
d ECK Lo M 
—1+e(r—50) 1-50 +5. 1) : (n) 


wodurch man zur Bestinumung von p und q aus (m) und (m) 
die Gleichungen erhält: 


dZ a dZ 
óz' e ei nn 
TE (7-50)-+ CES (0-29.6), (m) 


GER 


d dZ 1 
773 i—a dr e.dz (o) 
La 5. dZ 206 x: 
gs ee a Da 
a 
, ger. 29.6 
wenn man auf der rechten Seite z statt Os. —— 
{+e(r_50) 


setzt. 

Die Feuchtigkeit vermindert ebenfalls die Dichte der At- 
mosphäre und somit die brechende Kraft, aber, wie Laplace 
zuerst bemerkt hat, wird diese Verminderung durch die stär- 
ker brechende Kraft des Wasserdampfes fast ganz aufgeho- 
ben. Die Grófse « wird daher durch die Feuchtigkeit fast 
nicht verändert und da der Einflufs auf die Grófísen p und q 
sehr unbedeutend ist, so wird auf die Feuchtigkeit bei der 
Berechnung der Refraction keine Rücksicht genommen. 

Um die Ausdrücke für p und q zu erhalten, müssen die 


. . . ZS Z . k 
Dilfferentialquotienten S und bestimmt werden. Die Rech- 


nung wird hier nur für Ivory’s Theorie durchgeführt, da sich 
dieselbe für die Besselsche Formel sehr ähnlich macht. Nach 
Formel (D) ist: 
Z= [V28 (1y 0+1 V2 v (2) +A, 
n 


YO gaa À gesetzt ist. Daraus erhält man: 
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óz(1— da / d 
az, lm g matze — «O1 

+ agy2g jun aye 2909] fen art 
E 


da sich f mit der Temperatur e dem I isset uicht 
ündert. 
Nun ist y (1) = else wo T,— cotang 5 Vë ; 
A 


wi 2, a feat, wo T,= cotang s y P, 


T 


und da ' I = 2 T, (1)—1 und gis DT, "Wa 1, 


so wird das vorletzte Glied in (p): 
dá - " o 
SE V28[(—2) (T,*v(—417) HAVR. (02? y (2) —4 T). 
Der Factor Q besteht aus zwei Gliedern, von denen das 
erste in — 2 multiplicirte, gleich dem Factor von A im Aus- 
drucke von da ist. Man nimmt dies daher mit, wenn man 
in dem zuletzt betrachteten Gliede A—2f statt A schreibt. 
Es bleibt daher nur noch das Glied: 
+/V23 [9 + T.) v1) —17l 
übrig, durch dessen Differentiation man findet: 
d - T 
P 38 s TAGATIST (0 4T), 


sodals der vollständige Ausdruck von dZ wird: 


€ Sz(l- 
az TL 9 VZR. 12 v) — (I 
+ Eya Lea AHEAD AT pA) 
4 Y2 YA. 
Da nun: 
b 
729.6 29.6 — b 
a+ UTE also 1+2=(1-2 29.6 —e(t— 50)], 
so wird: 2 — e (v — 50), 
ebenso ist: 
o a dê 
Bt dB=-- — ~ e(r— 50), also — = — e (r — 50); 
In to " 


e lA de. dë 5—296 
dl eh: A == se, a = — ec lr es. 
endlich E also i = + z 29.6 2e(r— 50). 
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Danach wird also: 
9s. oo V28.4/2 v) — v0] 
enert, 5. V 28.2429) — v(0] ©) 
- n EES 
HO—)OUSvQ)—tTJ)y2U 


wo für f der Werth 2 substituirt ist. 

Berechnet man hiernach p und q für s = 87", wo 
ô z = 852".79, so findet man 

log T, = 0.013175, log [V 24 (2) — y (1)] — 8.605021, 

log (T, (1) — 1 T) = 9.081168,, log T, — 0.163690, 

Joe CH? w(2) — i Ta) / 2- 9.191771, und damit 

RER: — 19" 71, 0s. p — 185'.36, 
mithin 

q = 0.0231, 
p = 0.2173. 

Wenn die Zenithdistanz nicht grofs ist, so kann man 
auch q und p durch die in No. 10 SEAL Reihen finden. 
Differenzirt man nämlich die Coefficienten von, „in(4)und (h) 
nach e und f, so findet man leicht die oe Reihen: 

q Òz = + [7.90399] tang z + [7.90146] tang 2? — [5.66533] tang z? 
—+ [3.54172] tang z” — ... 
pdz= + [2.90399] tang z + [8.91567] tang z? — [6.70990] tang zê 
—+ [4.56712] tang z” — ..., 
wo die Coefficienten wieder Logarithmen sind. 

Für s-— 5? erhält man hiernach z. B.: q = 0.0020, 

p = 0.0188. 


12. Zur vollständigen numerischen Berechnung der wah- 
ren Refraction nach Formel (m,) bedarf man noch der auf 
die Normaltemperatur reducirten beobachteten Barometerhöhe. 
Nimmt man die Länge der Quecksilbersäule bei 50° als Ein- 
heit an und nennt man q die Ausdehnung des Quecksilbers 


1 S 
- ist, so wird 


vom Frost- bis zum Siedepunkte, wo q— y 


die Barometerhöhe, die man bei einer Temperatur t beob- 
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achtet *), sich verhalten zu der, ape: man bei der Tem- 


peratur 50° beobachtet hätte, wie I+ : Ge (t —50):1, oder 
es ist die auf 50° reducirte Länge der Quecksilbersäule b,, 
180 
hio T8 E e (— 80). 


Ist ferner s die Ausdehnung der Scale vom Frost- bis zum 
Siedepunkte, wo wenn die Scale von Messing, s —0.0018782 
ist, so wird, wenn man die Länge der Scale bei 50° als Ein- 
heit annimmt: 


ber bso 1:1 (1-50). 


T 
Es wird mithin die bei einer Temperatur t beobachtete 
Barometerhóhe auf 50° reducirt geben, wenn man auf die 
Ausdehnung des Quecksilbers und dÆ Scale Rücksicht nimmt: 
180 + s (1— 50). 
180 + q (1— 50) 
Die Normal-Länge des englischen Zolles gilt aber nicht 
für 50°, sondern für 62°, daher ist bei der Temperatur 50" 
die Barometerhóhe an einer Seale gemessen, die zu klein ist, 
und man mufs daher den obigen Werth von b,, noch mit 


ee 


bso == p, 


dividiren, sodals endlich: 
180 + s (c — 50) 180 


bso =b T 


180 + g (t—50) 180 +12s` 
Wäre die Barometerscale in Pariser Linien getheilt und 
das Thermometer ein Reaumur’sches, so würde, da die Nor- 
mallänge des Pariser Zolls für 13° Reaumur gilt und 50° Fahr. 
= 8° Réaum. ist: 


i8 


SEENEN 
80 + q (£48) 804-55 

Damit hat man Alles, was zur Berechnung der Formel 
(m,) nothwendig ist. Bezeichnet man mit f die Temperatur 
nach einem Fahrenheit’schen Thermometer, mit r dieselbe 
nach einem Réaumur'schen gemessen, mit b? und 5 die 
Barometerhóhe in engl. Zollen und Par. Linien, und setzt: 


bg — bu 


*) Die Temperatur 2 wird an einem mit dem Barometer verbundenen 
Thermometer, dem innern Thermometer, beobachtet, während das die 
Temperatur der äufseren Luft angebende Thermometer zum Unterschiede das 
&ulsere genannt wird. 
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su bros E. ug Ni. gëlt 
29.6 180 -H12s 333.28 80-+5s 
4,1780 +s(f—50) — 80 +s(r Eo 
180 +q (/-—50) 80 -Hg (r —8) 
um Ka 1 
dee RER 
so erhält man, wenn man auch noch die mittlere Refraction 
ds = atang a setzt: 
del = atanga.y'rr (B. TYH (4) 
also log dl = log a + log tang z + (1+p) log y + (12-2) (log B -og T). 
Benutzt man dann Tafeln, die log a sowie 1+ p und 
1 + q mit dem Argumente der scheinbaren Zenithdistanz, 
und log B, log T und log y mit den Argumenten: dem Ba- 
rometerstande, dem innern und äufsern Thermometer geben, 
so wird dann die Berechnung der Refraction für irgend eiue 
Zenithdistanz und irgend welchen Stand der meteorologischen 
Tustrumente üufserst bequem. Diese Form, die sich wohl am 
meisten empfehlen dürfte, ist von Bessel bei seinen Refrac- 
tionstafeln in den Tabulis Regiomontanis angewandt. 


E 
n 


13. Der Annahme, die bei der Herleitung der Refrac- 
tionsformeln gemacht ist, dafs die Atmosphäre aus concen- 
trischen Schichten besteht, deren Dichte mit der Höhe über 
der Erdoberfläche nach einem bestimmten Gesetze abnimmt, 
wird der wirkliche Zustand der Atmosphäre nie entsprechen 
wegen der fortwährend vorgehenden Störungen des Gleich- 
gewichts. Die theoretisch gefundenen Werthe der Refrac- 
tion werden daher auch im Allgemeinen von den beobachte- 
ten abweichen und sich nur dem Mittel aus einer grofsen 
Menge von beobachteten annähern, da sie für einen mittle- 
ren Zustand der Atmosphäre gelten. Bessel hat die Refrac- 
tionen seiner Tafeln mit den beobachteten verglichen und da- 
durch die wahrscheinlichen Fehler der Refraction für eine 
Beobachtung für die verschiedenen Zenithdistanzen bestimmt. 
Nach der m der Einleitung zu den Tab. Reg. pag. LXIII 
gegebenen Tafel wird danach der wahrscheinliche Fehler bei 
45? =0".27, bei 81* 2 1", bei 85*2& 1". T, bei 89° 20 2 20". 
Man sieht daraus, dafs man namentlich in grofser Nähe am 
Horizonte nur erwarten kann, dafs ein Mittel aus sehr vielen, 
bei den verschiedensten Zuständen der Atmosphäre gemach- 
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ten Beobachtungen von dem Einflusse der Refraction be- 
freit ist. 

Dis zu einer Zenithdistanz von 80° ist es fast gleichgül- 
tig, welche Annahme man tiber die Abnahme der Dichtig- 
keit der Atmosphäre mit der Höhe über der Erdoberfläche 
macht und der Vortheil einer Refractionstheorie, die sich auf 
das wirklich stattfindende Gesetz gründet, besteht nur darin, 
dals die Refractionen in grofser Nähe am Horizonte besser 
dargestellt und die Coefficienten 1 -+- p, und 1- q richtiger 
bestimmt werden, sodals die Reduction der Refraction für 
verschiedene Temperaturen und Barometerstände genauer be- 
stimmt werden kann. Schon die einfache, von Cassini ge- 
machte Hypothese einer Atmosphäre von gleichförmiger Dich- 
tigkeit, wo also nur eine einmalige Brechung an der obern 
Grenze der Atmosphäre stattfindet, stellt die mittlere Refrac- 
tion bis zu 80° ganz gut dar. In diesem Falle hat man nach 
den Formeln in No. 6 einfach: 

sin i = u, sin f, 
oder da jetzt i = f- 0s ist: 
d2= (uo — 1) tang f, 


a D B t D H es 
und da, wie leicht zu schen, sin f = oi sin x, wo { die Höhe 
Q 


der Atmosphäre bezeichnet, so wird: 


Sinz 


ae? 
EE KEEN c ew 
dz ——(ny—1) x (uy — 1) tang (1 = =) 
Vos: 4: 
a 


Nimmt man für «,—1 den Werth 57".717, so erhält 
man für die Refraction in 45°, 75" und 80° Zenithdistanz 
51.57, 211".37, 314”.14, während dieselben nach Ivory 51.45, 
211".37, 315".20 sind. Danach wächst der Fehler aber stark 
und die Horizontalrefraction wird nur etwa 19. 

Die Gleichung (f) in No. 6 lälst sich sehr leicht inte- 
griren, wenn man zwischen s und r das Gesetz annimmt: 


im [1-2 (—- 2). 


Führt man nämlich eine neue Veränderliche ein, gegeben 
durch die Gleichung: 


0N. 
E — 2a(ı e 
Qon 


2ml 
2 
sin z — w, 
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so wird die Gleichung einfach: 
dw 


(2m —1) Vi—w? 
also wenn man integrirb und die Grenzen w = sin s und 


?w 1 


w=(1—2e) ” sins einsetzt: 


ig = 


Zum i 
1 p a ar 
in | aus sin (1 —2 a) sinz |, 


dz 
oder: 
2m 1 
sin [a — (2m — 1) óz] = (1—24) ` sin 2, 
wofür man der Kürze wegen schreiben kann: 
M sin z = sin [z — IN 02]. 

Dies ist die von Simpson aufgestellte Regel der Retrac- 
tion und bei gehóriger Bestimmung der Coefficienten lassen 
sich die Refractionen bis zu 85? dadurch ganz gut darstellen. 

Addırt man zu der letzten Gleichung die identische 
sins = sins und subtrahirt auch dieselbe, so erhält man 
dureh Division der beiden entstehenden Gleichungen: 


AN SS T TA [PT NA ch 
tang \7 del == IFM tang ES dia ; 
oder tang (4.82) = B tang [e — A . 92], 
welches die von Bradley aufgestellte Refractionsformel ist. 


14. Indem die Refraction alle Gestirne in einer gröfse- 
ren Höhe erscheinen lälst, als sie wirklich haben, so sieht 
man dieselben vermöge der Refraction schon, wenn sie wirk- 
lich noch unter dem Horizonte sind. Sie beschleunigt daher 
den Aufgang und verzögert den Untergang der Gestirne. 

Es ist allgemein: 

cos z = sin p sin Ò -+ cos p cos d cost Gi 
woraus folgt: 
sin z dz = cos p cos Ó sin t. dt 
also für den Horizont: 
t= I _ ' 
cos p cos Ó sin 

Da nun in diesem Falle dz gleich der Horizontalrefrac- 
tion oder gleich 35' ist, so erhält man für die Veränderung 
des Stundenwinkels des Auf- oder Untergangs: 

1405 


dies Ss 
cos p cos Ô sin t 
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In No. 20 des ersten Abschnitts war für Arcturus und 

die Polhóhe von Berlin gefunden: 
lo = 1h 42m 405 

und da d=1954.5 „= 52? 30. 3 ist, so erhält man: 
At, 4m 375. 

Um soviel wird also der Auf- und Untergang des Arc- 
turus für Berlin beschleunigt und verzógert. Man kann auch 
den Stundenwinkel des Auf- und Untergangs mit Rücksicht 
auf Refraction berechnen, wenn man in der letzten Formel (r) 
z=90° 35' nimmt. Dann ist: 


cos z — sin p sin à 
cos 4 = - ——— 


cos g cos d 
und wenn man auf beiden Seiten Eins addirt, so erhält man 
die bequeme Formel: 


Vo Lite) cos tipt’), 
cos p cos d 
Hätte man die beiden Seiten der Formel von Eins ab- 
gezogen, so würde man erhalten haben: 
en) sin 4 (e +p —39)sind(z4-0—9) . 
cos p cos à 


cos y i = 


Beim Monde mufs man aufser der Refraction auch noch 
auf die Parallaxe Rücksicht nehmen, die die Zenithdistanz 
vergrölsert, also den Auf- und Untergang respective verzö- 
gert und beschleunigt. Die Art und Weise der Berechnung 
war schon in No. 20 des ersten Abschnitts gegeben und soll 
hier noch durch ein Beispiel erläutert werden. 

Für 1861 Juli 15 hat man die folgenden Declinationen 
und Horizontalparallaxen des Mondes ftir Greenwicher mitt- 
lere Zeit. 


d p 
: ; mE. 
Juli 15 0b bz Su 59 13 
12h 17 51.5 Leer 59 15 
16 Qh 19 55.6 TOM 59 14 
12h 291 42.0 — d 59 13 


Man soll die Zeit des Untergangs für Greenwich finden. 
Nach den m No. 19 des ersten Abschnitts gefundenen mitt- 
leren Zeiten der oberen und unteren Culmination hat man: 

Mondszeit Mittlere Zeit 
0h 6h 16m, 7 


12 97,5, 
12h 18h 44m, 2 
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Nimmt man nun eine genäherte Declination — 17° 51'.5 
an, so erhält man, da = 51° 28'.6 und z= 89" 35'. 8 ist, 
t= 4^ 217. 5 und die zu dieser Mondszeit gehörige mittlere 
Zeit 10^ 48", Interpolirt man nun für diese Zeit die De- 
clination des Mondes, so findet man — 17?38.2 und wenn 
man damit die Rechnung wiederholt, findet man den Stunden- 
winkel gleich 4" 22m, 9, also die mittlere Zeit des Untergangs 
gleich 10^ 49", 6. 


15. Aufser der Refraction erzeugt die Wirkung der At- 
mosphäre auf das Licht noch die Dämmerung. Da nämlich 
die Sonne für die höheren Schichten der Atmosphäre später 
untergeht als für einen Beobachter an der Oberfläche der Erde, 
so werden diese Schichten noch nach dem Untergange der 
Sonne erleuchtet und das von ihnen reflectirte Licht bewirkt 
die Dämmerung. Nach den Beobachtungen hört die Sonne 
auf, Theile des über dem Horizonte befindlichen Abschnitts 
der Atmosphäre zu erleuchten, wenn sie etwa 18° unter dem 
Horizonte ist. Der Augenblick, wenn die Sonne die Zenith- 
distanz 108° erreicht, ist daher der Anfang oder das Ende 
der astronomischen Dämmerung, während der Anfang oder 
das Ende der bürgerlichen Dämmerung schon bei einer Tiefe 
der Sonne von 6} Graden unter dem Horizonte eintritt. 

Bezeichnet man die Zenithdistanz der Sonne beim An- 
fange oder Ende der Dämmerung mit 90° +c, mit f, den 
Stundenwinkel beim Auf- und Untergange und mit r die 
Dauer der Dämmerung, so ist: 

— sin c = sin g sin Ô -+ cos p cos Ô cos (t +) 
sing sin ô -+ sinc 
cospco — 


also: cos (fa + v) = 
oder, wenn H= 90? — p + ô ist 
E, i sin Tür-4-o) cos 4 (H Sen 
Daer i cos p cos d 2 


woraus man z finden kann, wenn f, berechnet ist. 


Nennt man Z' den Punkt der scheinbaren Himmelskugel, 
welcher zur Zeit des Sonnenuntergangs im Zenith war, Z den- 
jenigen, der beim Ende der Dämmerung im Zenith ist, so 
ist in dem Dreiecke zwischen diesen beiden Punkten und 
dem Pole der Winkel am Pole gleich z und man hat: 

cos ZZ = sin p? + cos p? cos v. 
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Da aber in dem Dreiecke zwischen diesen beiden Punk- 
ten und der Sonne S, ZS—-90-1-e, Z'S — 90? ist, so ist 
auch, wenn man den Winkel an der Sonne mit S bezeichnet: 

cos Z Z/ = cos e cos S 
und man erhält: 

d Loi e Dee 
2 cos oi 
wo man leicht sieht, dafs S der Unterschied der parallac- 
tischen Winkel zur Zeit des Sonnenuntergangs und beim 
Ende der Dämmerung ist. Die Gleichung zeigt, dafs r ein 
Minimum ist, wenn der Winkel S gleich Null ist, sodafs 
beim Ende der Dämmerung der Punkt, welcher beim Son- 
nenuntergange im Zenith war, in Verticalkreis der Sonne 
liegt. Die beiden parallactischen Winkel sind also dann eiu- 
ander gleich. 

Die Dauer der kürzesten Dämmerung ist daher gegeben 
durch die Gleichung: 


get sinic 

Sin 3 t = = 

cos g 
und da: 

Sing sin g + sin e sin à 
cosp == —. 4, cosp— 
cos c cos d 
so folgt: 
siu Ó = — tang į c sin g, 


aus welcher Gleichung man die Declination der Sonne findet, 
bei welcher die kürzeste Dämmerung eiutritt. 

Bezeichnet man die Azimute der Sonne zur Zeit des 
Untergangs und für die Zenithdistanz 90’-H-e mit A und A', 
so hat man: 

cos g sin A = cos Ô sin p 

cos y sin As cos Ò sin p', 
daher für den Fall der kürzesten Dämmerung sin A = sin A', 
die beiden Azimute ergänzen dann also einander zu 180°. 

Aus den beiden Gleichungen: 

— sin c = sin g sin d + cos p cos Ò cos (t, +?) 
und 
0 = siu g sin d + cos p cos Ò cos to 
folgt aueh noch: 
voie nie 


sin(t,-d-i«)sinlv— o, 
cos ' cosg 
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also für den Fall der kürzesten Dämmerung: 
sin (4j H- 47) — — Ze 


Nimmt man c— 18? an, so wird für die Polhóhe q — 81^", 
sm ir — 1 und die Dauer der kürzesten Dämmerung für 
diese Breite wäre also 12 Stunden. Dies ereignet sich, wo 
die Deelination der Sonne — 9° ist, die Sonne ist dann also 
im Mittage im Ilorizonte und um Mitternacht 18° unter dem- 
selben. Indessen kann man nicht mehr von einer kürzesten 
Dämmerung im obigen Sinne sprechen, da diese Declination 
die einzige ist, bei der die beiden Bedingungen, dafs die 
Sonne auf- und untergeht und eine Tiefe von 18 Graden 
unter dem Horizonte erreicht, erfüllt werden, indem bei noch 
südlicheren Declinationen die Sonne nicht mehr aufgeht, da- 
gegen bei mehr nördlichen Deelinationen nie die Tiefe von 
18° erreicht. 

Für noch grölsere Breiten giebt es keinen Fall, wo man 
von einer kürzesten Dämmerung im obigen Sinne sprechen 
kann und die Formel für sin 3z wird immer unmöglich. 


Anm. Ueber die Refraction vergleiche man: Laplace Mécanique cé- 
leste Livre X. — Bessel Fundamenta astronomiae pag. 26 et seq. — Ivory 
in Philosophical Transactions für 1823 und 1838. — DBruhns hat in seiner 
Sehrift: ,Die astronomische Strahlenbreehung^ eine Zusammenstellung aller 
"Theorien. gegeben. 


III. Die Aberration. 


16. Da die Geschwindigkeit der Erde in ihrer jährli- 
chen Bahn um die Sonne zur Geschwindigkeit des Lichts 
ein angebbares Verhältnis hat, so erblickt man die Sterne 
von der sich bewegenden Erde aus nicht in der Richtung, 
in welcher dieselben wirklich stehen, sondern sieht dieselben 
immer um einen kleinen Winkel nach derjenigen Richtung, 
nach welcher sich die Erde hin bewegt, vorgerückt. Man 
unterscheide zwei Zeitmomente t und 1', in denen der Licht- 
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strahl, von einem im Raume unbeweglichen 
Gestirne (Fixsterne) kommend, nach ein- 
ander das Objectiv und Ocular eines Fern- 
rohrs (oder die Linse und die Noetzhant 
unseres Auges) trifft. Die Oerter des Ob- 
jectivs und Oculars im Raume zur Zeit t 
/ scien a und b, zur Zeit U dagegen oi und 0'. 
/ Fig.5. Dann ist die wahre Richtung des 

Lichtstrahls im Raume die Richtung der 

Geraden ab’, dagegen ist die Richtung ab 
| oder auch oi H, da diese wegen der un- 
endlichen Entfernung der Fixsterne ab pa- 
rallel ist, die Richtung des scheinbaren Or- 
tes, welchen man beobachtet. Der Unter- 
schied zwischen den Richtungen b'a und ba 
heifst die jährliche Aberration der Fix- 
sterne. 


Es seien nun z, y, 3 die rechtwinkligen Coordinaten des 
Oculars b zur Zeit t, bezogen auf irgend einen unbeweglichen 
Punkt im Raume; daun werden 
+. GN, yt (;— Ò wd z+ 1 (0 
die Coordinaten des Oculars zur Zeit t’ sein, da man in der 
kleinen Zwischenzeit H — t die Bewegung der Erde als linear 
betrachten kann. Die Coordinaten des Objectivs gegen das 
Ocular seien E, 5, C; dann sind die Coordinaten des Objec- 
tivs zur Zeit t, wo das Licht in dasselbe eintritt, © -+ E, 
y asc" 

Nimmt man nun als Ebene der z,y die Ebene des Aequa- 
tors, die beiden andern Ebenen senkrecht darauf an und zwar 
so, dals die Ebene der zs durch die Aequinoctialpunkte, die 
der y,3 durch die Solstitialpunkte geht, bezeichnet man fer- 
ner die Rectascension nnd Declination desjenigen Punktes, in 
welchem die wahre Richtung des Lichtstrahls die scheinbare 
Himmelskugel trifft, mit « und ô und mit « die Geschwin- 
digkeit des Lichts, so wird dasselbe in der Zeit t' — £ einen 
Weg durchlaufen, dessen Projectionen auf die drei Coordi- 
natenaxen 

u (! — t) eos d cosa, u (t —t) o08 Ò sin e, u(t — t) sin d 
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sind. Nennt man ferner die Länge des Fernrohrs Z und die 
Rectascension und Declination desjenigen Punktes, in welchem 
die scheinbare Richtung des Lichtstrahls die Himmelskugel 
trifft, vd und 0’, so sind die scheinbaren Coordinaten des 
Objectivs pm d Ocular, welche man beobachtet: 
é= l cos d cos à, y = cos d sina’, E= lsin d'. 
Die wahre Richtung des Lichtstrahls wird nun gegeben 

durch die Coordinaten des Objectivs zur Zeit t: 

l cos Ó' cos ei + 2, 

leos d' sin el + y, 

I sin Ó' +7, 
und durch die Coordinaten des Oculars zur Zeit t': 


m LG p OR 


+ o p, 
a wd; 

£ — t). 
E D ) 


Man erhält daher die folgenden Gleichungen wenn man 
SE mit L bezeichnet: 


dr 
x cos Ô cos a = L cos d cos ode. , 


d 
(t cos Ò sin a = L cos ô sin a — = b 
da 
‚sind=L sin äi — 7 
nm sin sin E 


Aus diesen Gleichungen Es man "e 


du ) 
eos di cos ee WÉI sin a + 7 cosa} ; 
n dt 

(dy 
Hu E 
EEN dy 


: lat 
oder: tang Lol a) = - xt m 


d ) 
Te sec d [Ein are cos a i 
£ dt dt 


EC ya med Geer Al 
u cos 0 DW a — a) = cos a di LAND 


8 = 8 | 
cosa — — sin a 
dt 


Eine ganz ähnliche Gleichung erhält man für tang (0'— 0). 
Entwickelt man beide Gleichungen in Reihen, indem man 
Formel (14) in No. 11 der Einleitung anwendet, so erhält 
man, wenn man in der Formel für tang ($’ — ò) anstatt 
tang 1 («' — «) den aus «' — « hergeleiteten Werth substi- 


tuirt, bis zu den Gliedern der zweiten Ordnung inclusive: 
13 


1 E dy N 
EE cos « ( sec Ô 
pdt di 
1 (d l dr ly, 
PE | 7 sin a — m cos o | 5, cos « + = sin « | soe 0°, 
da d ls P 
ee = E sin Ô cos «t + d sin Ò sin u — Sé cos d N (u) 
1 (dx 1 h dy p. E e 
2u? ldlt tae di Suse j tang x 
1 fd: N 7 e ‚FR 
a t T cosd cosa +H- cos fin at — sin d j 
y’ tdt dt dt 
id 1 T dz z 
x 1 gd sin d cos a +- = sin à sin e — — cos à l ' 
"di dt di j 


Denkt man sich nun den Ort der Erde dureh Coordina- 
ten s, y in der Ebene der Ecliptic auf den Mittelpunkt der 
Sonne bezogen und nimmt die Linie vom Mittelpuukte der 
Sonne nach dem Frühlings-Tag- und Nachtgleichen - Punkte 
als positive Seite der Axe der z, die positive Axe der y senk- 
recht darauf nach dem Colure der Sommersonnenwende ge- 
richtet, so ist, wenn man die Länge der Sonne von der Erde 
aus gesehen mit ©, ihre Entfernung von der Erde mit R 
bezeichnet *): 

r=—Reo(), 
e og — R sin). 

Bezieht man die Coordinaten auf die Ebene des Acqua- 
tors, indem man als Axe der x die Linie nach dem Früh- 
lingspunkte beibehält und die Coordinatenaxe der s m der 
Ebene der yz um den Winkel ez, gleich der Schiete der Eclip- 
tic, gedreht denkt, so erhält man: 


= — Reos (2, 
y=— R sin ©) cos e, 
z= — RH sin (2 sine, 


und daraus, weil nach den Formeln in NÊ. 14 des ersten 
Abschnitts die Länge der Sonne O = v-1- z, d, h. gleich 
der wahren Anomalie plus der Länge des Perihels ist: 


dr dR dv 
-= R sì 
d eos (3) En 4- R sin C) " 
dy : dR E v 
= — sin (°) COS £ —- — hi Ce j 
di sin C) cos e di R cos (*) cos € di 
ur © si gi R © si E 
di Die cos © sin e y; 


*) Da die Länge der Erde von der Sonne aus gesehen 180?-1- © ist. 
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Nach den Formeln in No. 14 des ersten Abschnitts ist 
aber auch: 


dy — "959. AE and da dE— Narr 
R R 
so ist: 
dv — a*cosp dM. 
dr Kë: de 
Ferner folgt aus der Gleichung R = D. in Ver- 
5 1-+ecosr 
bindung mit der vorigen: 
dR : in» 2M 
= (ian EIN Wes 
dr Ser 
und damit wird: 
dg a aM . qm cosp 3 : ol 
—- — - s} —— —- — gin ` 
d od m isinC R sin g sin » cos C. 


mithin, wenn man bedenkt, dafs: 


a” engm , e 
Bes" 1-t-sing eos » und) — r = m, 
i 
dr a dM 


[sin © + sin e sin zz] 


dy a dM = A : 
und de dm ure [cos C) + sin p cos sr] (b) 
dg © sin Bes (2 + sin smj 
= — e 1 € * 7 D 
di sp" dt * A LOU 


Substituirt man diese Ausdrücke in die Formeln (a), so 
geben die constanten, von æ abhängigen Glieder in den Aus- 
drücken für die Aberration in « und 9 ebenfalls constante 
Glieder, die sich mit den mittleren Oertern der Sterne ver- 
binden werden und deshalb unberücksichtigt bleiben können. 
Führt man dann noch statt « die Anzahl k von Zeitseennden 
ein, welche das Licht braucht, um die halbe grolse Axe der 
Erdbahn zu durchlaufen, so dafs: 

1 k : 

Hi a 
so findet man, wenn man nur die Glieder erster Ordnung 
beibehält: 


" y 
d — i= — er IC (2 cos £ cos « + sin © sin a] sec à 
k aM 


- [eos © (sinasin ô cos e — cos dain e) — cos a sin ô sin ©]. 


13* 
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m a - aM : o 
Die Constante E Fi wird die Constante der Aberra- 
COS 0 d 


: dM B . b 8 
tion genannt und, da eg gleich der mittleren siderischen Be- 
H 


wegung der Sonne i einer Zeitsecunde, der bei k zu Grunde 
liegenden Einheit, ist, so könnte man dieselbe berechnen, wenn 
die Zeit, in weicher das Licht die halbe grofse Axe der Erd- 
bahn durchläuft, bekannt wäre. Delambre hatte diese Zeit 
aus den Verfinsterungen der Jupitertrabanten bestimmt und da- 
mit für die Constante der Aberration 20". 255 erhalten. Struve 
hat aber spüter diese Constante aus den Beobachtungen der 
scheinbaren Oerter der Fixsterne zu 20". 4451 bestimmt, wo- 


mit umgekehrt, da EE = 0.0410670 und cos ¢ = 
o ? dt 86400 


9.999939 ist, für die Zeit, in welcher das Licht die halbe 
grofse Axe der Erdbahn durchläuft, 4975.78 gefunden wird ^). 

Man hat daher für die jährliche Aberration der Fixsterne 
in Rectascension und Declination die Formeln: 

a! — a = — 20". 4451 [eos © cos s cos a + sin O sin a] sec d 
Ò — à —— + 20”. 4451 cos © [sin æ sin ô eos s — cos ò sin e] (A) 
— 20". 4451 sin ©) cos « sin 9. 

Die Glieder zweiter Ordnung sind so unbedeutend, daís 
sie fast immer vernachlässigt werden können. Für die Rect- 
ascension werden diese Glieder, wenn man in das zweite 
Glied der Formeln (a), die Werthe der Differentialquotienten 
(b) einführt: 


k? MN? 
ca ) see à? [ [cos 2 C) sin 2a (1 cos 2°) — 2sin 2 © cos2«cos e], 


l 


* cos p* Nut 


wo das kleine in sin 2 «sin 8° multiplicirte Glied vernach- 
lässigt ist. Man erhält nämlich abgeschen von dem constan- 
ten Factor: 

2 sin 2a [cos ©? cose? — sin ()?] — 2sin 2O cose [cosa? — sin «?] 
woraus leicht der obige Ausdruck folgt. Substituirt man die 
numerischen Werthe und nimmt s—=23°28', so erhält man: 


— 0". 0009329 sec 8? sin 2a cos 2O ( 
+ 0”. 0009295 sec 8? eos2a sin 2 () 9). 


*) Nach Hansen ist die Länge des siderischen Jahres gleich 365 Tagen 
6 Stunden, 9 Minuten und 9,35 Seeunden oder gleich 365.2563582 Tagen, 
mithin die mittlere tägliche siderisehe Bewegung der Sonne gleich 59’8”.193. 
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Diese Glieder geben erst für Sterne, deren Declination 
853° beträgt, A, Zeitsecunde, sie können daher aufser bei 
den Polarsternen immer vernachlässigt werden. 

Für die Declination gehen die Glieder zweiter Ordnung, 
wenn man die Glieder vernachlässigt, die nicht in tangò mul- 
tiplieirt sind: 


—} ; a Ea tang ô [cos 2 © (cos 2a (1 -+ cos 2?) — sin e?) 
+2sin2 © sin 2 a cos el, 
indem das in tang ô multiplicirte Glied, abgeschen von dem 
constanten Factor, 
sin ©? sin a? -+ eos ©)? cos e? cos a? > + sin 2 © sin 2a cos £ 

ist, woraus sich der obige Ausdruck findet, wenn man die 
Quadrate der Sinus und Cosinus der Winkel durch die Sinus 
oder Cosinus der doppelten Winkel ausdrückt und die con- 
stanten Glieder 1 -+ coss? und das Glied cos 2 «sine? ver- 
nachlässigt. Substituirt man wieder die numerischen Werthe, 
so erhält man: 


+ [0”. 0000402 — 0", 0004665 cos 2 a] tang 9 cos 2 © i 
— 0”, 0004648 tang 9 sin 2 a sin 2 © e) 


und auch diese Glieder erreichen für kleinere Declinationen 
als 87°6 noch nicht 45; einer Bogensecunde und werden da- 
her nur bei den Polarsternen berücksichtigt. 

Die Formeln (A) für die Aberration setzen voraus, dafs 
die Grófsen «, d md C auf das scheinbare Aeqninoctium 
bezogen smd und datz & die scheinbare Schiefe der Ecliptic 
ist. Dei der Berechnung der Aberration eines Sterns für einen 
làngeren Zeitraum ist es aber bequem, die Nutation zu ver- 
nachlüssigen und e, d und © auf das mittlere Aequinoctium 
zu beziehen, sowie für & die mittlere Schiefe zu nehmen. Daun 
mufs man aber die daraus entstehenden Fehler berechnen 
und die gefundenen Werthe für die Aberration danach ver- 
bessern. Man findet deren Ausdrücke, wenn man die For- 
meln (A) nach «, ð, © und e differenzirt und da, dò, dO 
und de gleich der Nutation für diese Grölsen nimmt. Natür- 
lich braucht man aber nur die grófsten Glieder der Nutation 
mitzunehmen und wenn man in der Correction für die Rect- 
ascension alle Glieder vernachlässigt, die nicht in secd.tangd 
und in der für die Declination alle Glieder, die nicht in 
sinó.tangó multiplieirt sind, so sieht man leicht, dafs die 
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Aenderungen dC) und de keine merklichen Glieder erzeugen 
und dafs man nur mitzunehmen hat: 

da = — [6".867 sin Q sin a + 9".223 cos Q cos «] tang ô, 

dà = — [6”.867 sin N cos a + 9".223 cos Q) sin ol, 
Setzt man hier der Kürze wegen 6".867 — b und 9".223 = a, 
so findet man, wenn man diese Gröfsen in die Differential- 
gleichungen von (A) einsetzt: 


«' — a = tang Ô sec Ô 10".2228| — (b-4- acos s)sin 2a cos (() 4- £ 0) 
-1- (b cos &d- a) cos 2o sin (C) +N) | 
) + (b — a cos e) sin2« cos (O — £1) 
V — (beose — a) cos 2e sin (C) — £1) : 
9'— à — tang Ô sin ô 5".1112 , — (b -H a cose) cos 2a cos (HS) V 
—(bcose +a)sin? «sin (C) H- £ )) ! 
] 4- (b — a cos e) cos2« cos (© — 6) 1 
) -+- (b cos e — a) sin 2 a sin (C) E A 
/ -I- (b — acos e) cos (O+ £D 
\ — (b+ acos £) cos (© — (2) / 
oder, wenn man die numerischen Werthe einsetzt: 
o! — o = tang Ò sec Ò. ( —0”.0007597 sin2acos(-HN)) 
E +0”.0007693 cos 2 œ sin ((2 4- (2) 
0".0000790 sin 2 «cos((9 —£ ( 
4-0".0001449 cos 2 æ sin(( CH ) 
— 0".0003798 cos 2 «cos (HN) \ 
—0".0003847 sin2 « in (+ Q) 
—(0".0000395 cos? a cos (O CH 
— 0".0000725 sin2« sin (O CH \ 


Loi 
ð —d=tang ô sin à, 


— 0",0000395 cos (O -I- (D 
\ —0".0003798 cos (© CH 


o lange die Declination klemer als | ist, wird e/—« 
Sol die Declination klei ls 851" ist, wird 
kleiner als Je Zeitsecunde, und ö’—ö wird erst gleich ji; 

130 ? ie» 100 
Bogensecunde für die Declination 85*6'. Auch diese Glieder 
sind daher wie die durch (c) und (d) gegebenen aufser bei 
den Polarsternen zu vernachlässigen. 

Die Gleichungen für die Aberration werden viel ein- 
facher, wenn man statt des Aequators die Ecliptie zur Grund- 
ebene nimmt. Mit Vernachlässigung der constanten Glieder 
wird nämlich dann: 


Tu: 


GL QU ks uA 
di cos p SC dt’ 
dy /—— a dM 
dt ` Ke di’ 
dz 
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Substituirt man diese Ausdrücke in die Formeln (a) und 
setzt 4 und / an die Stelle von « und ò, so erhält man für 
die jährliche Aberration der Fixsterne in Länge und Breite: 

A! — 4 = — 20". 4451 cos (4 — C) sec B, p 
f! — B = + 20". 4451 sin (&— O) sin 2, 
Formeln, die nicht geündert werden, wenn man das mittlere 
Aequinoctium statt des scheinbaren bei A und © anwendet. 
Ferner findet man für die Glieder zweiter Ordnung: 
in Länge: = + 0”.0010133 sin 2 (© —å) sec 8?, 


in Breite: = — 0".0005067 cos 2 (() — å tang £, 
wo der Coefficient 0.0010133 gleich i QU MS det; 
7' 206265 


Beispiel. Für den ersten April 1849 hat man für Arc- 
turus: 

a= 14h Bu 485s — 212? 12.0, Bas 19° 58.1, (2 = 11° 37.2 

e — 23? 21.4. 

Damit findet man: 

a! — a = + 18”.89, 
oi ap e, 
und da: 
1— 202° 8', 8 = + 30? 50, 
auch: 
A — À= 23". 41, 
g—g--— 1'".9. 

17. Um die Berechnung der Aberration in Rectascen- 
sion und Declination, die nach den eben gegebenen Formeln 
etwas uubequem ist, zu vereinfachen, hat man Tafelu entwor- 
fen. Die bequemsten sind die von Gauls gegebenen. Gauls 
setzt: 20". 445 sin © = a sin (C) +A), 

20". 448 cos © cos e = a cos (©) + A), 
und erhält dann einfach: 


a — a = — a scc d cos (Q) + A — a), 
à' — à = — a sin Ó sin ((H- 4 — a) — 20", 445 cos (2) cos Ô sin e 


= — a sin Ô sin (© + A — a) — 10". 222 sine cos (© +ò) 
— 10". 222 sin e cos (C) — 9). 

Hiernach sind nun die Tafeln entworfen. Die erste Tafel 
giebt A und loga mit dem Argumente der Länge der Sonne, 
wodurch man die Aberration in Rectascension und den ersten 
Theil der Aberration iu Declination erhält. Den zweiten und 
dritten Theil findet man dann aus der zweiten Tafel, in wel- 
che man mit den Argumenten © +ô und © — ò eingeht. 
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Diese Tafeln wurden zuerst von Gaufs in der monatlichen 
Correspondenz Band XVII pag. 312 gegeben. Die dort ge- 
brauchte Constante ist die ältere 20". 255. Später wurden 
dieselben von Nicolai mit der Constante 20". 4451 neu berech- 
net und in der Warnstorff'scehen Sammlung von Hülfstafeln 
abgedruckt. 
Für das vorige Beispiel erhült man aus letzteren Tafeln: 
A e 1? 1, loga — 1.2748 
und damit: 
a — a = + 18". 88 
und für den ersten Theil der Aberration in Declination 
— 2", 15. Den zweiten und dritten Theil findet man gleich 
— 9". AN und = — 4". 08, wenn man in die zweite Tafel mit 
den Argumenten 31° 35' und — 8"21' eingeht. Es ist also: 
à! — à = — 9".65. 


18. Das Maximum und Minimum der Aberration in 
Länge findet statt, wenn die Länge des Sterns gleich der 
der Sonne oder 180° grölser ist, dagegen trifft das Maximum 
oder Minimum in der Breite ein, wenn der Stern der Sonne 
90° vorausgeht oder ihr um eben so viel folgt. Ganz analog 
den Formeln für die jährliche Aberration sind die Formeln 
für die jührliche Parallaxe der Fixsterne (d. h. für den Win- 
kel, welchen die Richtungen von den Mittelpunkten der Sonne 
und der Erde nach dem Fixsterne mit einander bilden), nur 
dafs dort die Maxima und Minima auf andre Zeiten treffen. 
Ist nämlich A die Entfernung des Fixsterns von der Sonne, 
2 und f seine von der Sonne aus gesehene Länge und Breite, 
so sind die Coordinaten des Sterns in Bezug auf die Sonne: 

r-—eosfhcosÀ, y = A cos 8 sinh, z= Asin £. 

Dic Coordinaten des Sterns in Bezug auf die Erde sind 
aber: 

z' = A cos f cos À, y'= N cos f' sin A, z — N sin f 
und da die Coordinaten der Sonne in Bezug auf die Erde: 
X=RecosO) und Y= Asin (2 

sind, wo die halbe grofse Axe der Erde — 1 genommen ist, 
so hat man: 

A cos gd cos A! — A cos £ cos A+ R cos O 

N eos gi sin 4 = A cos 8 sinA-+ R sin 

A sin = A sin £. 
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Daraus erhält man leicht: 


Vi d sin (4— ©) sec ß . 206265, 
g—--— A cos (A — ©) sin & . 206265. 


oder da d 206265 gleich der jährlichen Parallaxe s% ist: 
À —4À = — nx R sin (4 — C) sce 8 
A! — = — m R cos (4 — (2) sin f. 
Die Formeln sind also ganz ühnlich wie die für die 
Aberration, nur findet das Maximum und Minimum der Par- 
allaxe in Länge statt, wenn der Stern der Sonne 90? vor- 
ausgeht oder um ebensovicl folgt; dagegen findet das Maxi- 
mum oder Minimum in der Breite statt, wenn die Länge 
des Sterns 180? grófser oder gleich der Länge der Sonne ist. 
Für die Rectascension und Declination hat man die Glei- 
chungen: 


(C) 


A cos d cos a! = A cos à cos a + R cos © 
A cos Ò sin a! == A cos Ô sin a + R sin © cos e 
Al sin Ai = A sind + A sin C) sin s, 
woraus man dann ähnlich wie bei der Aberration findet: 
a — a = — m R [cos O sin a — sin © cos e cos «] sec d 
ð — ô = — s R [eos e sin a sin à — sin e cos à] sin © (D) 
— st It cos © sin ô cos a. 

19. Die tägliche Bewegung der Erde um ihre Axe bringt 
ebenso wie die jährliche Bewegung um die Sonne eine Aber- 
vation hervor, welche die tägliche Aberration genannt 
wird. Diese ist indessen viel unbedeutender als die jährliche 
Aberration, da die Geschwindigkeit der Bewegung der Erde 
um ihre Axe sehr viel kleiner ist als die Geschwindigkeit 
der Bewegung in der jährlichen Bahn um die Sonne. 

Die Coordinaten eines Ortes auf der Oberfläche der 
Erde in Bezug auf drei auf einander senkrechte Axen, von 
denen die eine mit der Rotationsaxe zusammenfällt, die bei- 
den andern in der Ebene des Aequators liegen und zwar so, 
dafs die positive Axe der x vom Mittelpunkte nach dem 
Früblingspunkte, die positive Axe der y nach dem neunzig- 
sten Grade der Rectascensionen gerichtet ist, siud nach No."2 
dieses Abschnitts: 

x = y cos p' cos O, 
y = y cos q^ sin 6, 
g — 9 sin éi, 
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Man hat also: 


dz S. . de 
| 90 seg DE 
d g peinp.’ 
do vs do 
"OR l- p cos p cd. 
dz D: 


Substituirt man diese Werthe in die Formeln (a) in 
No. 16, so erhält man leicht mit Vernachlässigung der zwei- 
ten Potenzen: 


1 dO 
deu se PEL t? cos (0 — a) sec à, 


ð — EE Ce g eos g' sin (O — a) sin à. 

Bezeiehnet nun T die Anzahl der Sterntage in einem 
siderischen Jahre, so ist also die durch die Umdrehung der 
Erde entstehende Winkelbewegung eines Punktes derselben 
T mal schneller als die Winkelbewesung der Erde in ihrer 
Bahn, sodafs: 

dëi ED. dM 
dt dt 


Man erhält daher als Constante der täglichen Aberration, da: 
1 
—yekt—k sin 7t 
Q 


ist, wo z die Sonnenparallaxe und E die Anzahl von Zeit- 
secunden bezeichnet, welche das Licht braucht, um den Halb- 
messer der Erdbahn zu durchlaufen: 


dM , r 
kn, inm. T 
oder da: 
dM x D " à å 
er —= 20". 445, m —8".5712 und 7— 366.26 ist, 
€ 


0".3113. 

Setzt man noch statt der verbesserten Polhöhe o einfach 
die Polhöhe y, so erhält man also für die tägliche Aberration 
in Rectascension und Declination: 

o! — a = 0". 3113 cos p cos (O — a) sec Ò, 
: ð’ — à — 0", 3113 cos p sin (9 — a) sin d. 

Danach ist im Meridian die tägliche Aberration der 

Sterne in Declination Null, während sie in Rectascension ihr 


(E) 


Maximum erreicht, nämlich: 
0".3113 . cos p scc Ò. 
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20. Für die jäbrliche Aberration der Fixsterne in Länge 

und Breite waren vorher die Ausdrücke gefunden: 

4M — 4 — — k eos (4 — (2) see 8, 

B! — 8 = + k sin (4 — ©) sin B, 
wo die Constante 20". 445 durch k bezeichnet ist. Denkt man 
sich nun an dem mittleren Orte des Sterns eine tangirende 
Ebene an der scheinbaren Himmelskugel und in dieser ein 
rechtwinkliges Axcukreuz, dessen Axen der z und y die Durch- 
schnittslinien der Ebenen des Parallel- und des Breitenkreises 
mit der tangirenden Ebene sind, und bezieht nun den wah- 
ren mit der Aberration behafteten Ort auf den mittleren durch 
die Coordinaten: 

s= UH — A) eos ë und y= gi — £ *), 
so erhält man leicht, wenn man die obigen Gleichungen 
quadrirt : 
y? = k? sin 8? — x? sin 2°. 

Dies ist aber die Gleichung einer Ellipse, deren halbe 
grofse Axe gleich E, deren halbe kleine Axe dagegen k siu a 
ist. Vermöge der jährlichen Aberration beschreiben also 
die Fixsterne Ellipsen um ihren mittleren Ort, deren halbe 
grolse Àxe 20". 445 und deren halbe kleine Axe das Maximum 
der Aberration in Breite ist. Für Sterne, welche in der 
Ecliptic stehen, ist 9 und mithin auch die halbe kleine Axe 
gleich Null. Solehe Sterne beschreiben also im Laufe eines 
Jahres eine gerade Linie, indem ste sich m der Ecliptic 
20". 445 von dem mittleren Orte nach jeder Seite hin entfer- 
nen. Für einen Stern welcher im Pole der Ecliptic stände, 
wäre f= 90°, mithin die halbe kleine Axe gleich der hal- 
ben groísen Axe. Em solcher Stern würde also im Laufe 
eines Jahres um seinen mittleren Ort einen Kreis von 20". 445 
Halbmesser beschreiben. 

Um den jedesmaligen Ort des Sterns auf der Ellipse 
zu erhalten, denke man sich in der Ebene der Ellipse um 
dasselbe Centrum einen Kreis mit der grofsen Axe als Durch- 
messer beschrieben. Dann ist klar, dafs em Radıns dieses 
Kreises ihn während eines Jahres mit gleichförmiger Bewe- 


*) Indem für so kleine Entfernungen vom Anfangspunkte die tangirende 
Ebene mit der Kugeloberfläche zusanımenfallend angesehen werden kann. 
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gung durchlaufen mufs, dergestalt, dafs er mit dem westlichen 
Theile der halben grofsen Axe zusammenfällt, wenn die Länge 
der Sonne gleich der Länge des Sterns ist, dagegen mit dem 
südlichen Theile der halben kleinen Axe, wenn die Länge 
der Sonne 90° grölser als die Länge des Sterns ist. Zieht 
man dann für irgend eine Zeit den der Länge der Sonne 
entsprechenden Radius und fällt ein Perpendikel von dem 
Endpunkte des Radius auf die grofse Axe, so ist der Punkt, 
wo dieser die Ellipse schneidet, der Ort des Sterns. 
Wenn der Stern auch eine Parallaxe x hat, so werden 
die Ausdrücke für die beiden rechtwinkligen Coordinaten: 
z= — k eos (4 — (2) — z sin (4 — ©) 
y= -- ksin (A — ©) sin 8 — x cos (4 — C) sin 8 
oder, wenn man setzt: 
k=a cos A 
= asin A 
x = — a cos (4 — (2 — A) 
y = + a sin (4 — © — 4) sin 2. 


Der Stern beschreibt also auch dann um seinen mittleren 
Ort eine Ellipse, deren halbe grofse Axc Vik?--z? und deren 


halbe kleine Axe sin Vk? -- ist. 

Ganz Achnliches gilt nun auch für die tägliche Aberration. 
Vermöge der letzteren beschreiben die Sterne im Laufe eines 
Sterntages Ellipsen um ihren mittleren Ort, deren halbe grofse 
und halbe kleine Axe 0".3113 cos y und 0".3113 cos q sin ô 
ist. Für Sterue, die im Acquator stehen, geht diese Ellipse 
in eine gerade Linie über, für einen Stern dagegen, wel- 
cher genau im \Weltpole stände, in einen Kreis. 


21. Hat ein Gestim eine eigene Bewegung, wie die 
Sonne, der Mond und die Planeten, so ist für diese die bisher 
betrachtete Aberration der Fixsterne noch nicht die vollstän- 
dige Aberration. Denn da ein solches Gestirn in der Zeit, 
während welcher der Lichtstrahl von demselben zur Erde 
läuft, seinen Ort verändert, so entspricht die beobachtete 
Richtung des Lichtstrahls nicht dem wahren geocentrischen 
Orte des Gestims zur Zeit der Beobachtung. Man nehme 
nun an, dafs der Lichtstrahl, welcher zur Zeit t das Objectiv 
des Fernrohrs trifft, zur Zeit T vom Planeten ausgegangen 
sei. Es seien ferner P Fig. 5 der Ort des Planeten im 
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Raume zur Zeit T, p derselbe zur Zeit t, A der Ort des 
Objectivs zur Zeit T, a und b seien die Oerter des Objectivs 
und Oculars zur Zeit t, @ und b dagegen die Oerter zur 
Zeit t, wo der Lichtstrahl das Ocular trifft. Dann ist: 
1) AP die Richtung nach dem Orte des Planeten zur 
Zeit T, 
2) ap die Richtung nach dem wahren Orte zur Zeit t, 
3) ab und oh die Richtung nach dem scheinbaren Orte 
zur Zeit 1 und zur Zeit t', deren Differenz unendlich 
klein ist, 
4) b'a die Richtung nach demselben scheinbaren Orte, von 
der Aberration der Fixsterne befreit. 
Da nun P, a und H in einer geraden Linie liegen, so ist: 
Bas qii erg — Psp — 5 

Da ferner das Zeitintervall € — T immer sehr klein ist, 
sodals man annehmen kann, dafs die Erde sich innerhalb des- 
selben geradlinig und mit gleichförmiger Geschwindigkeit be- 
wegt, so liegen auch A, a und ai in einer geraden Linie, 
sodafs Aa und a«' ebenfalls den Zeiten t— T und t—t pro- 
portional sind. Daraus folgt also, dafs AP parallel b'a’ ist, 
dafs also der scheinbare Ort des Planeten zur Zeit t gleich 
dem wahren Orte zur Zeit T ist. Der Unterschied der Zeiten 
Ü und T ist aber die Zeit, m welcher das Licht vom Planeten 
zum Auge gelangt oder das Product der Distanz des Planeten 
in 4975. 8 d. h. in die Zeit, in weleher das Licht die halbe 
grofse Axe der Erdbahu, welche als Einheit angenommen 
wird, durchläuft. 

Daraus folgen nun drei Methoden, den wahren Ort eines 
Wandelsterns aus dem scheinbaren für irgend eine Zeit t zu 
berechnen. 

I. Man ziehe von der beobachteten Zeit die Zeit ab, in- 
nerhalb welcher das Licht von dem Planeten zur Erde gelangt; 
dann erhält mau die Zeit T und der wahre Ort zur Zeit T 
ist mit dem scheinbaren zur Zeit t identisch. 

IL Man berechne mit der Entfernung des Wandelsterns 
die Reduction der Zeit oder t— T und damit mit Hilfe der 
täglichen Bewegung des Gestirns in Rectascension und Decli- 
nation die Reduction des beobachteten scheinbaren Ortes auf 
die Zeit 4. ^, Le? 
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III. Den gegebenen Ort von der Aberration der Fixsterne 
befreit, betrachte man als den wahren Ort zur Zeit. T, aber 
gesehen von dem Orte, welchen die Erde zur Zeit £ hat. 
Diese letztere Methode wendet man dann an, wenn ma» die 
Entfernung des Gestirns nicht kennt, z. D. bei der Berech- 
nung einer Bahn eines noch unbekannten Planeten oder Co- 
meten. 

Da die Zeit, in welcher das Licht von der Sonne zur 
Erde gelangt, 4975.8 ist und die mittlere Bewegung der Sonne 
in emem Tage 59'8".19 beträgt, so ist nach IL. die Aberra- 
tion der Sonne in Länge 20”. 4d im Bogen, um welche Gröfse 
man die Längen der Saine immer zu klein beobachtet. We- 
gen der Aenderung der Entfernung der Sonne und ihrer 
Geschwindigkeit schwankt dieser Werth 3m Laufe des Jahres 
um emige Zehntheile einer Secunde. 


22. Dieser Fall der Aberration für ein bewegliches Ge- 
stin, der in der That der allgemeinere ist, kann auch leicht 
aus den Fuudamentalgleichungen (a) in No. 16 abgeleitet 
werden. Es ist nämlich klar, dals man in diesem Falle statt 
der absoluten Geschwindigkeit der Erde nur die relative Ge- 
schwindigkeit derselben in Bezug auf das bewegliche Gestirn 
zu substituiren hat, da diese in Verbindung mit der Ge- 
schwindigkeit des Lichts denjenigen Neigungswinkel des Fern- 
rohrs gegen die wahre Richtung der von m Gestirne nach 
einander ausgehenden Lichtstrahlen bestimmen wird, bei dem 
das Gestirn, trotz seiner eigenen Bewegung und der Bewe- 
gung der Erde, immer in der Axe des Fernrohrs erscheint. 
Sind daher &, 4, & die Coordinaten des Gestirms in. Bezug 
auf das dort betrachtete System von Axen, so mu(ís man 
dr E d d dz dk dr dy dz : 
e! Sege 
Ist aber A die Entfernung des GE von der Erde, so 
erhält man die heliocentrischen Coordinaten &, 7, &, da die 
Coordinaten in Bezug auf die Erde oder die geocentrischen 
A cos ò cos æ, etc., sind: 


in (a) substituiren. 


E = A cos Ô cos a J- r, 
7 = À cos Ô sin « +y, G) 
č = sin Ó +2, 

woraus man leicht findet: 
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dr dÉ . el ` dx da 
ER E E DEEP 
V ol cai h on SC DOS 
de dë dy dn (2 dó 
D MSN, (2 sc $m eu c. ges d?) 
ES ity) sipa cosa + di di A Y Ndt m 2° An 
Die Formeln (a) gehen daher über in: 
i A da 
a — a = — En 
o dt 
A 
» des — A: E 
u di" 


oder da $ gleich der Zeit ist, in welcher das Licht die Di- 


stanz A durchläuft, wenn man dieselbe mit 1— T bezeichnet: 
dr 


o erem (Tyr; 


TE KE 


Gleichungen, welche ausdrücken, dafs der scheinbare Ort 
gleich dem wahren zur Zeit T ist und also den Regeln I und U 
der vorigen Nummer entsprechen. 

Man erhält aber auch die Aberration für diesen Fall, 
wenn man zu der rechten Seite der ersten Formel (a) das 


S 1 fdE. ) = T e . ` 
Glied IE sin ee — 2 cos «| sec à und das ähnliche Glied 
D R 


der zweiten Gleichung hinzufügt. Dann findet man, wenn 
man die Aberration der Fixsterne mit Dæ und Dô bezeichnet: 


dt 
Differenzirt man aber die Gleichungen (f), indem man 
rechts nur die geocentrischen Grófsen A, œ, ð als veränder- 
lich, dagegen die Coordinaten der Erde als constant ansieht 


zu : dë 1 dE 
à'— A DÄL is sindeosa-t 7 sin Dein at, cosd |. 
a dt dt 


und bezeichnet die partiellen Differentialquotienten mit (75) 


und (25, so findet man die zweiten Glieder der rechten Seite 


der obigen Gleichungen beziehlich gleich: 


2 da zx (1% 
po 2) i chos Uy) 


Man erhält daher: &-—2D«-«—(—7). (£5) 


j 
und à'— DI=d—(t—T). (2): 


Gleichungen, die der Regel III der vorigen Nummer ent- 
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d 10 : : ; ; 
sprechen. Denn da (CG und C 7) die Differentialquotienten 
c 


von œ und d bezeichnen, wenn zwar der heliocentrische Ort 
des Wandelsterus geändert wird, aber nicht der Erdort, so 
entsprechen die rechten Seiten der beiden Gleichungen dem 
Ort des Gestirns zur Zeit T, aber gesehen von dem Orte, 
den die Erde zur Zeit t hat. 


Anm. Die Bewegung der Erde um die Sonne in einer Ellipse und die 
durch die Axendrehung der Erde erzeugte Bewegung geben noch nicht die 
vollständige Bewegung eines Punktes auf der Erde im Raume, da die Sonne 
selbst Bewegungen hat, an denen die Erde mit dem ganzen Sonnensysteme 
Theil nimmt. Einmal nämlich hat die Soune, wie man später schen wird, 
eine fortschreitende Bewegung im Raume und aulserdem eine periodische, 
dureh die Anziehungen der Planeten verursachte, indem sich nämlich die Pla- 
neten nicht in Ellipsen um den Mittelpunkt der Sonne bewegen, sondern Sonne 
und Planet um den xuhenden Schwerpunkt beider Ellipsen beschreiben, die 
sich umgekehrt wie die Massen der beiden Körper verhalten. Die erstere 
Bewegung, die für jetzt nur als geradlinig angenommen werden kann und auch 
gewifs so für sehr lange Zeiträume bleibt, ändert deshalb die Ocrter der 
Sterne nur um constante Gröfsen und kann daher unberüeksiehtigt bleiben 
und die durch die zweite Bewegung veranlafste Aberration ist so klein, dafs 
sie immer vernachlässigt werden kann. Sind nämlich o und a' die Halbmesser 
der Bahnen zweier Planeten, die hier kreisförmig angenommen werden, t und d 
ihre Umlaufszeiten, so verhalten sich die Winkelgeschwindigkeiten beider wie 
1l 
T 
da sich nach dem dritten Keplerschen Gesetze dic Quadrate der Umlaufs- 


;, mithin die linearen Geschwindigkeiten wie ar’: ar oder wie Ve: Ya, 


- zeiten zweier Planeten wie die Cuben der halben grofsen Axen der Bahnen 


verhalten. Die Constante der Aberration für einen Planeten, dessen halbe 


grofse Axe «a ist, wird daher, wenn man den Halbmesser der Erdbalın gleich 
Nas 

Eins nimmt, —— , und die durch die Bewegung der Sonne um den ge- 
a 


H 
meinschaftlichen Schwerpunkt beider erzeugte Aberration gleich e nm 
wenn m die Masse des Planeten bezeichnet, die Masse der Sonne als eins ge- 
setzt, Für Jupiter ist m = zoo und a=5.20, daher die Constante der durch 
die Anziehung Jupiters erzeugten Aberration nur 0". 0086. 

Auch die Störungen der Bewegung der Erde dureh. die Planeten bewirken 
Aenderungen der Aberration, die aber ebenfalls zu klein sind, ura berück- 
siehtigt zu werden. 

Vergl. über die Aberration die Vorrede zu Bessel’s Tabulae Regiomon- 
tanae p. XVII et seq.; auch Wolfers, Tabulae Reductionum p. XIII et seq. 
Gauls, Theoria motus pag. 68 et seq. 


Vierter Abschnitt. 


Von der Herleitung der mittleren Sternörter und der 
wahrscheinlichsten Werthe der darauf Einflufs haben- 
den Constanten aus Beobachtungen. 


Die Hauptaufgabe der sphärischen Astronomie ist die 
Bestimmung der Oerter der Sterne in Bezug auf die Funda- 
mentalebenen und speciell in Bezug auf den Acquator, da 
die Lüngen und Breiten nie durch Beobachtungen gefunden, 
sondern nur durch Rechnung aus der Rectascension, Decli- 
nation und Schiefe der Ecliptic abgeleitet werden. Werden 
diese Beobachtungen so angestellt, dals sie den Ort der Sterne 
unmittelbar in Dezug auf den Aequator und den Frühlings- 
Nachtgleichenpunkt geben, so nennt man dieselben absolute 
Bestimmungen, dagegen sind relative Destimmungen 
solche, durch welche nur der Unterschied der Rectascensionen 
und Declinationeu von Sternen von denen früher bestimmter 
Sterne gefunden wird. 

Die Beobachtungen geben die scheinbaren Oerter der 
Sterne d. h. behaftet mit Refraction (im Falle der Beobach- 
tung der Sonne, des Mondes und der Planeten auch mit Pa- 
rallaxe) und Aberration und bezogen auf den Acquator und 
das wahre Aequinoctium für den Augenblick der Beobach- 
tung. Diese Oerter müssen daher noch durch Anbringung der 
in den beiden vorigen Abschnitten betrachteten Correctionen 
auf mittlere Oerter redueirt werden. Eine jede dieser Cor- 
rectionen enthält aber eine Constante, deren numerischer 
Werth aus ähnlichen Beobachtungen wie die Sternórter gefun- 
den oder mit denselben zugleich bestimmt werden mufs. Die 
in den vorigen Abschnitten gegebenen Werthe dieser Con- 
stanten sind die neuesten Bestimmungen, die indessen immer 


durch künftige Beobachtungen noch Verbesserungen erfahren 
14 
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werden, und es ist daher zu zeigen, wie diese Bestimmun- 
gen gemacht werden. Beobachtet man die Oerter der Fix- 
sterne zu verschiedenen Zeiten, so sollte man, wenn diesel- 
ben unveränderlich wären, nur solche Unterschiede erhalten, 
die den möglichen Beobachtungsfehlern und den Fehlern der 
Constauten zugeschrieben werden können. Man findet aber 
bei der Vergleichung der Oerter zu verschiedenen Epochen 
grölsere oder geringere Abweichungen, die nicht durch sol- 
che Fehler erklärt werden können und daher durch eine 
eigene Bewegung der Sterne verursacht werden müssen. Diese 
Bewegungen sind zum Theil gesetzlos und den Sternen eigen- 
thümlich, zum Theil aber nur parallactisch und durch die 
Beweguug unseres Sonnensystems im Raume verursacht; mit 
wenigen Ausnahmen kann man dieselben aber immer als der 
Zeit proportional und in einem grölsten Kreise vorgehend 
ansehen. Auch diese Bewegungen müssen in Rechnung ge- 
bracht werden, um die inittleren Oerter der Sterne auf eine 
Epoche zu reduciren, oder von einer Epoche auf die andre 
zu übertragen. 

Die Berechnung der verschiedenen Correctionen, die an 
die Sternórter anzubringen sind, ist in den beiden vorigen 
Abschnitten gegeben; da dieselben aber so häufig zu machen 
sind, so bedient man sich noch andrer Methoden, welche 
die Reduction der scheiubaren Oerter auf die mittleren zu 
Anfang des Jahres so bequem und so wenig zeitraubend als 
möglich machen und die zunächst gegeben werden sollen. 


I. Von der Reduction der mittleren Oerter der 
Sterne auf scheinbare und umgekehrt. 


1. Kennt man den mittleren Ort eines Sterns und sucht 
man den scheinbaren Ort für irgend einen gegebenen Tag 
eines andern Jahres, so hat man zuerst den gegebenen Ort 
durch Anbringung der Präcession und nóthigenfalls der eige- 
nen Bewegung auf den mittleren Ort zu Anfang dieses Jah- 
res zu bringen und nachher noch die Prücession und eigene 
Bewegung vom Anfange des Jahres bis zu dem gegebenen 
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Tage sowie die Nutation und Aberration für diesen Tag hin- 
zuzufügen. Um nun die drei letzteren Correctionen bequem 
anbringen zu können, hat man dafür Tafeln berechnet, wel- 
che den Tag des Jahres zum Argumente haben. Diese Tafeln 
sind von Bessel in seinem Werke: Tabulae Regiomontanae 
gegeben "A 
Bedeuten e und 9 die mittlere Rectascension und Decli- 
nation eines Sterns zu Anfang eines Jahres, el und ò dagegen 
die scheinbare Rectascension uud Declination zur Zeit r, wel- 
che vom Anfange des Jahres ab gezählt und in Theilen des- 
selben ausgedrückt wird; bezeichnet man ferner mit & und « 
die eigene Bewegung des Sterns in Reetascension und Decli- 
nation, die der Zeit proportional ist, so hat man nach den 
Formeln (D) in No. 2, (B) und (C) in No. 5 des zweiten 
Abschnitts und (A) in No. 16 des dritten Abschnitts: 
a! — a = + T [mtn tang È sin a] -r u 
— [15".8148 + 6”.8650 tang ô sin «] sin $) 
— 9".2231 tang Ô eos « cos £) 
-- [0".1902 + 07.0822 tang Ó sin a] sin 2 Q) 
++ 0".0896 tang 9 cos æ cos 2 Q 
— DI 1642 + 0".5054 tang ô sin ol sin 2 © 
— 0,5509 tang d cos a cos 2 ©) 
+ [0". 1173 4-0". 0509 tang ô sin a] sin (C2 — P) 
— [0".0195 -1- 0". 0085 tang ô sin a] sin (OP) 
— 0".0093 tang Ô cos æ cos (Q P) 
— 20". 4481 cos e sec eos « cos Ç) 
— 20". 44541 ser d sin a sin © 
und Ò — Ò= H n cosa H ru 
— 6".8650 cos « sing) H- 9". 2231 sinn cos $} 
+ 0".0822 cosa sin 24] — 0.0896 sine cos 2 NQ) 
— 0". 5054 cosa sin 2 (2) 4-0". 5509 sina cos 2 (*) 
+ 07.0509 cos æ sin (© — P) 
— ("0085 cos a sin (() H-P) H-0".0093 sin «eos (OQ P) 
-H 20". 4451 [sin æ sin? cose — cos sine] cos © 
— 20". 4481 cos a sin ò sin ©. 
Hier sind die Glieder der Nutation, die von der doppel- 
ten Länge 2€ und der Anomalie Ç — P’ des Mondes abhän- 
gen, weggelassen, da dieselben wegen der schnellen Bewe- 


*) Für einige wenige Sterne ist auch noch die Anbringung der jührh- 
chen Parallaxe erforderlich, wofür die bequemsten Ausdrücke nachher gege- 


ben werden, 
14* 
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gung des Mondes eine kurze Periode haben und daher vor- 
theilhafter in eine besondre Tafel gebracht werden. Die Glie- 
der sind auíserdem klein und heben sich wegen der kurzen 
Periode im Mittel aus mehreren Beobachtungen eines Sterns 
grófstentheils auf. Sie werden gewöhnlich nur bei den Polar- 
sternen mitgenommen. Für diese werden aber auch die Glie- 
der merklich, die von den Quadraten und dem Producte der 
Nutation und Aberration abhängen und die durch die For- 
meln (E) in No. 5 des zweiten Abschnitts und (c), (d) und (e) 
in No. 16 des dritten Abschnitts gegeben sind. Diese Glieder, 
so wie die vorher erwähnten, können für jeden Stern, für 
welchen dieselben merklich werden, m Tafeln gebracht wer- 
den, deren Argumente, €, ©, O-N und O — N sind. 


Um nun die obigen Ausdrücke für « — « und ð — à 
in Tafeln zu bringen, setze man: 
6". 8650 =ni 15",8148 — mi =h 
0".0822 — ni, 0".1902 — miss kh, 
0", 5054 — ni, 1".1042 — mi, = hs 
0",0509 = ni, 0.1173 — mi, — à; 
0". 0088 = ni4 0",.0195 — mi, = hg 


Dann kann man die Formeln auch so schreiben: 
ad —a= [x —isin£14-i, sin 26) — i; sin 2O- i sin (©— P) 
— i, sin (© H-.P)] [m + n tang dain a] 
— [9".2231 eos Cl — 0".0896 cos 24) + 0".5509 cos 2 © 
-1-0".0093 cos ((2-4-P)] tang ô cosa 
— 20". 4481 cose cos (2) . cosa sec d 
— 20", 4451 siu ©) . sin e seed 
Tru 
— sinf) + A, sin261— ha sin 2 O- Àj sin (Od — P) — I, sin (O P) 
und 
à! — ò= [v — isin Q- i, sin? NQ — i, sin2 ©) -H ia sin (O — P) 
— i4, sin (Q) P)] n cos a 
-+ [9.2231 cos 6} — 0".0896 cos 2 £) + 0" 3509 cos 2 © 
-+ 0",0093 cos (© + P)] sin « 
— 20". 4451 cos e cos © [tang e cos d — sin ô sin a] 
— 20" 4451 sin © . sin Ô cos a 
ru. 
Führt man daher folgende Bezeichnungen ein: 
A= r — isin) i sin? N — i, sin 2 © + i, sin (O — P) — i4 sin (O+ P) 
B= — 9".2234 cos ( 1 + 0".0896 cos 2N- 0”.5509c0s 2© — 0”.0093 cos (OP) 
C = — 20". 4451 cos e cos ©) 
D= —20".4451 sin (-) 
E = — hsin NQ h, sin24) — ha sin 2) -- h; sin (O — P) — A, sin (O +P) 
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a = m +n tang ô sin a vd =n cosa 

b = tang ô cos « "= —sin« 

e = sec Ô cos œ "= tang e cos Ó — sin d sin « 
d= sec à sin a d — sin d cos o, 


so hat man einfach: 
ce — a= Aa +Bb 4- Ce d- Dd --vu-- E e 
Ai. Za Aa! 4- BV A Cd- Dd'-A- «gw, (4) 

wo die Gröfsen a, b, c, do, b’, c, d' blos von dem Orte 
des Sterns und der Schiefe der Ecliptic, dagegen A, B, C, D 
von © und Q abhängen, also reine Functionen der Zeit sind 
und daher auch in Tafeln gebracht werden kónnen, welche 
die Zeit zum Argumente haben. 

Die in obigen Formeln gegebenen numerischen Werthe 
gelten für 1800, und man erhält für diese Zeit: 
i = 0.34223 41, = 0.00410 4, = 0.02519 ¿a = 0.00254 — 2, = 0.00042 
h= 0.0572 ` A, = 0.00146 — A, = 0.0041 ha = 0.0005 — A, = 0.0000, 
woraus folgt, daís die Grófse E immer nur einige Hundert- 
theile einer Secunde betrügt und daber fast immer vernach- 
lässigt werden kann. Da einige der Coefficienten in den obi- 
gen Formeln für c —« und à'— 9 mit der Zeit veränderlich 
sind (nach No. 5 des zweiten Abschnitts), ebenso die Werthe 
von m und z, so erhält man für 1900: 
i= 0.34256 dp = 0.004110 2, = 0.02520 i, = 0.00253 i= 0.00042 
h= 0.0488  hı==0.0014 h,= 0.0035 A, = 0.0005. 

Bessel hat die Werthe der Constanten A, B, C, D, E 
in seinem Werke „Tabnlae Regiomontanae* für die Jahre 1750 
bis 1850 gegeben. Da denselben aber ein anderer Werth 
der Nutations- und der Aberrationsconstante zum Grunde 
liegt, auch die in (© — P) und ((24- P) multiplicirten Glieder 
fehlen, so erfordern die Besselschen Werthe der Constanten 
die folgenden Correctionen, um dieselben den obigen Formeln 
entsprechend zu machen: 

für 1750: 
d A= — 0.0090 sin CH + 0.0001 sin 2 (^) + 0.0013 sin 2 (S 
+ 0.0025 sin (© — P) — 0.0004 sin (© >+ P) 
d B= — 0.2456 cos £) + 0.0019 cos 2f} + 0.0290 cos? © 


— 0.0093 cos (© + P) 
dC = — 0.1744 cos ©) 


dAD= — 0.1901 sin © 
d E — — 0.006 sin N) + 0.001 sin 2 N 
Für 1850 wird der Werth von dB: 
dB= — 0.2408 cos ( ) -4- 0.0019 cos 2 (2 41- 0.0291 cos 2 © — 0.0093 cos (Q H-P). 
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Für die Jahre 1850 bis 1860 wurden die Constanten 
von Zech berechnet nach den Besselschen Formeln, für die 
Jahre 1860 bis 1880 dagegen von Wolfers in seinem Werke 
„Tabulae Reductionum Observationum astronomicarum* mit 
den oben gegebenen neueren Werthen. Man findet diese 
Constanten auch in den astronomischen Jahrbüchern. 

7 

2. Die Argumente aller dieser Tafeln sind die Tage 
des Jahres, dessen Anfang in dem Augenblicke angenommen 
ist, wo die mittlere Länge der Sonne 280? beträgt. Diese 
Tafeln gelten daher unmittelbar für denjenigen Meridian, für 
welchen die Sonne in dem Augenblicke, wo das bürgerliche 
Jahr beginnt, diese Länge hat. Weil aber die Sonne zu einem 
vollständigen Umlaufe 365 Tage und einen Bruchtheil ge- 
braucht, so werden die Tafeln in einem jeden Jahre für einen 
anderen Meridian gelten. 


Bezeichnet man daher die Meridiandifferenz in Zeit des- 
jenigen Ortes, für welchen die Sonne beim Anfange des Jah- 
res die mittlere Länge 280° hat, vom Meridian von Paris 
ab gezählt mit k und nimmt dies positiv. wenn der Ort öst- 
lich liegt, bezeichnet man ferner die Meridianditferenz irgend 
eines Ortes von Paris, aber westlich positiv genommen, mit d, 
so muls man zu der Zeit dieses letzteren Ortes, für welehen 
man die Oonstanten A, B, C, D, E aus den Tafeln sucht, 
die Grófsc k+-d hinzuthun und mit dieser corrigirten Zeit 
als Argument in die Tafeln eingehen. Die Grölse k findet 
man aus 

no E, 


t 


wo L die mittlere Länge der Sonne zu Anfang des Jahres 
für den Meridian von Paris, « dagegen die mittlere tropische 
Bewegung der Sonne gleich 59'8".33 ist. Diese Grölse findet 
man in den Tabulis Regiomontanis und Wolfers Fortsetzung 
derselben von 1750— 1850 und 1860 — 1880 für jedes Jahr 
in Theilen eines Tages ausgedrückt, außerdem die Constan- 
ten A, B, C, D, E für den Anfang des fingirten Jahres, wel- 
ches beginnt, wenn die Lünge der Sonne 280? ist, also für 
18^40" Sternzeit desjenigen Meridians, für welchen die Sonne 
beim Beginne des Jahres diese Länge hat und dann für die- 
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selbe Zeit jedes zehnten Sterntages?). Will man die Werthe 

aus den Tafeln für eine andere Sternzeit haben z. B. für die 

Culminationszeit cines Sterns, dessen Rectascension œ, so 

mufs man zu dem Argumente k+d die Grófse hinzufügen: 
a — 18h 40m 


a 
— ces sa. 
d 24h 24 (78 


Da ferner auf den Tag, an welchem die Rectascension 
der Sonne gleich der Rectascension des Sterns ist, zwei Cul- 
minationen des Sterns fallen, so mufs man nach dieser Zeit 
zu dem bürgerlichen Datum des Tages Eins addiren, sodals 
das vollständige Argument gleich dem Datum ist plus der 
Grölse 

kda +i, 
wo i==0 ist vom Anfange des Jahres bis zu der Zeit, wo 
die Rectascension der Sonne gleich o wird, nachher aber 
i=-+1 ist. 

Der mit Jan. O in den Tafeln bezeichnete Tag ist nun 
derjenige, zu dessen Sternzeit 18^ 40" das Jahr nach der ge- 
wöhnlichen Methode die Tage zu zühlen, indem man den 
Anfang desselben am Mittage nimmt, anfängt. Die Culmi- 
nation derjenigen Sterne, deren Rectascension 18? 40" ist, 
fällt daher nicht auf den in den Tafeln mit Jan. O bezeich- 
neten Anfangstag, sondern auf den Tag vorher, man muls 
daher für solche Sterne dem Datum des vom Mittage gezühl- 
ten Tages einen Tag hinzufügen, che man damit in die Ta- 
fen eingeht, sodais für solche Sterne 7 vom Anfange des 
Jahres bis zum Tage, wo die Rectascension der Sonne gleich 
« ist, gleich 1 und nachher gleich 2 zu nehmen ist. 


Man suche z. B. die Correction des mittleren Orts von 


*) Für die Berechnung der Tafeln ist daher: 
107a 
366.242201 ` 


q= 
107. 360° 

366.242201? 

wo n in jedem Jahre die Werthe aller ganzen Zahlen von O bis 37 durch- 
läuft. Daraus findet man die wahre Länge nach I. No. 14. Auch ist: 


1 
(1233! 15/23! = 19° 2029.53 (1— 1800) ag rs 19° 20'29".53. 


Mittlere Länge der Sonne — 280" + 
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e Lyrae für April 1861 und zwar für die Culminationszeit von 
Berlin. Man hat für den Anfang des Jahres: 
«—218? 3'30” 6— 38? 3023" e= 230 27/22" m= 46".062 logn=1.30220 
und damit erhält man: 
log a = 1.17971 log o = 0.41889 
log % = 9.04973 log Al = 9.99569 
log c = 9.25409 log c' — 9.98106 
log d = 0.10309, log d = 8.94233 
und aufserdem ist 
log p= 9.4425 log = 9.4564. 
Ferner hat man nach Wolfers Tabulae Reductionum: 
log A log B log C log D log e E 
März 31 9.7494 0.5497, 1.2660, 0.5668, 9.3905 -+ 0.05 
April 10 9.7653 0.5279, 1.2450, 0.8488, 9.4362 -1- 0.05 
20 9.7819 0.4982, 1,40, 1.0089, 9,4776 + 0.05 
30 9.7995 0.4620, 1.1596, 1.1155, 9.5154 -+ 0.05 


und man erhält hieraus nach den obigen Formeln (A): 


d — a 0.0) 
März 31 kl, 203 «d GEI 
April 10 +1 .541 — 19.09 
20 BPCO all — d a 
30 +2 .185 — 15 .97. 
a —18h40m 


Nun ist k=+-0.124, d-— — 0.031, 2-7: =— 0.005, 


und da hier i= 1 weil «<< 1840™ und im März und April 
die Rectascension der Sonne kleiner als 18^ 40" ist, so wird 
das Argument in diesem Falle gleich: 
Datum — 1.088. 
Man erhält daher für die Culminationszeit für Berlin: 


März 31 EXON) — 19", 79 
April 10 ebd gU 18.98 
20 mad SUO 17.02 
30 4-2 .219 Ja Ti 


Zieht man diese Correctionen von dem scheinbaren Orte 
ab, so erhält man den mittleren Ort für den Anfang des Jahres. 


3. Diese Art der Berechnung der Reduction auf den 
schembaren Ort ist besonders bequem, wenn man eine Ephe- 
meride für eine längere Zeit berechnen will und weun man 
viele Beobachtungen desselben Sternes zu reduciren hat. Sucht 
man nur die Reduction für einen einzelnen Tag, so bedient 
man sich mit grolser Bequemlichkeit der folgenden Methode, 
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weil man dabei der Mühe der Berechnung der constanten 
Grölsen a, b, c etc. überhoben ist. 
Die Glieder für die Präcession und Nutation sind nämlich: 
für die Rectascension: 
Am Ansinatangd+ B tang ô cosa + E 
und für die Declination: 
Án cosa — B sina. 
Setzt man daher: 


An =g cos G 
B= g sin G 
Am+E=/f, 


so werden die Glieder für die Rectascension 
J+ g sin (G -+ a) tangò 
und für die Declination: 
g eos (G + a). 
Ferner werden die Glieder der Aberration: 
in Rectascension: 
C sec Ó cosa -+ D sec Ó sin a 
in Declination: 
— Csindsina-+ D sin à cos a + C tang e cos d 
Setzt man daher: 
= h sin H D = h cos H i = C tang e, 
so wird die Aberration 
in Rectascension: 
h sin (H + a) sec à 
in Deelination: 
hcos(H + a) sind + i cos d 

Also sind die vollständigen Formeln für die Reduction 
auf den scheinbaren Ort: 

a — a zz f+ g sin (G + a) tang Ò + A sin (H -+ a) seeó + t u 
d i= g cos (G + a) + À cos (H -- a) sin Ò -+ i cos Ó + t w. (B) 

Die Grófsen f, 9, h, ài, G und H kann man dann in Ta- 
feln bringen, deren Argument wieder die Zeit ist. Solche 
Tafeln werden in den astronomischen Jahrbüchern gegeben 
und zwar für die mittleren Tage von zehn zu zehn oder fünf 
zu fünf Tagen. 

Sucht man z. D. die Reduction für æ Lyrae für 1861 
April 10 17^15" mittlere Zeit, die Zeit der Culmination von 
« Lyrae, so hat man nach dem Berliner Jahrbuche für 
diese Zeit: 
f=+20".98 y=4+12".20 G=344°3' 1—4-18".98 H—247*3' ie — 1.58 
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also G+a=2626 — H--a—165" 6' 

cos (G -t-a) 9.13813, «sin (G-1- «) 1.08222, 

g 1.08636 tang ô 9.90304 

sin (Ge) 9.90586, Asin (+e) 0.68846 

cos LI Lei 9.98515. cos d 9.89260 

h 1.27830 D 0.87967, 

sin LH Lal 9.41016 h cos I- e) 1.260345, 

sin d 9.79564 
J= + 26".98 icood=— "92 
g sin (G +a) tangd= — 9.67 g cos (G -H a) — — 1".68 
h sin (H Lal sec ò= -+ 6".25 h cos (H -H a) sin Ò = — 11”.46 
tu =-+ 0".08 cn =+ 0”.08 
a — a = + 23”.04 = + 18.576 il aem ey 


4. Die Formeln (4) und (B) für die Reduction auf den ` 
scheinbaren Ort enthalten nicht die tügliche Aberration und 
die jührliche Parallaxe. Da der Ausdruck für die tügliche 
Aberration die Polhóhe enthält, so kann man dieselbe nicht 
in allgemeine Tafeln bringen, indessen ist für Meridianbeob- 
achtungen die tägliche Aberration in Declination Null und in 
Rectascension hat der Ausdruck dieselbe Form wie die we- 
gen des Collimationsfehlers des Instruments an die Beobach- 
tungen anzubringende Correction, wie man später schen wird, 
sodals man ohne weitere Mühe die beiden Correctionen ver- 
einigen kann. 


Die Parallaxe ist nur für eine sehr geringe Anzahl von 
Sternen bestimmt und muls für diese, wenn es auf die äulserste 
Genauigkeit ankommt, besonders berechnet werden. Es war 
aber die Formel für die Parallaxe nach No. 18 des dritten 
Abschnitts: 


a — a = — v [cos © sin o — sin Ç) cos e cos a] sec Ò 
9'—— à = — m [cos e sin a sin d — sin e eos 0] sin © 


— 4t cos Q sin Ò cos a. 
Setzt man also: 

— cos e cos a = k sin K 

-— sina = k cos K 

sin æ sin Ô cos e — cos à sin e = ein L 

— cos a sin Ò — [cos D, 

so wird einfach: 
a — a = n k cos (K -+ O) sec à 
9' — à — vr l cos (L 4- (2). 
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Diese Correction wird aber nur in sehr seltenen Fällen 
mitzunehmen sein, wie z. B. bei dem Polarstern, wo die Rect- 
ascension merklich geändert werden kann oder bei dem Stern 
æ Centauri, wo die Parallaxe nahe eme Bogensecunde ist. 


I. Bestimmung der Rectascensionen und Declinationen 
der Sterne, sowie der Schiefe der Ecliptic. 


5. Beobachtet man die Unterschiede der Zeiten, zu de- 
nen die Sterne durch den Meridian eines Ortes gehen, so 
sind diese Unterschiede gleich denen der schembaren Rect- 
ascensionen der Sterne in Zeit ausgedrückt. Zu diesen Beob- 
achtungen bedarf man also einer guten Uhr, d. h. einer solchen, 
die für Zeiten, in welchen gleich grofse Bögen des Aequators 
durch den Meridian gehen, auch immer eine gleich grofse 
Anzahl von Secunden augiebt*) und eines in der Ebene des 
Meridians fest aufgestellten Höheninstruments, d. h. eines Me- 
ridiankreises. Dieser besteht in seinen wesentlichen "Thelen 
aus einer horizontalen, in zwei festen Lagern liegenden Axe, 
welche auf jeder Seite einen Kreis, von deuen einer wenig- 
stens fein getheilt ist, und im der Mitte ein Fernrohr trägt. 
An den Lagern sind Nonien oder Mikroskope befestigt, ver- 
mittelst welcher man bei der gleichzeitigen Bewegung des 
Fernrohrs und der Kreise mit der horizontalen Axe die vom 
Fernrohre durchlaufenen Bögen auf dem Kreise abliest. 

Um den regelmälsigen Gang der Uhr zu prüfen, ohne 
die IKenntui(s der Sternórter selbst nöthig zu haben, beobach- 
tet man die auf einander folgenden Durchgänge verschiedener 
Sterne durch ein im Brennpunkte des Fernrolirs ausgespann- 
tes Fadenkreuz, dessen Durchschnittspunkt genau im Meri- 
dian angenommen wird *”). Die Zeit zwischen zwei aufein- 


*) Die Zeit selbst braueht man hierzn nicht zu kennen, da immer nur 
Unterschiede von Zeiten beobachtet werden. 

**) Der cine Faden dieses Kreuzes wird der täglichen Bewegung parallel 
gestellt dadurch, dafs man dem Aequator nahe stehende Sterne den Faden 
entlang laufen lüfst und das ganze Kreuz mittelst zweier zu dem Zwecke an- 
gebrachten, gegen einander wirkenden Schrauben so lange dreht, bis der Stern 
während seiner Bewegung durch das Feld den Faden nicht mehr verläfst. 
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anderfolgenden Durchgängen desselben Sterns durch den Me- 
ridiau ist damm gleich 24 Stunden Steruzeit + Ac, wenn An 
die Veränderung der Reduction auf den scheinbaren Ort wäh- 
rend dieser 24 Stunden bezeichnet. Wären daher die Beob- 
achtungen fehlerfrei und wäre das Instrument bei beiden Beob- 
achtungen genau im Meridian, welche letztere Bedingung als 
erfüllt angenommen wird, so würden auch die an einer genau 
regulirten Uhr beobachteten Zwischenzeiten zwischen den 
Durchgängen jedes Sterns gleich 24" + Ae sein; wegen der 
Fehler der einzelnen Beobachtungen kann man aber nur an- 
nehmen, daís das Mittel der beobachteten Zwischenzeiten aus 
einer Anzahl von Sternen weniger dem Mittel aller Aœ gleich 
24^ ist. Findet man dagegen, daís dies Mittel nicht 24^, son- 
dern 24^ — a ist, so ist a der tägliche Gang der Uhr und 
alle Beobachtungen müssen wegen desselben verbessert wer- 
den. In dem Falle, dafs für eine gewisse Zeit die einzelnen 
Sterne so nahe denselben Unterschied 24^ — a geben, dafs 
man die Abweichung den möglichen Fehlern der Beobach- 
tungen zuschreiben kann, nimmt man den Gang während 
dieser Zeit als constant und gleich dem Mittel aus allen a an 


und multiplieirt die beobachteten Rectascensionsunterschiede 
mit = a um dieselben vom Gange der Uhr zu be- 
ET 
freien. Zeigt sich aber ein mit der Zeit wachsender oder 
abnehmender Gang der Uhr und sind die Beobachtungen 
zahlreich genug, so kann man den stündlichen Gang zur Zeit t 
von der Form annehmen a-- b (t — T), wo a der Gang zur 
Zeit T ist. Multiplicirt man dies mit di und integrirt zwi- 
schen den Grenzen t und 24+ f, so findet man den Gang 
während zweier Culminationen eines Sterns, der zur Zeit t 
in den Meridian kommt, gleich 
24a -+ 24 5 (42 -+ t — N=u 

und indem man für alle so beobachteten Sterne den Coeffi- 
cienten von b berechnet und daun w dem aus den einzelnen 
Sternen gefundenen Gange gleichsetzt, erhält man eine Anzahl 
von Bedingungsgleichungen, aus denen man a und b nach der 
Methode der kleinsten Quadrate bestimmen kann. Zuletzt 
erhält man den Gang während der Zeit ’— durch 
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um welche Größe jede beobachtete Zwischenzeit t"— t ver- 

bessert werden mus. 


a(t! — + bl" — h | —T\, 


Hat man aber schon eine Reihe von Sternen, deren Rect- 
ascensionsunterschiede genau bestimmt sind, so giebt der Un- 
terschied des scheinbaren Ortes jedes Sterns und der an der 
Uhr beobachteten Zeit U den Fehler der Uhr AU, der bei 
allen Sternen innerhalb der möglichen Beobachtungsfchler und 
der Fehler der Sternörter gleich sein wird, wenn die Uhr 
genau nach Sternzeit geht. Hat dieselbe aber den Gang a 
zur Zeit T, so giebt jeder Stern eine Gleichung von der 
Form: 


0=0 —a-E AU + T) H- E T? 
und aus vielen Sternen kann man daher AU, a und b be- 
stimmen. 

Um nun die Culminationszeiten der Sterne zu beobach- 
ten, ist es nóthig, den Meridiankreis so zu berichtigen, dafs 
der Durchschnittspunkt des Fudenkreuzes in jeder Lage des 
Fernrohrs im Meridiane oder, wenn dies nicht der Fall ist, 
die Abweichung desselben vom Meridiane bekannt ist”). Ist 
die Collimationslinie, d. h. die Linie vom Mittelpunkte 
des Objectivs nach dem Fadenkreuze senkrecht auf der Axe 
der Zapfen (der Umdrehungsaxe des Instruments), so beschreibt 
dieselbe bei der Umdrehung des Fernrohrs eine Ebene, wel- 
che die llimmelskugel in einem grófsten Kreise schneidet. 
Ist dann die Axe der Zapfen horizontal, so wird dieser grófste 
Kreis ein Verticalkreis und wenn diese Axe endlich nach 
den Punkten Ost und West des Horizonts gerichtet ist, so 
bewegt sich die Collimationslinie im Meridiane. Das Instru- 
ment erfordert daher drei Berichtungen. 

Die Horizontalität der Axe kann immer, wie in No. 1 


*) Die vollständigen Methoden zur Berichtigung des Meoridiankreises, 
sowie zur Bestimmung der Fehler desselben und der deswegen nothwendigen 
Correerionen der Beobachtungen werden im siebenten Abschnitte gegeben. 
Hier soll nur gezeigt werden, dafs diese Bestimmungen vollständig gemacht 
werden können, ohne die Kenntnifs der Oerter der Sterne selbst nóthig zu 
haben. 
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des letzten Abschnitts gezeigt wird, mittelst einer Wasser- 
wage geprüft und auch berichtigt werden, da das eine der 
Zapfenlager durch Schrauben erhöht und erniedrigt werden 
kann. Der Winkel, welchen die Collimationshinie mit der 
Axe macht, kann durch Umlegen des ganzen Instruments in 
seinen Lagern berichtigt werden, indem man das Fernrohr 
in jeder Lage des Instruments auf ein entferntes irdisches 
Object richtet, oder noch besser auf ein zu dem Zwecke vor 
dem Fernrohre des Meridiankreises aufgestelltes Fernrohr 
(Colimator), dessen Collimationslinie mit der des Meridian- 
kreises zusammenfällt. Ist nämlich im Brennpunkte dieses 
Fernrohrs ebenfalls em Fadenkreuz, so wird dies im Fern- 
rohre des Meridiankreises ebenso wie ein unendlich entfern- 
tes Object gesehen werden, da die vom Fadenkreuze aus- 
gehenden Strahlen das Objectiv des Collimators parallel ver- 
lassen. Ist nun der Winkel, welchen die Collimationslinie 
mit der Axe des Meridiankreises macht, von einem rechten 
Winkel um œ verschieden, so werden die Winkel, welche 
die Axen der beiden Fernróhre in beiden Lagen des Meri- 
diankreises mit einander machen, um 2 verschieden sei, 
oder das Fadenkreuz des festen Fernrohrs wird sich, im 
Ferurohre des Meridiankreises gesehen, um den Winkel 2x 
gegen das andre Fadenkreuz bewegt zu haben scheinen. Ver- 
schiebt man dann dies Fadenkreuz durch Schrauben, welche 
dasselbe senkrecht gegen die Gesichtslinie bewegen, um den 
Winkel æ, so wird jetzt die Collimationsliuie senkrecht auf 
der Umdrehungsaxe stehen und das Fadenkreuz des Colli- 
mators wird in beiden Lagen des Instrument seine Lage ge- 
gen das Fadenkreuz des Instruments unverändert beibehalten, 
oder richtiger in beiden Lagen gleichweit vom Durchschnitts- 
punkte des Fadenkreuzes abstehen. Sollte dies noch nicht 
genau der Fall sein, so kaun man durch Wiederholung der 
Operation den Fehler beliebig klein machen. 

Wenn diese Berichtigungen gewacht sind, beschreibt die 
Collimationslinie einen Vertiealkreis. Um endlich die hori- 
zontale Axe genau von Ost nach West zu richten, muls man 
zur Beobachtung der Sterne seine Zuflucht nehmen, aber die 
Kenntnis der Oerter derselben ist nicht erforderlich. Die 
Circumpolarsterne, z. B. der Polarstern, beschreiben, aufser 
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unter sehr kleinen Polhöhen, einen vollen Kreis über dem 
Horizonte. Dewegt sich nun das Fernrohr in einem Ver- 
ticalkreise und ist es wenigstens dem Meridian nahe, so wird 
die Gesichtslinie den Parallelkreis des Sterns in zwei Punk- 
ten schneiden, der Stern wird also zweimal wührend seines 
Umlaufs im Fernrohre gesehen werden können. Beobachtet 
man dann die Zeiten der Durchgänge durch das Fadenkreuz 
zuerst über, dann unter dem Pole, so wird nur in dem Falle, 
dafs sich das Ferurohr im Meridiane bewegt, die Zwischen- 
zeit gleich 12 Stunden Sternzeit + Ae sein, wo Am jetzt 
die Acnderung der scheinbaren Rectascension des Sterns in 
12 Stunden ist; während die Zeit gröfser oder kleiner sein 
wird, je nachdem sich das Fernrohr auf der Öst- oder West- 
seite vom Meridiane bewegt. Da nun das eine der Zapfen- 
lager eine Bewegung in der Richtung von Nord nach Süd 
zulälst, so kann man dies solange verrücken, bis die Zwi- 
schenzeit zwischen zwei Beobachtungen genau gleich 12-4- A « 
ist, wenn das Fernrohr im Meridiane oder die Axe von Ost 
nach West gerichtet seiu wird *). 

Man kann auch die Zwischenzeit zwischen drei aufein- 
ander folgenden Durchgängen des Sterns durch den Meridian, 
von denen also zwei auf derselben Seite des Pols sind, mit 
einander vergleichen, die, im Falle das Instrument sich im 
Meridiane bewegt, gleich sein müssen. Sind die Zwischen- 
zeiten ungleich, so bewegt sich das Fernrohr auf derjenigen 
Seite vom Meridian, auf welcher der Stern die kürzere Zeit 
verweilt hat. 

Beobachtet man nun an einem so berichtigten Instru- 
mente die Durchgangszeiten der Sterne, so erhält man die 
scheinbaren Rectascensiousuuterschiede und an diese sind die 
Reductionen auf den scheinbaren Ort mit umgekehrten Zei- 
chen auzubringen, um die mittleren Rectascensionsunterschiede 
für den Aufang des Jahres zu erhalten. Die Berechnung der 
Formeln für diese Correctionen setzt aber schon eine genä- 


*) Da die vollkommene Berichtigung des Instruments wegen der Aen- 
derungen der Fehler unpraktiseh wäre, so berichtigt man dasselbe nur an- 
nähernd und bestimmt durch die obigen oder ähnliche Methoden, wie im 
letzten Abschnitte gezeigt wird, die Fehler des Instruments und corrigirt die 
beobachteten Durchgangszeiten wegen dieser Fehler. 


224. 


herte Kenntnifs der Rectascension und Declination voraus, 
die man aber durch frühere Sternverzeichnisse hat. 

Hat das Gestirn eine sichtbare Scheibe, so kann man 
nur den Rand desselben beobachten und man muls daher, da 
ein solches Grestirn auch eine eigene Bewegung bat, nach 
No. 28 des ersten Abschnitts die Zeit berechnen, in welcher 
sich der Halbmesser desselben durch den Meridian bewegt 
und diese Zeit zu der beobachteten Zeit hinzulegen oder da- 
von abziehen, je nachdem man den dem Mittelpunkte vor- 
hergehenden oder den demselben folgenden Rand beobachtet 
hat. Bei der Sonne, wo man beide Ränder beobachten kum, 
kann man einfach das Mittel aus den beiden Beobachtungs- 
zeiten nehmen. 

Die Uhrzeiten der Culminationen der Sterne kóunen noch 
auf eine andre Weise, nämlich durch die Beobachtung der 
Zeiten, zu welchen die Sterne gleiche Höhen auf beiden Sei- 
ten des Meridians erreichen, bestimmt werden. Zu diesen 
Beobachtungen ist ein Höhenkreis erforderlich, der au einer 
verticalen Säule befestigt ist, welche selbst eine Bewegung 
um ihre Axe zuläfst, sodafs der Kreis in die Ebene aller Ver- 
ticalkreise gebracht werden kann. Beobachtet man mit ci- 
nem solchen Instrumente die Zeiten, zu welchen eim Stern 
gleiche Höhen auf beiden Seiten des Meridians erreicht, so 
ist die halbe Summe dieser Zeiten die Uhrzeit der Culmi- 
nation des Sterns. Es ist klar, dafs man die Höhe des Sterns 
selbst gar nicht zu kennen braucht, und es ist nur wesent- 
lich, dafs das Fernrohr in beiden Beobachtungen genau den- 
selben Winkel mit dem Horizonte macht. Sind aber die 
beiden Winkel etwas verschieden, so kann man leicht den 
dadurch verursachten Fehler der Uhrzeit der Culmination be- 
rechnen; denn, wenn die westliche Zenithdistanz von As zu 
grols beobachtet ist, so ist der Stern in einem Stundenwinkel 


Az D 
beobachtet, der um — zu grols ist und man muls da- 
cos p sin A 


her von dem Mittel der beiden Zeiten die Correction A a: 


cos p sin 4l 
abziehen. Eine solche Correction wird schon immer wegen 
der Refraction zu machen sein; denn obwohl die mittlere Re- 
fraction für die beiden Beobachtungen dieselbe ist, wenn die 
Höhe dieselbe ist, so wird doch der verschiedene Stand der 
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meteorologischen Instrumente zu den Zeiten beider Beobach- 
tungen einen kleinen Unterschied hervorbringen, dessen Ein- 
flufs nach der obigen Formel berechnet werden kann. Bei 
der Sonne macht auch die Aenderung der Declination wäh- 
rend der Zwischenzeit beider Beobachtungen eine Correction 
nothwendig. 


dz ] . 
Aus der Formel j; m 608 q sin A sieht man, dafs es am 
Ü 


Vortheilhaftesten sein wird, die Zenithdistanzen der Sterne in 
der Nähe des ersten Vertieals zu beobachten, weil sich die- 
selben dort am schnellsten ändern, und besonders vortheil- 
haft werden diese Bestimmungen in der Nähe des Aequators, 
weil dort auch cos g nahe gleich Eins ist und für Gestirne 
nahe am Aequator. Da die Bestimmung der absoluten Rect- 
ascensionen, wie man später sehen wird, auf solchen Beob- 
achtungen beruht, so wird dieselbe an emem Orte in der 
Nähe des Acquators sich mit Vortheil nach der obigen Mce- 
thode machen lassen. 


6. Stellt man die Sterne bei dem Durchgange durch 
den verticalen Faden des Meridiankreises auch auf den ho- 
rizontalen Faden ein und liest die Zahlen ab, welche die No- 
nien oder Mikroskope auf dem Kreise angeben, so erhält 
man aus den Unterschieden dieser Zahlen die Unterschiede 
der scheinbaren Meridianhöhen *). Kennt man dann auch 
den Zenithpunkt des Kreises, so erhält man, wenn man den- 
selben von allen Ablesungen abzieht, die scheinbaren Zenith- 
distanzen der Sterne. Diesen Punkt kann man aber leicht 
durch die Beobachtung der reflectirten Bilder der Fäden in 
einem Quecksilberhorizonte finden. Richtet man nämlich das 
Fernrohr nach dem Nadir und stellt ein Gefäfs mit Queck- 
silber unter das Objectiv, so wird man, wenn man Licht von 
der Aufsenscite des Oculars nach dem Quecksilber hin re- 
flectirt, aufser den Fäden auf hellem Grunde auch die reflec- 
tirten Bilder derselben erblicken, und wenn man das Fernrohr 


*) Im siebenten Abschnitte werden die vollständigen Correetionen gege- 
ben, die an diese Ablesungen anzubringen sind, um dieselben von den Feh- 
lern des Instruments zu befreien, wie z. B. den Theilungsfehlern und den von 
der Einwirkung der Schwere auf die einzelnen Theile des Instruments her- 


rührenden Fehlern. 
15 


226 


soweit bewegt, dals das reflectirte Bild des horizontalen Fa- 
dens mit dem Faden zusammenfällt, so wird das Fernrohr 
nach dem Nadir gerichtet sem, man erhält daher dann durch 
die Ablesung den Nadirpunkt, mithin auch den Zenithpunkt 
des Kreises. 

Die scheinbareu Zenithdistanzen der Sterne müssen zu- 
nächst von der Refraction und, wenn man die Sonne, den 
Mond oder einen der Planeten beobachtet, auch von der Pa- 
rallaxe befreit werden, indem man zu der Zenithdistanz die 
nach Formel (4) in No. 12 des dritten Abschnitts berechnete 
Refraction addirt und davon p sim s abzieht, wo p die Hori- 
zontalparallaxe ist (aufser beim Monde, wo die strenge For- 
mel anzuwenden ist) Hat das Gestirn eine sichtbare Scheibe 
wie die Sonne, so muls man an die beobachtete und wegen 
Refraction und Parallaxe verbesserte Zenithdistanz des Ran- 
des noch den Halbmesser anbringen, oder wenn man den 
oberen sowohl als unteren Rand der Sonne beobachtet hat, 
aus beiden corrigirten Zenithdistanzen das Mittel nehmen. 
Da man in diesem Falle die Einstellung des oberen und un- 
teren Randes in einiger Entfernung vom verticalen Faden, 
also vom Meridian machen mus, so ist es nóthig, noch eine 
kleine Correction anzubringen (deren Ausdruck im siebenten 
Abschnitte gegeben wird), da der Horizontalfaden einen gröfs- 
ten Kreis an der Himmelskugel darstellt, also vom Parallel 
des Gestirns verschieden ist. 

Kennt man die Zenithdistanzen im Meridiane, so erhält 
man daraus nach No. 23 des ersten Abschnitts die Declina- 
tionen, wenn die Polhóhe des Standpunkts des Instruments 
bekannt ist. Diese kann man aber leicht bestimmen, indem 
man nach dem Vorigen die Zenithdistanzen der Circumpolar- 
sterne in der oberen und unteren Culmination beobachtet, da 
die halbe Summe der wegen der Refraction corrigirten Ze- 
nithdistanzen 3-3 A9 gleich der Aequatorhóhe des Beobach- 
tungsortes ist, wo AA die Aenderung der Reduction auf die 
scheinbare Declination während der Zwischenzeit ist. Man 
kann auch die Polhöhe dadurch bestimmen, dafs man die 
Cirenmpolarsterne in der oberen und unteren Culmination so- 
wohl direct, als auch von einem künstlichen Horizonte re- 
flectirt beobachtet. Dann ist die halbe Summe der wahren 
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Höhen in der oberen und unteren Culmination weniger JAó 
gleich der Polhóhe des Beobachtungsortes. Da aber die di- 
recten und reflectirten Beobachtungen nicht gleichzeitig ge- 
macht werden können, auch gewöhnlich bei jeder Culinination 
mehrere Beobachtungen in der Nähe des Meridians gemacht 
werden, so muls man iu dem Falle an jede einzelne Beob- 
achtung die Reduction auf den Meridian anbringen, wie dies 
im siebenten Abschnitte beim Meridiankreise gezeigt wird. 

Für einen Beobachtungsort in der Nähe des Aequators 
lassen sich diese Methoden der Bestimmung der Polhöhe 
durch die Circumpolarsterne nicht anwenden. Für einen sol- 
chen Ort mufs man die Höhe oder Zenithdistanz des Aequa- 
tors durch die Beobachtung der Sonne bestimmen, wie dies 
in der folgenden Nummer gezeigt werden wird. 

Nachdem so die Polhóhe des Beobachtungsorts bestimmt 
ist, findet man aus den wegen Refraction verbesserten Zenith- 
distanzen die scheinbaren Deelinationen der Sterne, die dann 
durch Anbringung der Reduction auf den scheinbaren Ort 
mit umgekehrten Zeichen in mittlere Dechnationen für den 
Anfang des Jahres verwandelt werden. 


7. Da für die Sonne 
sin A tang e — tang D, 

so giebt die Beobachtung der Declination der Sonne entwe- 
der die Schiefe der Ecliptic, wenn die Rectascensioun bekannt 
ist, oder die Reetascension, wenn die Schiefe als bekannt an- 
genommen wird. Die Differentialgleichung (welche man er- 
hält, wenn man die obere Gleichung logarithmisch differen- 
zirt 2de 2d D 

) cotang A.dA+ = eng) 
zeigt aber, dafs cs am Vortheilbaftesten ist, die Schiefe der 
Ecliptie durch Beobachtungen in der Nähe der Solstitien, die 
Rectascension dagegen durch Beobachtungen in der Nähe der 
Aequinoctialpunkte zu bestimmen. Beobachtet man die De- 
clination der Sonne zur Zeit, wenn die Rectascension der- 
selben 90° oder 270" ist, so ist dieselbe, wenn man die Breite 
der Sonne davon abzieht, gleich der Schiefe der Ecliptic. 
Wenn man aber auch nur die Declination in der Nähe der 
Solstitialpunkte beobachtet, so wird man, wenn man die Lage 


des Frühlingspunkts näherungsweise kennt, durch Rechnung 
155 
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entweder nach obiger Formel, oder besser durch die Ent- 
wickelung derselben in eine Reihe, die Schiefe der Ecliptic 
finden. Sei D' die beobachtete Declination, B die Breite der 
Sonne, so wird nach den Formeln in der Anm. zu No. 11 
des ersten Abschnitts 

cos E 
` cos.D 
die wegen der Breite der Sonne verbesserte Declination sein, 
welche man beobachtet haben würde, wenn der Mittelpunkt 
der Sonne in der Ecliptic gestanden hätte. Ist dann œ die 
Entfernung der Sonne vom Solstitialpunkte in Rectascension, 
also gleich 90°— A, so hat man die Gleichung: 

cos x tang e = tang D, 
aus der man, da x nach der Voraussetzung eine kleine Grölse 
ist, e in eine schnell convergirende Reihe entwickeln kann, 
indem man nach Formel (18) in No. 11 der Einleitung erhält: 
e = D +- tang 4 x? . sin 2 D -+ 4 tang $7! sin 4D +... (A) 

Danach kann man also aus einer Beobachtung der De- 
elination der Sonne in der Nähe eines der Solstitialpunkte 
die Schiefe der Ecliptie leicht bestimmen. Es ist klar, dafs 
die Aberration der Sonne, die nur den scheinbaren Ort in 
der Ecliptic ändert, keinen Einflufs auf das Resultat hat. 
Ebenso wenig wird e geändert, wenn A und D mittelst der 
Präcession auf ein andres Aequinoctium reducirt würden. Ist 
aber A und D mit der Nutation behaftet, so wird auch das 
gefundene e die scheinbare, mit Nutation behaftete Schiefe 
der Ecliptic sein. 

Am 19. Juni 1843 wurde zu Königsberg die Declina- 
tion der Sonne beobachtet gleich + 23° 26’ 8”.57, welcher 
Werth schon wegen der Refraction und Parallaxe verbes- 
sert ist. Die Rectascension zu derselben Zeit ward DN Aën 
505.54 gefunden. Es ist also für diesen Fall x — 0"11”9°.46 
= 2 47 21".90, und da die Breite der Sonne gleich 4- 0". 70 
war, So wird: 


D' B=D 


D= 123027 7.87 

I. Glied der Reihe = -1 29 .23 

II. Glied der Reihe = 4-0 .04 

E eese man ue a 
Dies ist also die scheinbare Schiefe für 1843 Juni 19, 
wie dieselbe aus dieser Beobachtung folgt. Berechnet man 
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nun die Nutation der Schiefe nach den Formeln in No. 5 
des zweiten Abschnitts, so findet man, da Q — 279? 37.4, 
(Q —810, C350 17 und P= 280° 14 ist, As — —+-0".05, 
mithin wird die mittlere Schiefe für diesen Tag nach dieser 
Beobachtung 23° 27 81". 09. 

Dasselbe hätte man, nur auf längerem Wege, erhalten, 
wenn ınan A und D naclı den in No.5 und 7 des zweiten Ab- 
schnitts gegebenen Vorschriften wegen der Nutation verbessert 
und mit diesen verbesserten Werthen die Formel (A) berechnet 
hätte. Es ist aber die Nutation der Länge gleich + 17". 18, 
womit man findet Ae = -+ 13.25, Aó — +- 0".89, mithin: 

Verbessertes D = 23? 26’ 1". 48 
1. Glied -- 129 .57 
II. Glied —omE VJ SC 

Mittlere Schiefe = 239 2737”. 09. 

Um nun das Resultat von den zufälligen Beobachtungs- 
fehlern zu befreien, beobachtet man die Declination der Sonne 
an möglichst vielen, in der Nähe des Solstitiums liegenden 
Tagen und nimmt aus den einzelnen dadurch erhaltenen Be- 
stimmungen von e das Mittel. Die in z und D möglicher- 
weise vorhandenen constanten Fehler werden aber auf diese 
Weise nicht eliminirt. Bezeichnet man die mit den Werthen 
zx und D nach dem Vorigen berechnete Schiefe durch e, den 
wahren Werth der Schiefe durch s, die Fehler von z und D 
dureh dz und dD, so giebt jede Beobachtung die Gleichung: 

ee + Lë tang z sin 2e dap "7 d D, 
wie man leicht aus der oben gegebenen Differentialgleichung 
findet und wo dz in Zeitsecunden ausgedrückt ist. Für das 
ohige Beispiel wird z. D.: 

e — 23? 27 31.09 + 0.212 dx +- 1.001 dD, 
sodals ein Fehler von einer Zeitsecunde in æ erst einen Fehler 
von 0".9] in der Schiefe erzeugt. Nimmt man dann einen 
Werth e, von & an, sodals &=&,-+-de ist und setzt e, — € =n, 
so giebt eine jede Beobachtung eine Gleichung von der Form: 
sin22 | N 
sin 2.D 

Dehandelt man dann alle Gleichungen nach der Methode 
der kleinsten Quadrate, so kann man aus den drei Gleichun- 
gen des Minimums de als Function von de und dD darstel- 


=n + de — WM tang x sine dz — 
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len, sodal man dann leicht, wenn man genöthigt sein sollte, 
die Rectascensionen oder Declinationen um die constanten 
Gróísen dA = — dz und dD zu ändern, die daraus entste- 
hende Aenderung von s findet. Der aus den Beobachtungen 
eines Solstitiums gefundene wahrscheinlichste Werth der Schiefe 
wird also die Form haben: 
ed J- ad D -- bdz, 
wo der Coefficient von dD immer nahe gleich eins ist. Sind 
keine constanten Fehler in D und æ vorhanden, also dP und 
dæ gleich Null, so sollte man, wenn man eine ähnliche Be- 
stimmung zur Zeit des Wintersolstitiums macht, bis auf die 
Säcularveränderung 0".23 während der Zwischenzeit der Beob- 
achtungen denselben Werth für die Schiefe erhalten. Im All- 
gemeinen werden sich aber die bei den einzelnen Zenithdi- 
stanzen gemachten zufälligen Fehler oder zufällige Fehler 
in der Refraction nicht völlig in dem Mittel der um das Sol- 
stittum herum gemachten Beobachtungen aufheben, sodals man 
erst hoffen kann, aus dem Mittel einer Anzahl von heobach- 
teten Solstitien auf eine Epoche reducirt, einen genauen Worth 
für die Schiefe zur Zeit dieser Epoche zu erhalten. Bestimmt 
man aber die mittlere Schiefe der Ecliptic zu verschiedenen 
Zeiten, so erhält man zugleich die SäcwWaränderung derselben. 
Hat man zur Zeit ( die mittlere Schiefe s beobachtet und 
nimmt man an, dals zur Zeit t der wahre Werth der mitt- 
leren Schiefe s -+ de war, und dafs die jährliche Abnahme 
ÁAs-- ist, so würde, wenn der beobachtete Werth der rich- 
tige wäre, 
e = ga + de — (Ae -H x) (t — to) 
sein. 
Setzt man daher 
£g — Ae (t — ta) — e =n, 
so giebt jede Beobachtung der mittleren Schiefe zur Zeit eines 
Solstitiums eine Gleichung von der Form: 
=n + det x (t — t) 
und wenn man mehrere solcher Bestimmungen hat, so kann 
man daraus die wahrscheinlichsten Werthe von de und œ 
nach der Methode der kleinsten Quadrate finden. Bessel fand 
so aus der Vergleichung seiner eigenen Beobachtungen mit 
denen von Bradley für die mittlere Schiefe der Ecliptic für 
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1800 den Werth 23° 27 54'.80 und die jährliche Abnahme 
0".457, während Peters aus der Vergleichung der Struveschen 
Beobachtungen mit denen von Bradley die mittlere Schiefe 
für die Zeit £ gleich 

23° 27' 54", 22 — 0". 4645 (t — 1800) 
fand, ein Werth, der jetzt gewóhnlich als der genauere ange- 
nommen wird. 

Ist bei der Bestimmung der Deelinationen ein constanter 
Fehler gemacht, z. B. die Polhóhe nur annähernd bekannt, 
so werden sich auch in der aus den Sommer- und Winter- 
solstitien bestimmten Schiefe constante Unterschiede zeigen. 
Da D=%-+- 9, so würde man, wenn dp die an die ange- 
nommene Polhóhe anzubringende Verbesserung bezeichnet und 
e wieder der wahre, &' der aus den Beobachtungen hergelei- 
tete Werth der Schiefe ist, zur Bestimmung von dp aus dem 
Sommersolstitium die Gleichung haben: 


e=: -ady 
dagegen aus dem Wintersolstitium die Gleichung: 
ss ll — ddp 
und es wäre daher: 
£' — s! -|- & — e, 
d = ———— ? 
oo 


wo 2—s, die Säcularänderung ist. Dies ist die Verbesserung 
der Polhóhe, vorausgesetzt, dafs in der Bestimmung von 5 
kein constanter Fehler ist. Einen genäherten Werth für die 
Polhóhe findet man auch auf diese Weise schon durch die 
Beobachtung der Zenithdistanz der Sonne an den Tagen des 
Sommer- und Winter-Solstitiums. Sind nämlich a und z” 
die wegen Refraction, Parallaxe und Nutation corrigirten Ze- 
nithdistanzen und nimmt man südliche Zenithdistanzen nega- 
tiv, so wird: 


8. Kennt man die Schiefe der Ecliptic, so kann man 
die absolute Rectascension eines Sterns und somit aus den 
Rectascensionsunterschieden die Rectascensionen aller Sterne 
bestimmen. Man wählt dazu immer einen hellen Stern aus, 
den man auch bei Tage immer beobachten kann und der in 
der Nähe des Aequators steht, wie z. B. « Canis minoris 
(Procyon) oder « Aquilae (Atair) Beobachtet man nun den 
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Stern im Meridian zur Uhrzeit t£, die Sonne zur Zeit T, so 
ist die Zeit (— T, wegen des Ganges der Uhr corrigirt, gleich 
dem Rectascensionsunterschiede des Sterns und der Sonne 
zur Zeit der Culmination derselben. Hat man dann auch 
bei der Culmination die Deelination der Sonne beobachtet, 
so erhält man die Rectascension der Sonne aus der Gleichung: 
sin A tang s == tang D, 

wo wieder vorausgesetzt ist, dafs D wegen der Parallaxe und 
Breite der Sonne corrigirt ist. Man findet daher auch: 

tang D 
tange 
wo strenge genommen auch die Zeit T wegen der Breite der 


a= are sin 


re 


Sonne corrigirt sein mufs, indem man dazu --'cos Asec dain £ 
addirt. 

Ist die angenommene Schiefe e und die beobachtete De- 
clination D fehlerhaft, so wird man auch «œ, abgesehen von 
den Beobachtungsfehlern in der Zwischenzeit t— T, fehlerhaft 
erhalten. Um den Einfluls solcher Fehler zu schätzen, dient 
wieder die in der vorigen Nummer gefundene Differentialglei- 
chung: 

P 4 ane 
iam Aa, tup 
wonach also jede Beobachtung die Gleiehung giebt: 
ang D 2tangA 2 tang. 
— are sin va EN T— T Ge e dD. (4) 

Man sieht aus dieser Gleichung, dafs es am vortheil- 
haftesten ist, die Beobachtungen in der Nähe des Acquinoc- 
tiums anzustellen, da dann die Cooefficienten von de nnd dD 
am kleinsten werden, nämlich für de gleich Null und für 
dD gleich cotang e oder 2.3. Man sicht ferner, dafs man 
die Beobachtungen so combiniren kaun, dafs der Einflufs 
eines Fehlers in s sowohl als eines constanten Fehlers in 
D verschwindet. Nimmt man nämlich aus der Gleichung 


tang D e. 
—e-— für 


sin A = SS A immer den spitzen Winkel, so erhält man 
E 


für die Rectascension 180° — A’ der Sonne, wenn t und T’ 
wieder die beobachteten Culminationszeiten des Sterns und 
der Sonne bezeichnen, die Gleichung: 


. tung 2 tang Al 2 tang A’ 
a = 180 — arc sin E -Hl 7 r— E ; o ME y dD, 
tang € sin 2g sin 2 JJ 
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und indem man diese Gleichung mit der vorigen verbindet: 


tang D tang DI 
a=} [K T)24Q-— T] [are sin ` arcsin ` E Es 180° | 


tang & tang 


Anm ang Ai ang A — A' 
E np] o E tang zg (B) 


sin2D sin 3 DI 


sin 2e 


Ist nun der spitze Winkel A'— A, so ist auch D'— D. 
Beobachtet man also die Rectascensionsunterschiede der Sonne 
und eines Sterns zu den Zeiten, wo die Sonne die Rectascen- 
sionen A und 180*— A hat, so werden die Coefficienten von 
dD und ds in der Gleichung (B) gleich Null, die constanten 
Fehler in der Deelination und der Schiefe werden dann also 
ohne allen Einflufs auf die Rectascension des Sterns sein. 
Man wird dies zwar nie in aller Strenge erreichen kónnen, 
weil es sich nie so treffen wird, daís, wenn die Sonne bei 
einer Culmimation die Rectascension A hat, auch grade die 
Rectascension 180? — A mit einer Culmination zusammentrifft. 
Wenn aber auch nur A' nahe gleich 180" — A ist, so wird der 
übrıg bleibende, von dD und de abhängige Fehler doch im- 
mer nur höchst gering sein. 


Um also die absolute Rectasceusion eines Sterns zu be- 
stimmen, muls man die Rectascensionsunterschiede der Sonne 
und eines Sterns um das Frühlings- und Herbstäguinoctium 
herum beobachten. Hat man aber das eine Mal nach dem 
Frühlingsäquinoctium beobachtet, so mu/s man die zweite 
Beobachtung ebenso lange vor dem Herbstäquinoctium an- 
stellen und umgekehrt, fällt die erste Beobachtung vor das 
Frühlingsäquinoctium, so mufs die zweite Beobachtung ebenso 
lange nach dem Herbstüquinoctium gemacht werden. In der 
Verbindung zweier solcher Beobachtungen heben sich die 
constanten Fehler m D und e auf und es bleiben nur die bei 
der Beobachtung begangenen zufälligen Febler der Culmina- 
tionszeiten und Declinationen im Resultate zurück. Diese 
kann man nur durch die Anzahl der Beobachtungen elimini- 
ren und man mufs daher zu dem Ende nicht blofs zwei, son- 
dern eme möglichst grofse Anzahl von Beobachtungen, die 
vor und nach dem Frühlingsüquinoctium und ebenso vor und 
nach dem Herbstäquinoctium angestellt sind, verbinden, wo 
man sich aber gar nicht auf die Nähe des Aequinoctiums zu 
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beschränken braucht. Nimmt man für æ einen genäherten 
Werth e, an, sodals & = c, + de ist und setzt: 


"un Inu e a 
Ga — arc sin gc Dä T)-n, 
so giebt jede Beobachtung eine Gleichung von der Form: 
2 tang A 2 tang A 
= En de E ; 
Dei déch sin 2 e de sin 2.D es 


Behandelt man alle Gleichungen nach der Methode der 
kleinsten Quadrate, so kann man daraus die wahrscheinlich- 
sten Werthe von de, de und dD finden oder auch aus den 
Gleichungen des Minimums dæ als Function von de und d D 
bestimmen, sodaís, wenn man de und dD aus anderen Beob- 
achtungen ableitet und diese Werthe in dem Ausdrucke von 
do substituirt, man diejenige Correction dæ findet, welche 
mit diesen Werthen von ds und dD die Summe der Qua- 
drate der übrig bleibenden Fehler zu einem Minimum macht. 
Ist die Anzahl der Beobachtungen groís und sind dieselben 
um die beiden Aequinoctien gehörig vertheilt, so werden die 
Coefficienten von ds und dD in der Endgleichung für de 
immer sehr klem sein. 

Liegen die beobachteten Declinationen zwischen den Gren- 
zen == D, so kann es sein, dals, wenn die Beobachtungen 
sich weit vom Aequinoctium erstrecken, die Aenderung dD 
für die ganze Ausdehnung 2D nicht als constant angenommen 
werden kann, z. B. in dem Falle, dafs die am Instrumente 
abgelesenen Dogen Fehler besitzen, die von der Zenithdistanz 
abhängen, oder wenn die Constante der Refraction einer Ver- 
besserung bedürfen sollte. Obwohl auch in diesem Falle der 
Einflufs der Fehler auf das Resultat Null wird, wenn die 
Beobachtungen symmetrisch vertheilt sind, so würde doch der 
gefundene Werth von dD oder das von dD abhängige Glied 
in dem Endausdruck für de keinen Sinn haben oder sich 
wenigstens nur auf einen Mittelwerth beziehen. In diesem 
Falle wird man die Beobachtungen in Gruppen, nach der 
Zenithdistanz geordnet, vertheilen, innerhalb welcher man 
den Fehler d D als nahe constant betrachten kann und die 
einzelnen Gruppen nach der Methode der kleinsten Quadrate 
behandeln. Da D= p -—-2— o ist, wenn die Zenithdistanz 
auf der Südseite vom Zenith ist, so kann man in dem Falle 
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statt d D in der obigen Gleichung setzen dp — d ktang s —ff (2), 
wenn dk die Verbesserung der Refractionsconstante und 
Pf@) die an die Ablesungen anzubringende Correction be- 
deutet. Für die Bestimmung dieser Unbekannten selbst be- 
sitzt man aber im Allgemeinen bessere Mittel. 

Am 24. März 1843 wurde in Königsberg die Declination 
des Mittelpunkts der Sonne, von Refraction und Parallaxe 
befreit, gefunden: 

D! = + 1? 15' 27", 24 
und die Zwischenzeit zwischen der Culmination der Sonne 
und des Sterns æ Canis minoris, wegen des Ganges der Uhr 
verbessert: 

1 — T= 7h 19m 295,86, 

Da die Breite der Sonne -+0".21 war, so wird die Cor- 
rection der Declination — 0". 19, während die der Zeit T 
Null ist. Die Grófsen D und T für die Sonne brauchen nun 
nicht von der Aberration befreit zu werden, da diese nur den 
Ort der Sonne in der Ecliptie ändert, für den Stern findet 
man aber nach der Formel (4) in No. 16 des dritten Ab- 
schnitts, da die Länge der Sonne 3° 10' und der genäherte 
Ort des Sterns œ = 112° 46' und ô= + 5° 37 ist: 

a! — a == 08.42, 

Da dies von der Zeit t abzuziehen ist, so erhält man 

also: 

t — T= 7h 19m 295. 44 
D= + 1? 165! 21". 05, 

beides auf das scheinbare Acquinoctium zur Zeit der Beob- 
achtung bezogen. Nimmt man nun für die mittlere Schiefe 
an dem Tage 23° 2V 35". 05, so muls man hierzu die Nuta- 
tion addiren, um die scheinbare Schiefe zur Zeit der Beob- 
achtung zu erhalten. Da aber: 

Cie 2779 13.8, (9—1"14', (= 283° 56, P= 280° 14 
ist, so erhält man nach der Formel in No. 5 des zweiten Ab- 
schnitts Ae = -+ 1". 72 also: 

gem p Qu a^. gus 

Damit findet man dann 
tang D 
tanga 

Es wird daher die auf das scheinbare Aequmoctium be- 
zogene Rectascension 


A = arc sin — 2? 53' 51", 44 — 0h 11m 355,83. 


a— Th 31m 55.27 
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und wenn man noch die Nutation in Reetascension -+ 1°. 10 
und die Prücession und eigene Dewegung vom Anfange des 
Jahres bis März 24 gleich + 0.71 abziehet (indem die jähr- 
liche Aenderung -+- 35.146 ist), und wenn man auch die 
Coefficienten von AD und de berechnet, so erhält man aus 
dieser Beobachtung die mittlere Rectascension von « Canis 
minoris für 1845.0 
a = 1h 31m 3s , 46 + 0.1539 d D — 0.0092 de, 

wo dD und de in Bogensecunden ausgedrückt sind. 

Ebenso wurde am 20. September desselben Jahres beob- 
achtet: 

D' = + 1? 16' 29", 22 
t — T' = — Ah 17m 55,82, 

Da an dem Tage die Breite der Sonne — 0". 56 war, 
ferner N= 267'41'.9, O= 178° 39, C = 135° AT, P=280° 14', 
die von B abhängigen Correctionen von D' und T’ gleich 
— 0".51 und + 05.01 sind, ferner die Aberration — — 05.56, 
die Nutation der Schicfe -+ 0".27 ist, so wird, da die mittlere 
Schiefe an dem Tage 23° 27' 84". 82 ist: 

D= + 1? 16' 29". 73 
d T'= — Ah 1m 58, 27 
gem 089 Dr Se QE 

Damit findet man A — 2^56'22". 36 — 0^ 11455. 49, also 
die Rectascension der Sonne gleich 11^48»145, 51, mithin 
o zs 7131" 99.24 und da die Nutation für den Stern an diesem 
Tage + 15.11, die Präcession und eigene Bewegung + 2°. 27 
ist, so erhält man aus dieser Beobachtung die mittlere Rect- 
ascension für 1845.0 

a = 15 31m 55, 86 — 0.1539 d D + 0.0094 de. 

Im Mittel aus beiden Beobachtungen erhält man dann, 
von den constanten Fehlern in D und e frei 

a= 7h 31m 45, G6 *), 

Man hätte auch die Rechnung so führen können, dafs 
man von D, T und t die Reduction auf den scheinbaren Ort 


*) Nach Bossel's Tabulae Regiomontanae war æ = 7h 31má5. 91. Da das 
Mittel aus den beiden Beobachtungen so nahe richtig ist, so miissen auch die 
zufälligen Fehler in D an beiden Tagen nahe gleich grofs gewesen sein, so- 
dafs sie einander im Resultat nahe aufheben. Vergleicht man die beiden De- 
clinationen mit den Sonnentafeln, so findet man auch für die Fehler der beob- 
achteten Declinationen +- 7". 67 und +8". 24. 
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abgezogen hätte, indem man bei der Sonne die von der Aber- 
ration abhängigen Glieder weggelassen hätte. Dann hätte man 
für s die für die beiden Beobachtimgstage stattfindende 
mittlere Schiefe nehmen müssen und hätte dann beide Mal 
A gleich auf das mittlere Aequinoctium zu Anfang des Jah- 
res bezogen erhalten. 

9. Ist die absolute Rectaseension eines Sterns bestimmt, 
so sind damit die Reetascensionen aller Sterne bestimmt, deren 
Rectascensionsunterschied von diesem Sterne beobachtet war 
und man kann dann dieselben nebst den Declinationen der 
Sterne in einem Cataloge zusammenstellen. Die von verschie- 
denen Beobachtern gemachten Cataloge können daher wegen 
der verschiedenen Bestimmung des Aequinoctiums constante 
Unterschiede haben, die man durch die Vergleichung einer 
grofsen Anzahl von Sternórtern, die in den verschiedenen 
Catalogen vorkommen und auf dieselbe Epoche reducirt sind, 
bestimmen kann. Achnliche Unterschiede können auch bei 
den Declinationen vorkommen und auf dieselbe Weise be- 
stimmt werden. Da aber die Fehler aus schon vorher erwähn- 
ten Ursachen veründerlich sein können, so muls man die 
Sterne in Zonen von gewisser Breite mit einander vergleichen 
und so den Unterschied für diese verschiedenen Zonen be- 
stimmen. 

Um die relative Bestimmung der Sternörter, sowie die 
der Planeten und Cometen zu erleichtern, werden die schein- 
baren Oerter von einigen Sternen, die mit grofser Genauig- 
keit bestimmt sind und die init dem Namen der Funda- 
mentalsterne (Standard stars) bezeichnet werden, in den 
astronomischen Jahrbüchern für die Culminationszeit für jeden 
zehnten Tag des Jahres gegeben. Um dann die Rectascen- 
sion und Declination eines unbekannten Objectes zu finden, 
vergleicht man dasselbe mit einem oder mehreren dieser Funn- 
damentalsterne, indem man den Rectascensions- und Decli- 
nationsunterschied beider nach dem Vorigen bestimmt. Ist 
das unbekannte Object in Deelination wenig von dem Fun- 
damentalsterne verschieden, so wird die Bestimmung beson- 
ders vortheilhaft, weil dann etwaige Fehler des Instruments 
und der Aufstellung auf beide Beobachtungen nahe denselben 
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Einflufs haben und einander daher im Unterschiede beider 
zum gröfsten Theile vernichten. 

Ist das zu bestimmende Object dem Sterne sehr nahe, 
so kann man die Rectascensions- und Declinationsunterschiede 
anstatt durch ein Meridiansinstrument auch an einem mit 
einem Mierometer versehenen Fernrohre beobachten, (wie im 
siebenten Abschnitte gezeigt wird) eine Methode, die den 
Vortheil hat, dafs man dieselbe so häufig als man will wie- 
derholen kann und dafs man nicht auf die Culmmation des 
Objects zu warten hat, die überdies bei Tage stattfinden und 
so die Beobachtung eines schwachen Objects vereiteln kann. 
Diese Methode wird daher immer angewandt, wenn man die 
relativen Oerter sehr nahe stehender Sterne oder die Oerter 
von neuen Planeten oder Cometen bestimmen will. Dazu ist 
es nóthig, eine grofse Anzahl von Sternórtern zu besitzen, 
um unter allen Umstünden Sterne auffinden zu kónnen, die 
sich mit dem Objecte mierometrisch verbinden lassen. Zu 
diesem Zwecke, so wie überhaupt zu einer genaueren Kennt- 
nifs des Fixsternhimmels hat man Sammlungen von Deobach- 
tungen von kleinen Sternen bis zur neunten und zehnten Gró- 
[se und selbst darunter, deren Anzahl noch immer vermehrt 
wird. Um dabei möglichst viele Sterne mitzunehmen und 
zugleich die Reduction aller dieser Sterne anf den mittleren 
Ort zu erleichtern, beobachtet man an jedem Tage nur sol- 
che Sterne, die in einer Zone von der Ausdehnung weniger 
Grade in Declination durch den Meridian echen, indem man 
nur die Zeiten der Durcheänge sowie die Ablesung des Krei- 
ses für jeden Stern aufzeichnet. Solche Beobachtungen wer- 
den daher Zonenbeobachtungen genannt. Für eine jede 
Zone berechnet man dann eine Tafel, dureh welche die mitt- 
lere Rectascension und Declination eines jeden Sterns für 
eine bestimmte Epoche aus den beobachteten Grófsen herge- 
leitet werden kann, und da diese Tafeln leicht von Neuem 
berechnet werden können, wenn genauere Mittel für deren 
Berechnung, namentlich genauere Sternórter, auf denen sie 
beruhen, zu Gebote stehen, so ist diese Anordnung der Zo- 
nenbeobachtungen besonders vortheilhaft. 

Nennt man t die beobachtete Durchgangszeit eines Sterns 
durch den Faden des Instruments, s die Ablesung des Krei- 
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ses, so muls man, um aus beiden die mittlere Rectascension 
und Declination des Sterns für eine bestimmte Epoche zu 
erhalten, Correctionen anbringen, nämlich an # den Stand 
der Uhr, die Abweichung des Instruments vom Meridian, die 
Reduction auf den scheinbaren Ort mit umgekehrtem Zeichen 
uud die Präcession bis zur Epoche, an a dagegen den Aequa- 
torpunkt des Kreises, die Fehler der Biegung und Theilung, 
die Refraction und ebenfalls die Reduction auf den scheinba- 
ren Ort mit umgekehrtem Zeichen und die Präcession. Allen 
diesen Correctionen kann man nun nach Bessel’s Vorschlage 
die bequeme Form geben, dafs man die Werthe E und d 
derselben für die der Mitte der Zone entsprechende Decli- 
nation und die verschiedenen in der Zone vorkommenden Wer- 
the von t etwa von 10 zu 10 Minuten in eine Tafel bringt, 
aulserdem aber noch die Aenderungen k’ und d' der Correc- 
tionen für 100 Minuten der Declination angiebt, sodafs man 
die mittlere Rectascension und Declination eines Sterns für 
die bestimmte Epoche durch die folgenden Formeln erhält, 
wo Z die Angabe des Instruments für die der Mitte der Zone 
entsprechende Declination D bezeichnet: 


"T le ae 

as=1+k-+k 100 ' 
— dét 

ee T 
d +d-+d 400 


Bezeichnet man dann mit u und w' den Stand der Uhr 
und dessen stündliche Aenderung, mit e und e' die Abwei- 
chung des lustruments vom Meridian für die Ablesunz Z 
und die Aenderung für 100 Minuten, mit A den Aequator- 
punkt, mit o und s die Refraction und die Fehler der Thei- 
lung und Biegung, uud mit ọ' und e die Aenderungen dieser 
Grölsen für 100 Minuten, endlich mit Ae und A9 die Re- 
duction auf den scheinbaren Ort, so ist, wenn die Theilung 
im Sinne der Deelinationen fortläuft und wenn man den An- 
fang des Jahres als Epoche nimmt: 


DH ‚E—-2) 
&-—i--u-Eed-u (t—T)-- 6^ — 
100 
Bee yim re eap 
Ana ARE. de ADU, 7 


Es ist aber nach den Formeln in No. 3: 
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Aa EE E Z g sin (G +a) tang D+ Š sin (H-+a) sec D, 
g ec A E "a 
ds eon 10U' + n sin(I-- a) SD m To ^ 
AO — 5 cos (G +a) + À cos (H+ a) sin D fe Dm 
—Z 
zl h eos CDI Lol cos D 100’ — i sin D 100’ 100. ; 
sodafs man also hat: 
( À 
k=u-+tetu =r- E — "5 sin (G Loi tg D — E 5 sin (F+ a) sec D, 
G 
eg TE) ioni "irs GIA) eh 100), 


18 ees Di 
= — Asm--s— g eos (G-a) — h cos (H+ bp c" 
d==£0'-+s' — [h cos (H+ a) cos D 100! -+ i sin D 100! ]. 

Der Stand der Uhr und der Aequatorpunkt des Kreises 
werden durch die in den Zonen vorkommenden bekannten Sterne 
bestimmt, oder auch durch die Hauptsterne, wenn man einige 
derselben vor oder nach der Zone beobachtet hat und die 
Fehler des Instruments sowie der Aequatorpunkt und Gang 
der Uhr als constant angesehen werden können. Die Wer- 
the von k, k, d und d werden dann für die ganze Ausdeh- 
nung der ER für die Werthe von f von 10 zu 10 Minuten 
berechnet und in eine Tafel gebracht, aus der man leicht die 
Werthe für jedes beliebige t interpoliren kaun. 


III. Von der Bestimmung der wahrscheinlichsten Wer- 
the der zur Reduction der Sternörter angewandten 
Constanten aus Beobachtungen. 


A. Bestimmung der Constanten der Refraction. 


10. In No. 6 ist gezeigt worden, wie man die schein- 
baren Zenithdistanzen der Sterne durch Beobachtungen findet, 
die zunächst von der Refraction befreit werden müssen, um 
die wahren Zenithdistanzen zu erhalten. Beobachtet man 
nun die Zenithdistanzen eines Circumpolarsterns bei der oben 
uud untern Culmination und verbessert dieselben für Refrac- 
tion, sowie für die kleinen Aenderungen der Aberration, Nu- 
tation und Präcession während der Zwischenzeit zwischen 
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den Beobachtungen, so giebt das arithmetische Mittel aus 
diesen verbesserten Zenithdistanzen die Aequatorhöhe des 
Beobachtungsortes. Macht man dann eme Reihe von solchen 
Beobachtungen verschiedener Sterne, so sollten alle, wenn 
die angewandte Constante der Refraction richtig ist, inner- 
halb der Grenzen der móglichen Beobachtungsfehler und der 
zufälligen Fehler in der Refraction, deren in No. 13 des drit- 
ten Abschnitts erwähnt war, denselben Werth für die Aequa- 
torhóhe geben, und die Abweichungen zwischen den aus 
verschiedenen Sternen bestimmten Aequator- oder Polhóhen 
werden daher ein Mittel an die Hand geben, die den ange- 
wandten Refractionstafeln zum Grunde liegenden Constanten 
zu verbessern. 

Bezeichnet man die gemessenen Zenithdistanzen bei der 
oberen und unteren Culmination mit s und £, die Refraction 
mit r und o, so hat man für nördliche Polhöhen die Glei- 
chungen 

lte EE 
180° — 9 — p= E+ 9, 
wo südliche Zenithdistanzen negativ genommen werden müs- 
sen und wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem 
der Stern in der oberen Culmination nórdlieh oder südlich 
vom Zenith ist. Beide Gleichungen geben: 


TE dex 
90? m EE GE (a) 


2 
Hätte man noch einen andern Stern in beiden Culmi- 
nationen beobachtet und die Zenithdistanzen £' und z’ gefun- 
den, so würde man aus den Gleichungen: 
Etz pur 
Y- | 2 


jel ! J J 
_ bte 0r 
und 90° — p = 2 dec 


909 — p= 


die Werthe von «q und von der in o, o, r und d als Factor ent- 
haltenen Constante finden können. Wegen der Beobachtungs- 
fehler würden aber diese Werthe nur genähert sein; auch ist, 
wie man aus der Gleichung (I) in No. 9 des dritten Abschnitts 
sieht, die Refraction nicht strenge der Constante o proportional, 
und aufserdem die Constante « nicht die einzige in der Re- 
fractionsformel enthaltene Constante, deren Bestimmung durch 
die Beobachtungen wünschenswerth ist. Die Ivory’sche Re- 
16 
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fractionsformel enthält aufser « noch die Constante f, die von 
der Abnahme der Temperatur mit der Entfernung von der 
Erdoberfläche abhängt, die aber nur nahe am Horizonte von 
einigem Einflufs ist, sodaís sie hier unberücksichtigt bleiben 
soll; aufserdem aber enthält sie in Gemeinschaft mit allen 
andern Formeln noch den Coefficienten e für die Ausdehnung 
der Luft durch die Wärme, der ebenfalls am besten durch 
astronomische Beobachtungen bestimmt wird. Da nämlich die 
atmosphärische Luft immer einen gewissen Grad von Feuch- 
tigkeit hat und die Ausdehnung der Luft sich mit der Feuch- 
tigkeit derselben ändert, so wird man, wenn man diesen Coef- 
fieienten aus einer groísen Anzahl von beobachteten Refrac- 
tionen bestimmt, einen Werth erhalten, der dem mittleren 
Feuchtigkeitszustande der Atmosphäre entspricht, sodafs die 
damit berechneten Refractionen bei einem Mittel aus vielen 
Beobachtungen möglichst nahe denjenigen Wertli geben, den 
man erhalten haben würde, wenn man auf die jedesmalige 
Feuchtigkeit der Luft Rücksicht genommen hätte. Es ist 
nun, wenn man die mittlere Refraction mit R, die wahre mit 
R bezeichnet, nach No. 12 des dritten Abschnitts: 
R'e BIR. T]|" Hefe DOT 
wo A=1-+-q und A=1--p gesetzt ist. Daraus erhält man: 
a å (c — 50) ; 
a co en 
oder, wenn man setzt: 
&--de-a(i-d-k), e+de=s(I-Hi) 
dR , Ae(r—BÜ) 2 


dR'—a k — Ri 


de ^ 1s (z —50) 
Nun ist aber nach Formel (D) in No. 9 des dritten Ab- 
schnitts : 
ji 2 wer ee Var. 
Das zweite Glied der rechten Seite dieser Gleichung 
wird erst für Zenithdistanzen von 80° an für diesen Zweck 
von Einflufs, und wenn man setzt: 


«E e R(12- 5), 

da y 

so kann man die Werthe von y aus der folgenden Tafel 
nehmen: 
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80° 246 86° 60.5 
81° 205 87° 43.2 
820 168 88° 29.5 
83° 135 89° 19.0 
84° 106 89° 30' 14.8 
85? 82 
Es wird somit: 
Patch Às(v—50) |, 
ago Hl E ee) AUN 


Wenn man daher annimmt, dals die zur Berechnung der 
Gleichung (a) angewandten Refractionen der Verbesserungen 
do und dr bedürfen, so erhält man: 


1A 
[ 1I4-—]): 
IUS atcp dai eoe.) gl kememr. 
2 Za 2 i a. 
Ae(r— h0) 


wenn man die Werthe von für die obere und un- 


41-2 (7 — 50) 
tere Culmination mit m und u bezeichnet. Nimmt man auch 
für o einen genäherten Werth q an, sodaß p = fo- dp 
ist und setzt: 


E 
ec > z +g, — 80^ =n, 


so giebt jede Verbindung der oberen und unteren Culmina- 
tion eines Sterns eine Bedingungsgleichung von der Form: 
e(t) 7 Sege: 

b k—t€5 2 i (b) 

Die Beobachtungen der verschiedenen Sterne werden 
aber nicht dasselbe Gewicht haben, indem die zufälligen Beob- 
achtungsfehler desto grófser werden, je näher am Horizonte 
der Stern culminirt. Der wahrscheinliche Fehler einer Beob- 
achtung wird daher im Allgemeinen mit der Zenithdistanz 
des Sterns bei der Culmination wachsen. Wären die Werthe 
von dq, k und i schon bekannt und in die Gleichungen ein- 
gesetzt, so wären die n die reinen Beobachtungsfehler, und 
mau könnte dann den wahrscheinlichen Fehler einer Beobach- 
tung für einen jeden Stern bestimmen. Da diese Werthe 
aber erst zu finden sind, so kann man nur aus den Abwei- 
chungen der einzelnen Beobachtungen vom Mittel aus den- 
selben den wahrscheinlichen Fehler für einen Stern annáhernd 


bestimmen. Sind dann w und w' die wahrscheinlichen Fehler 
16* 


0 —n-- dp + 
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einer Beobachtung bei der oberen und unteren Culmination, 


so muls man alle Gleichungen desselben Sterns mit Vo’ w? 
dividiren, um den Gleichungen der verschiedenen Sterne das 
richtige Gewicht zu geben. Sollte man dann später nach 
Auflösung der Gleichungen die wahrschemlichen Fehler be- 
trächtlich verschieden finden, so kann man die ganze Rech- 
nung wiederholen. 

Man kann aber auch die Sterne, welche auf der Süd- 
seite des Zeniths culminiren, zur Bestimmung der Verbesse- 
rung i des Ausdehnungscoefficienten der Luft benutzen. Für 
einen solchen Stern ist nämlich nach der früheren Bezeich- 
nung, wenn man die Zenithdistanzen positiv nimmt: 


1 ; 
po — o E d(p 3) sien (ber) k — uri, 


oder wenn man setzt: 
n=z +r +, — Po; 


+4 tr (1e T) E nni (e) 


Multiplieirt man auch in diesem Falle die Gleichungen 
für jeden Stern mit dem entsprechenden Gewicht, so kann 
man, wenn man aus allen Gleichungen eines und desselben 
Sterns die Gleichungen des Minimums ableitet, die Unbe- 
kannten d (9 — p) und k eliminiren, sodaís jeder Stern zuletzt 
eine Gleichung von der Form giebt: 

ges wer (d) 

Eine ähnliche Gleichung giebt aber auch jeder in beiden 
Culminationen beobachtete Circumpolarstern, ‚wenn man die 
demselben Sterne zugehörigen Gleichungen (a) auf ähnliche 
Weise behandelt. Man erhält somit soviele Gleichungen von 
der Form (d) als Sterne beobachtet sind, und aus allen kann 
man den wahrscheinlichsten Werth von i bestimmen *). Auf 
diese Weise hat Bessel die Grölse i und somit den Ausdeh- 
nungscoefficienten der Luft für den mittleren Feuchtigkeits- 
zustand der Atmosphäre in Königsberg aus den dortigen Beob- 
achtungen bestimmt (vergl. Bessel, astronomische Beobach- 


*) Da die Aenderung der Temperatur auf tiefe Sterne den grölsten Bin- 
flufs hat, so wird es nicht nöthig sein, hierbei Sterne ınitzunehmen, deren 
Meridianhóhe grófser als 60? ist. 
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tungen, siebente Abtheilung, pag. X u. £), und der von ihm 
gefundene Werth ist der früher angeführte, nämlich 0.0020243 
für einen Grad des Fahrenheitschen Thermometers. 
Substituirt man den wahrscheinlichsten Werth von i in 
die Gleichungen (b), oder vielmehr in die für einen jeden 
Stern gefundenen Gleichungen des Minimums, so erhält man 
aus der Verbindung dieser Gleichungen für die verschiedenen 
Sterne die wahrscheinlichsten Werthe von dp und Er 
Hätte man auch noch auf die Verbesserung der Constante 
f Rücksicht nehmen wollen, so wäre zu dR noch das Glied 


" d f hinzuzufügen gewesen, oder wenn man f-1- df —f(1-1- h) 
setzt, das Glied [^ r=” h, wo die Werthe von œ der fol- 


genden Tafel entnommen werden können: 


z T 2 ba 
85" 338 88" 59.3 
86° 196 89° 29.8 
87° 111 89*30' 20.6. 


B. Bestimmung der Constanten der Aberration 
und Nutation, sowie der jährlichen Parallaxen 
der Sterne. 


11. Die Aberration, Nutation und Parallaxe sind die 
in den scheinbaren Oertern der Sterne enthaltenen periodi- 
schen Glieder, deren Constanten daher durch die Beobach- 
tang der scheinbaren Oerter der Sterne zu verschiedenen Zei- 
ten bestimmt werden müssen. Die Aberration und Parallaxe 
haben die Periode eines Jahres und kónnen daher aus der 
Vergleichung der im Laufe eines Jahres beobachteten schein- 
baren Oerter bestimmt werden. Das Hauptglied der Nuta- 
tion hat aber eine Periode von 18 Jahren und 219 Tagen, 


*) In dem Beispiele in No. 25 der Einleitung sind die Bedingungsglei- 
chungen diejenigen, die man erhalten hätte, wenn man allen Beobachtungen 
dasselbe Gewicht gegeben und das Mittel aus allen Gleichungen für einen 
und denselben Steru genommen hátte. Dann wird die Form der Gleichungen, 
wenn die Correction von ? schon angebracht ist, 0 =n -+ do -I-«k. Bessel 
hat aber alle Beobachtungen auf den Polpunkt, nicht wie hier vorausgesetzt 
ist, auf den Zenithpunkt des Kreises bezogen, weshalb der Coefficient o von 
dem oben vorkommenden verschieden ist. 
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in welcher Zeit die Mondsknoten einen vollen Umlauf in der 
Ecliptic machen. Die Constante der Nutation kann daher 
nur aus der Vergleichung einer Anzahl von scheinbaren Oer- 
tern, die über eine lange Reihe von Jahren vertheilt sind, 
bestimmt werden. 

Für die Bestimmung der Aberrations- und Nutations-Con- 
stante sind die Beobachtungen der Rectascensionen des Polar- 
sterns am geeignetsten, weil die scheinbaren Oerter wegen der 
Factoren sec ö und tang ð bedeutend geändert werden; aus 
demselben Grunde läfst sich auch die Parallaxe des Polarsterns 
auf dieselbe Weise mit Vortheil bestimmen. Setzt man: 

— cos £ cos a = a sin A 
— sin a = a cos Å, 
so geben die Formeln für die Aberration und Parallaxe in 
Rectascension in No. 16 und 18 des dritten Abschnitts, wenn 
k die Constante der Aberration, æ die Parallaxe bezeichnet: 
a — a = + ka sin (() H-.4) sec Ó + za cos (O-A) sced+yp(k?), 

wo fk) für die Glieder der zweiten Ordnung gesetzt ist. 
Macht man daher mehrere Beobachtungen zu den Zeiten, wo 
sin (O -+- A) = == 1 ist, also das Maximum der Aberration 
stattfindet, so erhält man einen genäherten Werth von k aus 
der Vergleichung der zu beiden Zeiten beobachteten Rect- 
ascensionen, nachdem dieselben auf ei mittleres Aequinoc- 
tium reducirt sind. Um aber wieder einen genaueren Werth 
zu erhalten, bestimmt man wieder den wahrscheinlichsten 
Werth, der aus einer sehr grofsen Anzahl von Beobachtun- 
gen folgt. Es sei die mittlere Rectascension œ um Ae feh- 
lerhaft, der angenommene Werth der Constante k um Ak, 
sodals œ -+ A« und k- Ak die wahren Werthe dieser Grö- 
(sen sind. Bezeichnet man dann mit œ, die scheinbare Rect- 
ascension, die aus œ mittelst der Aberrationsconstante k und 
der als richtig angenommenen Präcession und Nutation be- 
rechnet ist und an die auch die von dem Quadrate von k, 
sowie die vom Producte der Aberration und Nutation ablän- 
gigen Glieder angebracht sind, da diese an sich klein sind 
und sich für den verbesserten Werth von k sehr wenig än- 
dern; bezeichnet ferner e die aus der Beobachtung gefun- 
dene scheinbare Rectascension, so ist: 

!= øy + Aa tAk asino d- 4) see Ó + s a eos (C) + A) sec 9, 
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und wenn man also setzt 

ay -— den, 
so giebt jede beobachtete Rectascension des Polarsterns eine 
Gleichung von der Form: 

0 =n + Aa + Ak. a sin (© + 4) sec à -+r a cos (© + A) sec ò, 
und aus der Verbindung aller vorhandenen Gleichungen be- 
stimmt man dann die wahrscheinlichsten Werthe von Ac, 
Ak und æ nach der Methode der kleinsten Quadrate. 


Umfassen nun die Beobachtungen einen langen Zeitraum 
von Jahren, so kann man auch die Constante der Nutation 
bestimmen, d. h. den Coefficienten von cos $? in dem Aus- 
drucke für die Nutation der Schiefe. Bezeichnet man die 
Verbesserung dieses Coefficienten mit Av, so muls man der 


: : . . du : 
obigen Bedingungsgleiehung noch das Glied -+ Av hinzu- 
ar 
Bs day: ; 2 
fügen, wo der Werth von zp in No. 6 des zweiten Abschuitts 


gegeben ist. Die vollständige Bedingungsgleichung für die 
Bestimmung der Aberration, Parallaxe und Nutation aus den 
beobachteten scheinbaren Rectascensionen wird daher: 


Ga 


=n + Aa + Ak a sin (O > A) see Ò+ n a cos (© + A) scsi Ar. 


KM 

Wendet man zu dieser Bestimmung die Beobachtungen 
verschiedener Sternwarten an, so muís man den verschiedenen 
Gleichungen das richtige Gewicht geben, indem man die 
wahrscheinlichen Fehler der auf den verschiedenen Sternwar- 
ten gemachten Beobachtungen bestimmt. Auch kaun man 
dann den Fehler A« bei den Beobachtungen der verschiede- 
nen Sternwarten nicht gleich nehmen, da die beobachteten 
Rectasceusionen einen constanten Unterschied haben können. 
Man muls dann erst diesen Unterschied bestimmen und an 
die Beobachtungen anbringen oder die aus den Beobachtun- 
gen der einzelnen Sternwarten abgeleiteten Gleichungen für 
die Elimination von Aa, Acel, etc. besonders behandeln. 


Auf diese Weise bestimmte von Lindenau aus den von 
Bradley, Maskelyne, Pond, Bessel und ihm selbst in einem 
Zeitraume von 60 Jahren beobachteten Rectascensionen des 
Polarsterns die folgenden Werthe der Constanten: 

k — 20". 4486 y = 8", 97707 zx — 0", 1444, 
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Peters dagegen aus den von Struve und Preuís in den Jahren 
1822 bis 1838 in Dorpat beobachteten Rectascensionen : 
k — 20". 4255 a= 9". 2361 gt — 0", 1724. 

Will man die Declinationen zur Bestimmung dieser Con- 
stanten anwenden, so sind wieder Beobachtungen des Polar- 
sterns hierzu sehr geeignet, weil man denselben bei jeder Cul- 
mination mehrmals einstellen, also die Sicherheit der Deobach- 
tungen beliebig vergröfsern kann. Führt man für diesen Fall 
die folgenden Hülfsgrófsen ein: 

sin æ sin Ô cos e — cos Ô sin e = b sin B 
— eos a sin Ò = b cos B, 


so wird die Aberration in Declination gleich kb sin (© -4- B), 
die Parallaxe gleich mb cos (© — B). Bezeichnet man dann 
wieder mit ö, die scheinbare Declination, die aus der mitt- 
leren Declination mit der Aberrationsconstante k, der Nuta- 
tionsconstante v und der als richtig angenommenen Prüces- 
sion berechnet ist, wieder mit Rücksicht auf die von den Qua- 
draten uud dem Producte der Aberration und Nutation ab- 
hängigen kleinen Glieder; bezeichnet ferner d die beobachtete 
scheinbare Declination und setzt man du — )'— n, so giebt 
wieder eine jede Beobachtung der Declination eine Gleichung 


von der Form: 
EON JEN Ee RE (5) -F B) - 9 Ans 

und wenn die Beobachtungen einen hinlänglichen Zeitraum 
umfassen, so kann man wieder aus diesen die wahrscheinlich- 
sten Werthe von Ad, Ak, x und Av nach der Methode der 
kleinsten Quadrate bestimmen *). Durch solche Beobachtun- 
gen, nàmlich die von Meridianzenithdistanzen der Sterne wurde 
die Aberration von Bradley entdeckt, indem er vom Jahre 
1725 ab zu Kew aufser 22 anderen Sternen vorzüglich den 
Stern y Draconis, der nahe durch das Zenith des Ortes ging, 
verfolgte und eine periodische Aenderung seiner Zenithdistanz 
bemerkte, die von der Parallaxe, deren Auffindung der eigent- 


*) Da, wie man spüter sehen wird, der Stern noch eine eigene Bewe- 
gung haben kann, so sollten den Gleichungen für die Rectascension und De- 
clination eigentlich noch Glieder von der Form p (t— to) und g (? — to) hin- 
zugefügt sein, wo p und g die eigenen Bewegungen in Rectascension nnd De- 
clination sind, o und Ô aber dann die mittleren Oerter zur Zeit t bedeuten. 
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liche Zweck dieser Beobachtungen war, nicht herrühren konnte. 
Die Erklärung dieser Erscheinung durch die Zusammensetzung 
der Bewegung des Lichts mit der Bewegung der Erde wurde 
indessen erst später von Bradley richtig gegeben. Das In- 
strument, dessen er sich zu diesen Beobachtungen bediente, 
war eim Zenithsector, d. h. ein Kreissector von sehr grolsem 
Radius, womit er die Zenithdistanzen der Sterne bis etwas 
über 12° zu jeder Seite des Zeniths messen konnte. Da der 
Stern y Draconis in der Nähe des Pols der Eeliptie steht, 
so war derselbe für die Bestimmung der Parallaxe, mithin 
auch der Aberration, besonders geeignet. Für den Pol der 
Ecliptic ist nämlich «—=270° und 0—90? — e, es wird also b —1 
und B — — 90°, das Maximum und Minimum der Aberration 
und Parallaxe in Declination ist daher gleich k und z selbst. 

Durch ähnliche Beobachtungen entdeckte Bradley auch 
die Nutation. Die Beobachtungen reichen vom 19. August 
1727 bis zum 3. September 1747 und umfassen daher eine 
vollständige Periode der Nutation. Busch bestimmte aus 
diesen Beobachtungen den Werth der Aberrationsconstante 
gleich 20".2116 und den der Nutationsconstante gleich 9".23. 
Lundahl fand aus den vou Struve und Preuís in Dorpat beob- 
achteten Declinationen des Polarsterns: 

k = 20". 5508 y = 9". 2164 gt — 0". 1473. 

Der in No. 5 des zweiten Abschnitts aufgeführte Werth 
der Nutationsconstante ıst der von Peters in seiner Abhand- 
lung „Numerus constans nutationis“ gegebene, der aus den 
obigen drei Bestimmungen von Peters, Busch und Lundahl 
mit Rücksicht auf die Sicherheit der einzelnen Resultate ab- 
geleitet ist. 

Der in No. 16 des dritten Abschnitts gegebene Werth 
der Aberrationsconstante ist aber nicht aus den oben gege- 
benen Werthen abgeleitet, sondern ist von Struve aus den 
Durchgängen gewisser Sterne durch den ersten Vertical her- 
geleitet. 

Stellt man nämlich ein Instrument genau im ersten Ver- 
ticale auf und beobachtet die Zeit, wann ein Stern im Osten 
und Westen am Faden des Instruments erscheint"), so ist 


*) Das Nähere hierüber ist in No. 26 des siebenten Abschnitts zu finden. 
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die halbe Zwischenzeit der Beobachtungen gleich dem Stun- 
denwinkel des Sterns bei seinem Durehgange durch den er- 
sten Vertical. Nennt man diesen t, so giebt das rechtwink- 
lige Dreieck zwischen dem Zenith, dem Pole und dem Sterne 
die Gleichung: 
à tang ô = tang g cos t, 
woraus man sieht, dafs man durch solche Beobachtungen die 
Declinationen der Sterne bestimmen kann. Differenzirt man 
die Gleichung logarithmiseh, so findet man: 
SÉ dq — Äein 20 tang t dt, 
sin 2p 
woraus man also sieht, dafs eim Fehler, den man in der Beob- 
achtung von f gemacht hat, desto weniger Einflufs hat, je 
kleiner € ist, je näher also am Zenith der Stern durch den 
ersten Vertical geht. Ist die Zenithdistanz sehr klein, so 
läfst sich also die Declination solcher Sterne mit grofsem Vor- 
theil auf diesem Wege bestimmen. Die Bedingungsgleichun- 
gen für jeden einzelnen Stern werden dann dieselben wie 
früher und es ist wieder besonders vortheilhaft für die Be- 
stimmung der Constanten Sterne auszuwühlen, welche dem 
Pole der Ecliptic nahe liegen. Auf diese Weise fand Struve 
aus vielen Sternen mit sehr grofser Uebereinstimmung den 
Werth der Aberrationsconstante 20". 4451, eine Zahl, die wohl 
nur wenig von der Wahrheit abweichen wird. Die Beobach- 
tungen umfassen aber einen zu kurzen Zeitraum für die De- 
stimmung der Nutationsconstante, die ebenfalls, wie auch die 
Parallaxe solcher Sterne, auf diesem Wege mit Vortheil be- 
stimmt werden kann. 

Die Constante der Aberration kann noch auf einem ande- 
ren Wege gefunden werden, da dieselbe nach No. 16 des drit- 
ten Abschnitts ans der Geschwindigkeit der Bewegung der 
Erde und der des Lichts berechnet werden kann. Die Win- 
kelgeschwindigkeit der Erde ist sehr genan bestimmt, näm- 
lich 59'8". 193 im einem Tage. Die Zeit, welche das Licht 
braucht, um den Halbmesser der Erdbahn zu durchlaufen, 
wurde zuerst von dem Dänischen Astronomen Olav Römer 
aus den Verfinsterungen der Jupiterstrabanten hergeleitet, in- 
dem derselbe im Jahre 1675 die Bemerkung machte, dafs 
diese Verfinsterungen zu der Zeit, wenn die Erde zwischen 
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der Sonne und Jupiter steht, um 8" 13° früher, dagegen zu 
der Zeit, wo die Sonne zwischen Jupiter und der Erde steht, 
um ebenso viel später eintrafen, als die Vorausberechnung 
derselben ergab. Da nun im ersteren Falle die Erde dem 
Jupiter um den ganzen Durchmesser der Erdbahn näher steht 
als im zweiten Falle, so kam Römer bald auf die richtige 
Erklärung dieser Erscheinung, dals nämlich das Licht eine 
Zeit von 16" 26° brauche, um den Halbmesser der Erdhahn 
zu durchlaufen. Ist daher T die nach den Tafeln berechnete 
Zeit des Anfangs oder des Endes einer Verfinsterung, so 
muls man zu dieser Zeit, um dieselbe mit den Beobachtungen 
in Uebereinstimmung zu bringen, das Glied 
HKA 

die sogenannte Lichtgleichung, hinzufügen, wo K die Anzahl 
von Secunden bezeichnet, in welcher das Licht den Halbmes- 
ser der Erdbahn durchläuft, A aber die Entfernung des Ju- 
pitermondes von der Erde ist, in Einheiten der halben gro- 
fsen Axe der Erdbahn ausgedrückt. Ist dann T, die so ver- 
besserte Zeit der Verfinsterung, T’ die beobachtete Zeit, so 
giebt jede beobachtete Finsternifs eine Gleichung: 

0— T, — T'--AdK 
und aus einer grofsen Anzahl solcher Gleichungen läfst sich 
der wahrscheinlichste Werth von d K bestimmen. Die beoh- 
achtete Zeit des Anfangs und des Endes einer Verfinsterung 
ist aber immer unsicher, indem die Monde ihr Licht nur all- 
mählig verlieren und da der Fehler der Beobachtung vou der 
Güte des F'ernrohrs abhängt, so wird es gut sein, nur solche 
Beobachtungen zusammen zu nehmen, die mit demselben In- 
strumente gemacht sind, auch die beobachteten Zeiten der 
Eintritte von denen der Austritte besonders zu behandeln. 
Delambre fand aus einer sorgfältigen Discussion der vorhan- 
denen Beobachtungen von Verfinsterungen, die Aberrations- 
constante 20". 255, welcher Werth nach dem Vorigen etwas 
zu klein ist. 


12. Die jährliche Parallaxe cines Sterns kann noch auf 
einem anderen Wege bestimmt werden, nämlich durch die 
Messung der Aenderungen seines Orts gegen die eines be- 
nachbarten Sterns, dessen Pavallaxe Null ist und diese Mce- 
thode ist vorzüglicher als die vorige, weil sich die relativen 
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Oerter zweier benachbarten Sterne durch micrometrische Mes- 
sung (wie im siebenten Abschnitte gezeigt wird) mit grolser 
Genauigkeit bestimmen lassen, und weil der Einflufs der klei- 
nen Correctionen auf die Oerter der beiden Sterne so nahe 
gleich ist, dafs ein etwaiger Fehler in den angewandten Con- 
stanten keinen xong Fehler in dem Unterschiede der 
abgeleiteten mittleren Oerter hervorbringen kann"). Eigent- 
lich giebt diese Methode nur den Unterschied der Parallaxen 
der beiden angewandten Sterne. Da man aber im Allgemei- 
nen annehmen kann, dafs sehr kleine Sterne auch sehr weit 
entfernt sind, also eine unmerkliche Parallaxe haben, so kann 
man immer hoffen, wenn man einen oder mehrere solcher 
schwachen Sterne als Vergleichssterne wählt, dafs die gefun- 
dene Parallaxe der Wahrheit sehr nahe kommt. 

Hat man die Unterschiede beider Sterne in Rectascen- 
sion und Declination beobachtet, so giebt eine jede Beobach- 
tung, wegen der kleinen Correctionen verbessert, zwei Glei- 
chungen, wenn man für die Zeiten t, die Unterschiede ol, — e, 
und ð, — à, annimmt und g'o — œ — (@— «) mit n und 
du d, — (0 — à) mit n' bezeichnet und die Fehler der an- 
genommenen Werthe mit A« und Ad: 

0 =n + Aa 7t a cos (®© -+ A) see ô + p (t — t) 
0 =n + A 2 m 6 cos (O + B) -- 4 (t tel, 

Gewöhnlich beobachtet man aber statt des Rectascensions- 
und Declinationsunterschiedes der beiden Sterne die Distanz 
und den Positionswinkel, d. h. den Winkel, welchen der De- 
elinationskreis des einen Sterns mit dem durch beide Sterne 
gehenden grófsten Kreise macht. Ist « und d die wahre, 
el und d die mit Parallaxe behaftete Rectascension und De- 
elination des einen Sterns, o und ô” die Rectascension und 
Declination des anderen Sterns, so ist die Aenderung der 
Rectascensions- und Declinationsunterschiede durch Parallaxe: 

d («" — a) =a — a=n R [eos © sin « — sin © cos e cos a] sec d 

dl" — 9) = ô — à' = m R [cos e sin «æ sin d — sin e eos 9] sin © 

-+ zt R sin Ó eos a cos ©). 


*) Wenn die Sterne so nahe stehen, so ist es vortheilhafter, nicht die 
mittleren Oerter jedes einzelnen Sterns herzuleiten, sondern nur den Unter- 
schied der scheinbaren Oerter von Refraction, Aberration, Präcession und Nu- 
tation zu befreien. Die dazu dienenden Formeln werden in VIII und IX des 
siebenten Abschnitts gegeben. 


253 


Bezeichnet man die wahre Distanz und den wahren Po- 
sitionswinkel mit A und P, so ist: 
A sin P= cos ò (a — a) 
A cos P = 0"— à 
also 
d A — sin P cos à d (a"— a) + cos P d (9" — à) 
Ad P = cos P cos Ò d (a”— a) — sin P d (9"— à). 
Substituirt man hierin die obigen Werthe, so findet man 
leicht, daís wenn man setzt: 
m eos ME = sin a sin P + sin Ó cos « cos P, 
m sin M = [— cos a sin P -+ sin ô sin a cos P] cos e — cos Ò cos P sin e, 


m cos M'— — [sin a cos P — sin à cos « sin P], 


> bi- 


m’ sin M! — — [— (cos « cos P -+ sin Ó sin a sin P) cose-+ cos ô sin Dain e], 


D 


man erhält: 
dA= r Rm cos (© — M) 
dP= nr R m cos (© — M^. 

Bezeichnet man also wieder mit dA, die Verbesserung 
der angenommenen Entfernung zu der Epoche t,, mit dq die 
Verbesserung der angenommenen eigenen Bewegung in der 
Richtung von A, so erhält man aus den gemessenen Entfer- 
nungen eine Gleichung: 

Q0 — v -+ dA + (4 — t) dq tn R n eos (C) — M) 
und ebenso aus den Positionswinkeln : 

Q — »!-F- dP, + (i — t) dq! + sc Rm cos (C) — M^), 
die man nach der Methode der kleinsten Quadrate behandelt. 
Auf diese Weise bestimmte Bessel zuerst die Parallaxe des 
Sterns 61 Cygni. 


C. Bestimmung der Constante der Prücession und 
der eigenen Bewegungen der Sterne. 


13. Man erhält die Aenderung der Rectascension und 
Declination eines Sterns durch die Präcession während des 
Intervals !'—— t, wenn man die jährlichen Aenderungen: 

da di da 


ge 2 dia 
— = m + n tgo sina = Cose — — — ne, tgo sina 
Jp We gh A An 8 


— =nctosa= sine, —- cos « 


dt dt 
für die Mitte des Intervals berechnet und mit der Zwischen- 
zeit t'— t multiplieirt. Da nun der numerische Werth von 
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da . . = » 
m durch die Theorie der säcularen Störungen der Planeten 


gegeben ist, so läfst die Vergleichung der Unterschiede der 
zu zwei Epochen beobachteten Positionen eines Sterns mit 
den obigen Formeln eine Bestimmung des Werthes der Luni- 


De PE : 
solarpräcession = sowohl aus den Itectascensionen als aus 
F 


den Declinationen zu. Wären die Sterne im Raume unbe- 
weglich, so würde man aus verschiedenen Sternen nahe die- 
selbe Präcessionsconstante finden, und zwar desto genauer, 
je entfernter die Beobachtungen von einander wären, da et- 
waige Fehler der Beobachtungen desto geringeren Einfluls 
haben würden. Da nun aber nicht nur verschiedene Sterne 
verschiedene Werthe für die Präcession geben, sondern auch 
die einzelnen Sterne verschiedene Werthe aus den Rectascen- 
sionen und Declinationen, so mufs man denselben eigene Be- 
wegungen zuschreiben, und da diese wie die Präcession der 
Zeit proportional sind, so läfst letztere sich nicht davon tren- 
nen. Die Schwierigkeit wird noch dadurch vermehrt, dal 
diese eigenen Bewegungen zum Theil wenigstens ein bestimm- 
tes, vom Orte des Sterns abhängiges Gesetz befolgen, und 
man kann daher die eigenen Bewegungen nur durch die Ver- 
gleichung sehr vieler, über alle Punkte des Himmels vertheil- 
ten Sterne eliminiren, indem man alle diejenigen ausschlielst, 
die eine von den übrigen sehr verschiedene Präcession geben 
würden, also eine bedeutende eigene Bewegung haben müssen. 
Die grofse Menge der Beobachtungen wird dann den Ein- 
flu(s der eigenen Bewegungen so viel wie möglich nnd die 
etwaigen Beobachtungsfehler vollständig eliminiren. Da die 
eigenen Bewegungen der Zeit proportional sind, so bleibt die 
dadurch entstehende Unsicherheit in der Bestimmung der 
Präcession dieselbe, so groís man auch die Zwischenzeit zwi- 
schen den mit einander verglichenen Sternverzeichnissen nimmt 
und man wird daher zwei solche Verzeichnisse auswählen, 
die eine möglichst grofse Anzahl von Sternen gemeinschaft- 
lich enthalten und deren Zwischenzeit grois genug ist, um 
die Unsicherheit, die von den Beobachtungsfehlern herrührt, 
hinreichend klein zu machen. Sind dann m, und n, die bei der 
Vergleichung der beiden Verzeichnisse angewandten Werthe 
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von m und n, ferner o, ô und «', ð die in beiden Verzeich- 
nissen aufgeführten mittleren Oerter eines Sterns für die Zei- 
ten f und €, Ae und A9 die constanten Unterschiede der 
Verzeichnisse in ltectascension und Declination, so giebt, 
wenn man: 

a- (m, + no tg ĝo sin ag) (// — 2) — a! =v (t — À 


und 
à + no cos «s (à — t) — ó zz (r — t) 
setzt, jeder Stern zwei Gleichungen von der Form: 
t 
0=r + E , + dm, + dno tg, sin æo 
und B v 
ð —»4- e Sch dno cos a. 


Betrachtet man daher die eigenen Bewegungen, welche 
in » und al enthalten sind, als von der Natur zufülliger Beob- 
achtungsfehler, so kann man aus einer grofsen Anzahl von 
solchen Gleichungen die wahrscheinlichsten Werthe der Un- 
hekannten nach der Methode der kleinsten Quadrate finden. 
Diese Annahme würde gerechtfertigt sein, wenn nicht, wie 
oben bemerkt, ein Theil der eigenen Bewegungen der Sterne 
ein Gesetz befolgte, das von dem Orte der Sterne abhängt. 
Da es aber grofse, wenn nicht unüberwindliche Schwierig- 
keiten hat, ein diese gesetzmälsige Bewegung ausdrückendes 
Glied in die obigen Gleichungen einzuführen, worauf später zu- 
rückgekommen wird, so kann man kaum etwas Besseres thun, 
als die obige Annahme zu machen und darauf zu sehen, dafs 
die Anzahl der Sterne sehr grofs und möglichst gleich über 
den Himmel vertheilt ist. Dann ergiebt sich aus den Rect- 
ascensionen eine Bestimmung von m und s, aus den Decli- 
nationen eine Bestimmung von n; man sieht aber, dafs ein 
Fehler in der Bestimmung der absoluten Retascension, der 
bei jedem Verzeichnifs constant ist, sich mit dm verbindet, 
auch bleibt darin, weil m COS ĉo 2 — =; ein Fehler in 
der Präcession durch die Planeten, der von den unrichtig an- 
genommenen Massen der Planeten herrühren kann. Die Be- 
stimmung von dn—dlsine, aus den Rectascensionen ist aber 
von einem solchen beständigen Fehler unabhängig und die 
Declinationen geben sowohl dn als auch den beständigen 
Fehler der Declination. Da man aber nicht annehmen kann, 
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dafs dieser für die beiden Verzeichnisse für alle Deelinationen 
derselbe bleibt, so ist es besser, die Sterne in Zonen von eini- 
gen Graden Breite z. B. von 10° in Declination zu theilen 
und die Gleichungen für jede Zone besonders zu behandeln, 
also den mittleren Unterschied A? für eine jede solche Zone 
zu bestimmen. Auf diese Weise berechnete Bessel in seinem 
Werke Fundamenta astronomiae den Werth dieser Constante 
aus einer Anzahl von mehr als 2000 Sternen, deren Oerter 
aus den Bradleyschen Beobachtungen für das Jahr 1755 her- 
geleitet und von Piazzi für das Jahr 1800 bestimmt waren. 
Er fand dafür für das Jahr 1750 den Werth 50". 340499, 
den er später nach den Königsberger Beobachtungen in 
50". 37572 umänderte. (Vergl. Astron. Nachrichten No. 92). 


14. Die Unterschiede der beobachteten Oerter der Sterne 
zu den verschiedenen Epochen mit dem Detrage der Prüces- 
sion in der Zwischenzeit, welche mit der so bestimmten Con- 
stante berechnet ist, sieht man dann als die eignen Bewegun- 
gen der Sterne an, und im Allgemeinen kann man dieselben 
durch die Annahme einer der Zeit proportionalen und in ei- 
nem grölsten Kreise vor sich gehenden Bewegung innerhalb 
der Grenzen der möglichen Beobachtungsfehler darstellen. 
Halley war der erste, welcher im Jahre 1713 eine solche 
eigne Bewegung bei den Sternen, Sirius, Aldebaran und Arc- 
turus *) entdeckte, Seitdem hat man aber bei sehr vielen 
Sternen mit Sicherheit eigne Bewegungen erkannt und man 
muls annehmen, dafs solche allen Sternen zukommen, wenn 
dieselben auch bei den meisten noch nicht nachgewiesen wer- 
den können, da sie sehr klein sind und noch innerhalb der 
Grenzen der Beobachtungsfehler liegen. Die grölsten eignen 
Bewegungen kommen vor bei dem Stern 61 Cygni, dessen 
jährliche Aenderung in Rectascension und Declination 5".1 
und 3".2 beträgt, dann bei « Centauri, dessen jährliche Be- 
wegungen nach der Richtung der beiden Coordinaten 7".0 
und 0".8 sind, endlich bei 1830 Groombridge, der sich 5".2 
in Rectascension und 5".7 in Declination bewegt. 


*) Der letztere Stern hat eine eigene Bewegung von 2" in Declination 
und ist daher seit den Zeiten des Hipparch schon über einen Grad am Him- 
mel fortgerückt. 
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Der ältere Herschel fand zuerst in diesen Bewegungen 
der Sterne cin Gesetz auf, indem er durch die Vergleichung 
von vielen derselben die Bemerkung machte, dafs die Sterne 
in Allgemeinen sich von emem Punkte des Elimmels in der 
Gegend von A Herculis entfernen. Er gründete darauf die 
Vermnthung, dafs die cigne Bewegung der Sterne. zum Theil 
nur scheinbar sci und durch die Bewegung unseres Sonnen- 
systems nach diesem Punkte des IInmels zu hervorgebracht 
würde, eine Ansicht, welche die späteren Untersuchungen 
über diesen Gegenstand vollkommen bestätigt haben. Die 
jührliche eigne Bewegung der Fixsterne wird daher zusam- 
mengesetzt sein. erstens aus der jährlichen eigenthümlichen 
Bewegung der einzelnen, verinöge welcher sich dieselben nach 
cinem uns unbekannten Gesetze wirklich im Raume fortbewegen 
und zweitens aus der scheinbaren Bewegung, welche von der 
Bewegung unserer Sonne herrührt. Da der erstere Theil dieser 
Bewegung kein bestimmtes Gesetz befolgt, so werden ver- 
möge derselben Sterne, welche in derselben Gegend des Him- 
mels stehen, ihren Ort nach den verschiedensten Richtungen 
verändern. Die Richtung des andern Theils der scheinbaren 
Bewegungen der Sterne wird dagegen durch die Lage jedes 
Sterns gegen den Punkt des Himmels, nach welchem bin sich 
die Sonne bewegt, vollständig bedingt. Nimmt man nun für 
diesen Punkt einen bestimmten Punkt an, dessen Rectascen- 
sion und Declination A und D ist, so kann man für jeden ein- 
zelnen Stern diejenige Richtung berechnen, nach welcher sich 
derselbe scheinbar vermöge der Fortrückung der Sonne be- 
wegen mufs. Vergleicht man dann diese Richtung mit der 
wirklich beobachteten Richtung, so kann man für einen jeden 
Stern die Bedingungsgleichung zwischen den Unterschieden 
der berechneten und der beobachteten Richtung und den Aen- 
derungen der Rectascension und Declination A und D auf- 
stellen, und da derjenige Theil dieser Unterschiede, welcher 
von den eigenthümlichen Bewegungen der Sterne herrührt, 
kein bestimmtes Gesetz befolgt, also von der Natur zufälli- 
ger Beobachtungsfehler ist, so wird man aus emer sehr gro- 
[sen Anzahl solcher Bedingungsgleichungen durch die Methode 
der kleinsten Quadrate die wahrschemlichsten Werthe der Cor- 
rectionen dA und dD bestimmen können. 

17 
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Es ist klar, dafs die Richtung der scheinbaren Bewegung 
eines Sterns mit dem grölsten Kreise zusammenfüllt, welcher 
den Ort des Sterns mit dem Punkte des Himmels verbindet, 
auf welchen zu sich die Sonne bewegt, weil dieser Punkt, 
wenn man die Bewegnng der Sonne als geradlinig voraus- 
setzt, in der durch den Ort des Sterns und durch zwei Qer- 
ter der Sonne im Raume gelegten Ebene liegt. Ist « die 
als geradlinig betrachtete Veränderung des Orts der Sonue 
während der Zeit /, dividirt durch die Entfernung. des Sterns 
von der Sonne, so hat man, weun « und ò die Rectascension 
und Declination des Sterns zu Anfang der Zeit t, « und A 
dieselben Grófsen zu Ende der Zeit t bezeichnen und o das 
Verhältnifs der Entfernungen des Sterns von der Sonne zu 
beiden Zeiten 1st, die foleenden Gleichungen: 


cos d cos a’ — cos Ò cos a — a cos A cos D 
9 cos d sin a! = cos Ò sin a — « sin A cos A 
9 sind’ — sind — «sin D, 


aus denen man leicht erhält: 


cos 0 — cos Ô — a cos D cos (a — .1), 
also: 
cos Ò (a —a) = u eos D sin (a — A) Kg 
de u [eus dain D — sin d cos D eos (« — A). un) 


Man hat aber auch in dem sphärischen Dreiecke zwi- 
schen dem Pole des Aequators, dem Sterne und dem Punkte, 
dessen Rectascension und Declination A und D ist, wenn 
man die Entfernung des Sterns von diesem Punkte mit A 
und den Winkel am Sterne mit P bezeichnet: 

sin A sin P = cos D sin (a — A) (D) 
sin A cos P == sin D cos Ô — cos J sin Ô eos (a — A), - 
und da nun auch, wenn p den Winkel bezeichnet, welchen 
die Richtung der Bewegung des Sterns mit seinem Decli- 
nationskreisc macht: 
cos d (a — a) 
d EN 
ist, so sieht man, dafs p — 180° — P ist, oder dafs sich der 
Stern in der Richtung des grölsten Kreises, welcher den Ort 
desselben mit dem Punkte, dessen Rectascension und Decl- 
nation A uud D verbindet, von dem letzteren entfernt. Durch 
die dritte der Differentialforiieln (11) in No. 9. der Einleitung 
erhält man aber: 


tang p = 
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eos d sin (a— A) 


IP = ^ dp 
i sin A? í 
cosD ,, A 
©. [sin d cos D — cos ô sin D cos (a — A)| dA, 
sin A? 
also: 
koh Ze cos d N @—A) ID 
sin A? 
eos D 
Sa a [sin d cos D — cos Ó sin D cos te — Al d A. 
sin A? 


Ist also p' der beobachtete Winkel. wolchen die Rich- 
tung der eignen Bewegung mit dem Declinationskreise macht, 
von dem nördlichen Theile desselben durch Osten herum ge- 
zählt, sodafís also: 
cos d (e — «) 

Aet 
und p der mit den genäherten Werthen A und D nach den 
Formeln (B) berechnete Werth von 180"— P, so erhält inan 
für jeden Stern die Bedingungsgleichung: 
cos d sin (a — A) 


tang p = 


0 a d EH =F "wën C dD 
eos D ., E ^ " 
mr Zoos D — cos Ò sin D cos (a — A)] d, 
oder: 
T cos 0 sin (« —.A) 
ess uide A Up) 
0 = (p —p) sin A + Fee 


cos 


€ [sin ô eos D — cos à sin D cos (a — A)] d A, 
und kann dann aus vielen Sternen durch die Methode der 
kleinsten Quadrate die wahrscheinlichsten Werthe von d D 
und dA finden. 

Auf diese Weise bestimmte Argelander die Richtung der 
Bewegung des Sonnensystems *). Bessel hatte nämlich in 
semen Fundament astronomiae die cigne Bewegung einer 
grofsen Menge von Sternen aus der Vergleichung von Brad- 
leys und Piazz's Beobachtungen hergeleitet. Argelander 
wählte nun alle diejenigen Sterne aus, welche in den 45 Jah- 
ren von 1755 bis 1800 eine grófsere Bewegung als 5" zeig- 
ten, beobachtete diese von Neuem an dem Meridiankreise der 
Sternwarte in Abo und bestimmte die eignen Bewegungen 
durch die Vergleichung semer eignen Beobachtungen mit 


*) s. Astronom. Nachrichten No. 363. 


260 


den Bradleyschen genauer ?. Zur Berechnung der Richtung 
des Sonnensystems wurden dann 390 Sterne verwandt, deren 
jährliche eigne Bewegung 0".1 im Bogen des gröfsten Krei- 
ses überstieg. Diese wurden nach der Gröfse der eigenen 
Bewegung in drei Klassen getheilt und aus jeder Klasse ein- 
zeln die an die angenommenen Werthe von A und D anzu- 
hringenden Correctionen bestimmt. Aus den drei nahe über- 
einstimmenden Resultaten ergaben sich dann mit Rücksicht 
auf die Sicherheit der einzelnen im Mittel die folgenden, auf 
den Aequator und das Aequinoctium für 1800 bezogenen 
Werthe von A und D: 

A= 259° 51.8 und ID — -- 32? 29'. 1, 
Werthe, welche sehr nahe mit den von Herschel angenom- 
menen übereinstimmen.  Lundahl bestimmte die Lage die- 
ses Punktes noch aus 147 Sternen, welche der Aboer Ca- 
talog nicht enthielt, indem er die Bradleyschen Positionen 
mit Pond's Catalog von 1112 Sternen verglich und fand: 

A — 252? 24.4 und D — -r- 14° 26. 1. 

Im Mittel aus beiden Bestimmungen erhält Argelander 
mit Rücksicht auf die Sicherheit der einzelnen: 

A= 257°59.7 und D= -- 28° 49". 7. 

Ganz ähnliche Arbeiten wurden von O. von Struve und 
in neuester Zeit von Galloway unternommen. Der erstere 
verglich zu dem Ende 400 in Dorpat beobachtete Sterne mit 
den Bradleyschen Positionen und fand: 

A= 261" 23' und D= + 37? 36'. 

Galloway bestimmte dagegen die Richtung der Bewegung 
des Sonnensystems aus den eignen Dewegungen der südlichen 
Sterne uud erhielt, indem er die Positionen, welche Johnson 
auf St. Helena und Henderson am Cap der guten Hoffnung 
beobachtet hatten, mit dem Sterneataloge von Lacaille ver- 
glich, für A und D die Werthe: 

A — 260? 1' und D = + 34? 23". 

Die umfassendste Untersuchung wurde von Mädler ge- 
macht, der aus einer sehr grofsen Anzahl von Eigenbewegun- 
gen die Werthe: 


*) Argelander, DLX stellarum fixarum positiones mediae ineunte anno 
1830. Helsingforsiae 1835. 
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a == 201? 38.8 und ô= + 39° 53. 9 
findet. Nach der Uebereinstimmung aller dieser Werthe zu 
urtheilen, wird somit der Punkt, auf welehen zu sich das Son- 
nensystem im Baue bewegt, mit ziemlicher Genauigkeit, 
wie sie bei dem Problem erreichbar ist, bestimmt sein. 


15. Die mit einem Mittelwerthe von A und D für jeden 
Stern berechnete Richtung dieser parallactischen Bewegung, 
die durch: 

cos D sin (a — A) 
een E e ô cos (a — A) 
gegeben ist, kann inan daher als der wahren ziemlich nahe 
kommend betrachten. Wäre nun auch der Betrag der jähr- 
lichen Bewegung in dieser Richtung für jeden Stern bekannt, 
so könnte man daraus die jährliche Aenderung in Reectascen- 
sion und Declination, soweit sie vou dieser parallactischen 
Bewegung herrührt, für jeden Stern berechnen und diese den 
in No. 13 gegebenen Bedingungsgleichungen für die Bestim- 
mung der Präcessionsconstante hinzufügen. Diese parallac- 
tische Bewegung wird nothwendig von der Entfernung der 
Sterne abhängen; wären diese also bekannt, so könnte man 
auch die Gröfse dieser Bewegung für eine bestimmte Entfer- 
nung selbst bestimmen. Da nämlich die Gleichungen über- 
gehen in: 
k cos Da 


0 =x + dmg + dno tg Ôo Sin aa +— =," sin (ag — A) 
A Cos du 


und 0=v+dn,cosay-+ n g sin (G — Dp) 

wo ð, = g cos G, 

sin à, cos («, — A) = g sin G, 
so könnte man, wenn A bekannt ist, aus diesen Gleichungen 
die Gröfßse k, die Bewegung der Sonne in Secunden ausge- 
drückt, in der als Einheit angenommenen Entfernung geschen, 
und aufserdem dm, und dan, von dieser gesetzmälsigen Be- 
wegung der Sterne ganz unabhüngig bestimmen. Da aber die 
Entfernungen der Sterne unbekannt sind, so ist dies unmóglich 
und O. v. Struve suchte der Schwierigkeit dadurch auszuwei- 
chen, dafs er hypothetische Werthe der relativen Entfernungen 
der Sterne in den verschiedenen Grófsenklassen, wie sie von 
W., v. Struve in seinen Etudes de D Astronomie stellaire aus der 
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Anzahl der Sterne in den verschiedenen Gröfsenklassen her- 
geleitet waren, annahm”). Struve verglich dann 400 Fixsterne, 
die von W. von Struve und Preufs in Dorpat beobachtet 
waren, mit den Bradleyschen Beobachtungen und indem er 
zuerst die eigene Bewegung der Sterne aufser Acht liels, 
fand er für die Aenderung der Präcessionsconstante aus den 
Reetascensionen und  Declinationen zwei widersprechende 
Werthe, indem der eine positiv, der andere negativ war. Mit 
Rücksicht auf die Bewegung der Sonne geben aber die Rect- 
ascensionen + 1".16 und die Deelinationen -+ 0".66. Daraus 
bestimmte Struve mit Rücksicht auf die Sicherheit der beiden 
Zahlen den Werth der Constante der allgemeinen Prücession 
für 1790 zu 50". 23449 oder um 0.01343 sröfser als Bessel. 
Ferner fand er die jährliche Winkelgeschwindigkeit der Sonne, 
geschen von einem Punkte, welcher sich in der mittleren Ent- 
fernung der Sterne erster Grölse befindet, aus den Rect- 
aseensionen gleich 0".321 und aus den Declinationen gleich 
"A0. Bei dieser Bestimmung der Präcessionsconstante und 
der Sonnenbewegung und deren anscheinender Sicherheit darf 
man aber nicht aufser Acht lassen, dals dieselbe auf dem hy- 
pothetischen Verhältnisse der mittleren Entfernungen der 
Sterne in den verschiedenen Grófsenklassen beruht. Auch 
ist es wohl nicht ganz zu billigen, dafs zur Bestimmung der 
Constante eine so geringe Anzahl von Sternen, die überdies 
meist Doppelsterne sind, gewählt ist. 

Will man die eigene Bewegung des Sonnensystems bei 
der Bestimmung der Präcessionsconstante berücksichtigen, so 
ist es vielleicht besser, uicht die Verhältnisse der Entfernun- 
gen der einzelnen Gröfsenklassen nach einer Hypothese nu- 
merisch einzuführen, sondern die Sterne in Klassen zu theilen 
nach ihrer Grölse oder nach der Grófse ihrer Eigenbewegungen 


Ee 0 ] 4 Lan k ; 0 
und für jede Klasse die Gröfse Ac 50 wie die Verbesserung 
der Präcessionsconstante zu bestimmen. Die so gefundenen 


ES be as S mg e » 
Grölsen 2d können dann als Mittehwerthe für diese Klassen an- 


*) Danach ist, wenn der Abstand der Sterne erster Gröfse gleich 1 an- 
genommen wird, der der Sterne zweiter gleich 1.71, der dritter gleich 2.57, 
der vierter 3.76, fünfter 5.44, sechster 7.86 und siebenter 11.34. 


263 


gesehen werden und die gefundenen Werthe von m und n 
werden wenigstens von emem Theile der parallactischen Be- 
wegungen unabhängig sein, der um so grölser ist, je näher 
gleich die Entfernungen. der verschiedenen zusanımengenom- 
menen Sterne sind”). Mau könute auch hierbei noch die Aen- 
derungen von A und D berücksichtigen, sodafs die Gleichungen 


m K o 2 
würden, wenn man , mit o bezeichnet: 


A 
—— cos D ; 
() arm ding -H diy tang du sin eg — er cos (4g — A)adA 
cos dy 
" — Sin (e, —.A 
+ [cos D — sin Dd D] —— wi) a 


Q = r + dn, cose, — g cos (G — D) ad.D + cos sin dn sin (ay — A)adA 
-+ ay sin (G — D). 

Man könnte dann für jede Gröfsenklasse die wahrschein- 
lichsten Werthe vou m «dA und «d D inden. Wollte man 
das Struvesche Verhältnis der Entfernungen: aunehmen, so 
würde in dem Falle naeh Anbringung des gehörigen Factors 
die Uubekamnte æ dieselbe sein für alle Klassen. (Vergl. 
hierüber noch Airy's Abhandlung in den Memoirs of the 


Royal Astronomical Society Vol. XXVII.) 


16. Die eigenen Bewegungeu der Sterne kónnen, mit 
wenigen Ausnahmen, für jetzt ohne merklichen Fehler als der 
Zeit proportional und in einem gröfsten Kreise vor sich ge- 
hend angenommen werden. Die eigenen Bewegungen in 
Rectascension und. Deelmation ändern sich aber wegen der 
Veränderung der Grundebenen, auf welche sie bezogen wer- 


*) Der Verfasser hatte sehon vor einer Reihe von Jahren eine derartige 
Arbeit unternommen, die aber noch nicht hat vollendet werden können. Die 
eigenen Bewegungen der Sterne wurden aus der Vergleichung der Henderson- 
schen Edinburger Beobachtungen mit den Bradleyschen hergeleitet. Für die 
jührlicheu parallaetisehen Bewegungen ergeben sich auf diesem Wege für vor- 
schiedene Gröfsenklassen die folgenden Mittelwerthe: 

für 32 Sterne 4.3. Grölse 0".068985 = 0.010964 
für 75 Sterne 4. Gröfse 0".069715 == 0.006384 
für 71 Sterne 4.5. Grüfse 0".046511 == 0.006925 
fir 284 Sterne 5. Gröfßse 0".029043 =+: 0.002446. 


Sterne, deren jährliche eigene Bewegung grófser als 0".3 im Bogen des gröfs- 
ton Kreises ist, waren bei der Untersuchung ausgeschlossen. 
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den, und weniestens für die dem Pole nahe stehenden Sterne 
ist es nöthig hierauf Rücksicht zu nehmen. 

Die Formeln, welche die auf ein bestimmtes Aequinoc- 
tium zur Zeit ! bezogenen Polarcoordinaten in Bezug auf 
den Aequator durch die auf ein anderes Acqumoctium zur 
Zeit t bezogenen Coordinaten ausdrücken, sind nun nach No. 8 
im zweiten Abschnitt: 


r 


cos & sin (a -+ à! — 2) == cos d sin (u -+ a -+ z) 
cos Ò cos (a! -H a! — 2") =: eos Ô cos (u -H a + z) cos O — sin Ò sin © 
sin Ó' — cos Ó cos (« + « + z) sin O + sin Ó cos O 
wo a die Präcession durch die Planeten während der Zeit 
t'—1t bezeichnet und s, a und €& IlIülfsgrófsen sind, welche 
man durch die Formeln (4) derselben Nununer erhält. Weil 
die eigenen Bewegungen so klein smd, dafs man deren Qua- 
drate und Producte vernachlässigen kann, so erhält man nach 
der ersten und deitten Formel (11) in No.9 der Einleitung, 
wenn man bedenkt, dafs die obigen Formeln aus einen Drei- 
ecke hergeleitet sind, dessen Seiten 90°— ö', 90" — ð und 9 und 
dessen Winkel e+a-+z, 180 — a Lal und c sind: 


AÓ' = cos c A Ò — sin O sin (a! + à! — 2) Au 
cos d'Ae == sinc A Ò + cos Ô cosc A a 


oder, wenn man sinc und cosc durch die übrigen Stücke 
des Dreiecks ausdrückt: 


sin («' + a! — z^) 


^ Co d 
Aa = Ae [cos € + sin € tang d cos (a'H a — z')] + A 5 sin ð 


cos Ò 
(a) 
! Ad v ; 
Al — Ae sinO sin Le Lal — 2!) "bw — eos‘ [cosO-I-sin  tangó'cos (aHa —27)] 
und ebenso: 
j sin (m z 
Aa = Xo! [cos O — sin O tang ò cos (e H- « + 2)] — E eng RE S + 2 
coso cos Ò 
(b) 


fi 


H ' 
A= Ag sin O sin (æ -+a +2) za 2 cos p 0089 [cos 9 — sin O tang Ó cos (a -H «-4- 2)]. 


Beispiel. Die mittlere Rectascension und Declination 
des Polarsterns für den Anfang des Jahres 1755 ist: 


5044 955 à — + 87° 59' 41". 12. 
Durch Anbringung der Präcession findet man den Ort 
des Polarsterus für den Anfang des Jahres 1850: 
a' = 16? 12' 50". 917 o == + 88° 30' 34". 680. 
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Nach Bessel’s Tabulae Regiomontanae tst dieser Ort aber: 
| AT E Sou Ò = + 88" 30' 34", 898. 

Dieser Unterschied rührt nun von der eigenen Bewerung 
des Polarsterns her, die also m der Zeit von 1755 bis 1850 
—+ 2'22".613 m Rectascension und — 0"218 in Declination 
beträgt. Die jährliche eigene Bewegung des Polarsterns be- 
zogen auf den Aequator von 1850 ist daher: 

Ad—=-+1".501189 Af == 4- 0".002295. 

Wollte man daraus z. D. die eigenen Bewegungen A« 
und AA des Polarsterns bezogen auf den Aequator von 1755 
haben, so muls man dieselben nach den Formeln (b) berech- 
nen. Es ist aber: 

6) — UI 31' 45". 600 
&4d-a4d-z —11*32' 9", 530 
und hiermit erhält mau: 
Aa = + 1". 10836 AÒ — + 0". 005063. 

Bei emigen Sternen läfst die Hypothese einer gleichför- 
migen eigenen Bewegung Fehler übrig, die sich nicht durch 
Beobachtungsfehler erklären lassen. Bessel bemerkte diese 
Veründerlichkeit der eigenen Bewegungen zuerst bei Sirius 
und Procyon, indem er die Declinationen des letzteren Sterns 
mit anderen Sternen, die nahe im Parallel desselben sind, ver- 
glich und ebenso die Rectascensionen des Sirius mit denen 
benachbarter Sterne. Bessel erklärte dieselben durch die An- 
zichung eines unsichtbaren, in grofser Nühe zu dem Sterne 
befindlichen Körpers von bedentender Masse, und Peters in 
Altona hat unter dieser Voraussetzung aus den Abweichungen 
in der Reetascension des Sirius die Bahu desselben um einen 
solchen dunklen Körper bestimmt und daraus die folgende 
Formel gefunden, welche die an die Rectascension des Sirius 
anzubringende Verbesserung ausdrückt: 

a = 0s. 127 + 08. 00050 (z — 1809) + 03.174 sin (u + 77° 44), 
wo der Winkel « aus der Gleichung 

BES A DEE sin, 


zu nehmen ist und wo 7°.1865 die mittlere Bewegung des 
Sirius um den Centralkórper ist. Durch die Anbringung der 
nach dieser Formel berechneten Verbesserung werden die 
beobachteten Rectascensionen des Sirius in groise Ueberem- 
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stimmung gebracht. Safford in Cambridge hat kürzlich ge- 
zeigt, dafs auch die Decliuationen des Sirius eine gleiche Pe- 
riode zeigen und dals man an die jedesmalige beobachtete 
Declination die Verbesserung anzubringen hat: 


q' = + 0".86 + 0".0202 (£ — 1800) + 1”.47 sin u + 0".51 cos u, 


wo « dieselbe Bedeutung wie oben hat”). 


*) Interessant in Bezug hierauf ist die kürzlich von A. Clarke iu Boston 
gemachte Entdeckung, dafs Sirius einen schwachen Begleiter in der Entfer- 
nung von etwa 8” bei sich hat. 


Fünfter Abschnitt. 


Von der Bestimmung der Lage der festen grölsten 
Kreise der Himmelskugel gegen den Horizont des 
Beobachtungsortes. 


In No. 5 und 6 des vorigen Abschnitts ist schon gezeigt, 
wie man wittelst eines fest aufgestellten Meridian-Instrmnents 
div Lage der festen Kreise der Hunmelskngel gegen den Hori- 
zont bestimmen kann. Ist nännlich das Tustrument so berich- 
tist, dafs die Collimationslinie des Fernrohrs einen auf den 
Horizont senkrechten Kreis beschreibt, so bringt man das- 
selbe in den Meridian und bestimmt also den Verticalkreis 
des Poles des Aequators durch die Beobachtung der Cireum- 
polarsterne über und unter dem Pole, indem, wenn das Instru- 
ment diesen Verticalkreis beschreibt, die Zwischenzeit zwi- 
schen den Beobachtungen 12^ Sternzeit + Ae sein muls, wo 
Ace die Aenderung des scheinbaren Orts während der Zwi- 
schenzeit bezeichnet. Ferner giebt die Beobachtung der Ze- 
nithdistanzen des Sterns in beiden Culminationen die Aequa- 
torhóhe des Ortes, indem diese gleich der halben Summe 
der wegen Refraction verbesserten Zenithdistanzen -+ 3 A9 ist, 
wo Ad die Aenderung der scheinbaren Declination während 
der Zwischenzeit der Beobachtungen bedeutet. Beobachtet 
man ferner die Culmination eines Sterns, dessen Rectascen- 
sion bekannt ist, so giebt die scheinbare Rectascension des 
Sterns in dem Augenblicke den Stundenwinkel des Frühlings- 
punkts oder die Sternzeit in diesem Augenblicke. Ist dann 


an einem andern Orte in demselben Augenblicke ebenfalls 
eine solche Zeitbestimmung gemacht, so ist der Unterschied 
der Stundenwinkel des Frühlimespunktes an beiden Orten, 
mithin der Unterschied der geographischen Längen beider 
Orte bekannt und es ist nur noch nöthig, die Methoden 
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anzuführen, durch welche man bewirkt, dafs die Zeitbestim- 
mungen an beiden Orten gleichzeitig gemacht werden oder 
durch die man, wenn dies nicht der Fall ist, den Unterschied 
der Zeiten keunen lernt, zu denen die Beobachtungen an bei- 
den Orten angestellt sind. 

Dieser Methoden, welche die einfachsten und genauesten 
sind, bedient man sich, wenn mau ein festes, im Meridian 
aufgestelltes Elöheninstrument hat. Man kann aber auch die 
Lage des Zeniths des Beobachtungsortes gegen den Pol und 
den Frühlingsnachtgleichenpunkt durch die Deobachtung der 
Coordinaten bekannter Sterne in Bezug auf den Horizont 
aufserhalb des Meridians bestimmen und dieser Umstand giebt 
zu einer grofsen Anzahl von Methoden Veranlassung, durch 
die man je naeh den Umständen mit grófserem oder gerin- 
gerem Vortheile diese Bestimmungen auf Reisen oder zur Sec 
und überhaupt dann machen kann, wenn es an den für die 
vorher erwähnten Methoden nóthigen Hülfsmitteln gebricht. 
Zwischen der Höhe und dem Azimute emes Sterns und des- 
sen Rectascension und Declination sowie der Polhöhe und 
Sternzeit, hat man nämlich die Relationen: 

sin 4 = sin y sin Ò -+ cos p cos à cos (O — a) 
cotang A == — cosy img? -+ sin $ cotg (6 — a). 

Diese Gleichungen zeigen, dafs man aus der Beobach- 
tung der Höhe oder des Azimuts eines bekannten Sterns bei 
bekaunter Polhóhe die Zeit oder bei bekannter Sternzeit die 
Polhóhe bestimmen kann, daher aus der Verbindung von zwei 
Höhen- oder Azimutalbeobachtungen desselben Sterns oder 
zweier bekannter Sterne die Polhöhe sowie die Sternzeit. 

Dei allen diesen Bestimmungen müssen die Beobachtun- 
gen natürlich wegen der Refraction und täglichen Parallaxe 
(wenn das beobachtete Gestirn kem Fixstern ist) verbessert 
werden und die zur Berechnung angewandten Oerter müssen 
die scheinbaren Oerter sein. Zu den Beobachtungen wendet 
man ein Höhen- ınd Azimutalinstrument an, das so berich- 
tigt sein mufs, dafs die Collimationslinie des Fernrohrs bei 
der Drehung einen Verticalkreis beschreibt (siehe No. 12 des 
siebenten Abschnitts), oder auch, wenn man blos Höhen beob- 
achtet, ein Reflexionsinstrument, mit dem man den Winkel 
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zwischen dem Stern und dem von einem künstlichen Hori- 
zonte reflectirten Bilde, also die doppelte Höhe milst. Beob- 
achtet man mit einem Höhen- und Azimutalinstrument, so 
kann man den Zenithpunkt des Kreises wie beim Meridian- 
instrumente mittelst eines künstlichen Horizonts bestimmen 
und den dafür gefundenen Werth von der bei der Einstellung 
des Sterns gemachten Ablesıng oder letztere von ersterem 
abziehen, oder man kann den Stern zuerst in einer Lage des 
Instruments einstellen. und dann die Beobachtung, nachdem 
man das Instrument 180° um die verticale Säule gedreht hat, 
wiederholen. Sind dann £ und Z die beiden zu den Zeiten 


i (2: 9 o 
. O und @ gemachten Ablesungen und ^^ und ^; die Dif- 


de do? 
Tage der Zenithdistanzen (I, 25) für die Zeit 
+0 
Oz , so sind, wenn man annimmt, dafs in der ersten 


2 
Lage des Kreises die Theilung im Sinne der Zenithdistanzen 
fortgeht, die auf das Mittel der Zeiten reducirten Ablesungen, 
wenn Z den Zenithpunkt bezeichnet: 


$. 

T DEus AN RUE ler 2 

z Bb ro (64 — 9 — go. 7 (8— 6,) 
dz CE a ` 

7 d SE y — Me 9' eau, 

Z-—zyts +76, (0 OH 25.5 (@ —@,) 


Es ist mithin die für das Mittel der Zeiten geltende Ze- 
niihdistanz: 


Endlich ist, wenn man das Gestirn direct und von einem 
künstlichen Horizonte reflectirt. beobachtet, wenn die Thei- 
lung im Sinne der Zenithdistanzen fortgeht, da dann die linke 
Seite der zweiten Gleichung 180" —,-1- Z geschrieben wer- 


den muls: 


W — 4 4 C—0-- Lio 7 (0 — 9) *. 


*) Dabei ist aber voransgesetzt, dafs der Punkt des Kreises, welcher in 
der einen Lage nach dem Zenith gerichtet war, auch in der andern diese 
Lage unverändert beibehält, Um sich dessen zu versichern, ist an dem Kreise 
ein Niveau befestigt, dessen Blase sich ändert, wenn eine feste Linie im Kreise 
ihre Neigung gegen die Lothlinie ändert. Ein solches Niveau zeigt daher ciue 
Aenderung des Zenithpunkts an und giebt zugleich das Mittel an die Hand, 
diese Acndernng zu bestimmen. (Siehe No. 13 des siebenten Abschnitts.) 
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Um das Azimut eines Objects mit einem solchen Instru- 
ment zu beobachten, muls man nach einer der im Folgenden 
gegebenen Methoden den Punkt des Kreises bestimmen, wel- 
cher dem Meridian entspricht, und den dafür gefundenen 
Werth von der bei der Einstellung des Sterns gemachten 
Ablesung des horizontalen Kreises abziehen oder umgekehrt 
letzteren von ersterem Werth, je nach der Richtung der 
Theilung. ; 


I. Bestimmung der Richtung des Meridians oder 
eines absoluten Azimuts. 


1. Die einfachste Methode zur Bestimmung der Rich- 
tung des Meridians ist die Beobachtung des Augenblicks, 
wenn ein Gestirn seine grölste Höhe über dem Horizonte 
erreicht. Man verfolgt dazu z. B. die Sonne mit einem ILohen- 
instrumeute und nimmt an, daís die Sonne im Meridian ist, 
sobald die Höhenänderung aufhört. Dieser Methode bedient 
man sich zur See um den Augenblick des wahren Mittags 
wenigstens annähernd zu finden, denn die Methode ist noth- 
wendig sehr unsicher, da die Höhe der Gestirne im Meri- 
dian ein Maximum erreicht, also die Aenderung derselben 
unmittelbar vor und nach der Culmination sehr klein ist. 

Eine zweite Methode ist die der Beobachtung der gröls- 
ten Digressionen. Nach No. 27 des ersten Abschnitts ist der 
Stundenwinkel der gröfsten Digression cines Cireumpolarsterns 
dureh die Gleichung gegeben: 

tang o 

pae m sin (Ò -i- g?) t 
und zu dieser Zeit ist die Bewegung des Sterns senkrecht 
gegen den Horizont, also die Bewegung im Azimute Null, 
da der Vertiealkreiss den Parallelkreis des Sterus berührt. 
Verfolet man also einen solchen Stern mit einem Azimutal- 
instrument, welches so berichtiet ist, dals die Collimauons- 


e sin (0 — 
oder tang 4 ?? = T) 


liie des Ferurohrs einen Verticalkreis beschreibt, so wird 
man im Allgemeinen das Fernrohr im Sinne des Vertical- 
und Azimutalkreises bewegen müssen, um den Stern auf dem 
Fadenkreuze zu erhalten, und nur zur Zeit der grófsten 
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Digression wird die verticale Bewegung des Fernrohrs alleın 
dazu hinreichen. Liest man, sobald dies der Fall ist, auf 
dem Azimutalkreise in dieser Stellung des Instruments a ab. 
dagegen o, wenn man dieselbe Beobachtung auf der andern 


x o mb " ua Do 
Seite des Meridians macht, so ist - , der dem Meridiane 


entsprechende Puukt des Kreises. Man gebraucht bei der 
Anwendung dieser Methode am vortheilhaftesten den Polar- 
stern, weil derselbe unter den helleren Sternen wegen seiner 
langsamen Bewegung am längsten in der gróísten Digression 
verweilt. 

Eine dritte Methode, den Meridian zu finden, ist die der 
Beobachtung correspondirender Höhen. Da nämlich zu glei- 
chen Stundenwinkeln auf beiden Seiten des Meridians auch 
gleiche Höhen gehören, so folgt, dafs wenn man zu zwei 
verschiedenen Zeiten ein Gestirn in derselben Höhe beoh- 
achtet hat, dadurch zwei Verticalkreise gegeben sind, welche 
auf verschiedenen Seiten des Meridians gleich weit von dem- 
selben entfernt sind. Stellt man also an einem Azimutal- 
instrumente ein Gestirn auf das Fadenkrenz, liest den Azi- 
mutalkreis ab und wartet dann, bis das Gestirn nach der 
Culmination wieder an das Fadenkreuz des in der Höhe un- 
verändert gebliebenen Fernrohrs tritt, so ist, wenn man wic- 
der den Kreis abliest, das arithmetische Mittel aus beiden 
Ablesungen der Meridianpunkt des Kreises. Braucht man 
zu diesen Beobachtungen die Sonne, welche ihre Declination 
in der Zwischenzeit zwischen beiden Beobachtungen ändert, 
so bedarf die so gefundene Richtung des Meridians noch ei- 
ner kleinen Correction. Differenzirt man nämlich die Glei- 
chung: 

sin ô = sin g sin 4 — cos p cos h cos A, 
indem man allen à und A als veränderlich ansieht, so er- 
hält man: dA ÒI NND 


cos p cos A sin A cos o sin £ 

Bezeichnet man daher mit Að die Aenderung der De- 
elmation in der Zwischenzeit der Beobachtungen, so mufs 
man von dem arithmetischen Mittel der beiden Ablesungen 
die Grölse 
AO eos à e Ad 


2cospeoshsindä — 2cosg sint 
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abziehen, wenn die Theilung in demselben Sinne läuft, in 
welchem die Azimute gezählt werden. 

Eine vierte Methode ist identisch mit derjenigen, welche 
in No. 5 des vierten Abschnitts erwähnt war, um ein Me- 
ridianinstrument genau in den Meridian zu bringen. Beob- 
achtet man nämlich die Zeiten, zu welchen ein Cireumpolar- 
stern über und unter dem Pole dasselbe Azimut erreicht, so 
al die Richtung des Instruments mit dem Meridian zusam- 
men, wenn die Zwischenzeit zwischen den beiden Beohach- 
tungen gleich 12" Sternzeit + A « ist, wo A« die Aenderung 
der scheinbaren Orte der Sterue in der Zwischenzeit ist. Ist 
dies aber nicht der Fall, so findet man das Azimut auf die 
folgende Weise. Zählt man die Azimute von dem Nord- 
punkte ab anstatt von dem Südpunkte, so hat man für die 
erste Beobachtung: 

cos h sin A = cos d sin! 
cos h cos A = cos p sin Ò — sing cos Ô cos t, 
und für die zweite Beobachtung unterhalb des Pols: 
cos Al sin A = cos Ó sin ?' 
cos’ cos A = cosg sin à — sin p cos Ó cos /". 

Addirt man die erste Gleichung zur dritten und zieht 
die zweite von der vierten ab, so eñthält man leicht durch 
Division der entstehenden Gleichungen: 
tang d (A-+-A') tang 1 (A — A^) 

sin p 

Ist t' — t nahe 12 Stunden Sternzeit, so wird 90 — 1(t— t) 
und ebenso A ein kleiner Winkel, und da dann Jj (hh) 
sehr nahe gleich « und 1(A— M) sehr nahe gleich 90°— ò 
ist, so erhält man in dem Falle: 


tang A = cotang 4 (// — t) 


A = Ma 


cos p tang 


2. Diese Methoden setzen die Kenntnifs der Zeit und der 
Polhöhe nicht voraus, oder erfordern wenigstens nur eine ge- 
näherte Kenntnifs derselben. Sind dieselben aber bekannt, so 
giebt jede Einstellung eines bekaunten Sterus an einem Azi- 
mutalinstrumente den Meridianpunkt, indem man die Ablesung 
am Kreise mit dem aus den Gleichungen: 


cos A sin A = cos dain? 
cos À cos A = — cos p sin Ô -+ sin p cos d cost 


(a) 
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berechneten Azimute vergleicht. Macht man eine Reihe von 
Einstellungen, so ist es nicht nóthig, die Azimute für die 
einzelnen Zeiten nach diesen Formelu zu berechnen, sondern 
man kann kürzer so verfahren: Es seien 9, O', @"., etc. die 
einzelnen Beobachtungszeiten, deren Anzahl z ist, ferner be- 
zeichne @, das arithinetische Mittel aus allen, so hat man, 
wenn man A, das zur Zeit 64, us Azimut nennt: 


lA 
A= d t" 0944, SIE 3098 


dt 
A Ao Rd A (0'— DETE a Buer: Geif: 
etc. 
und da 9— O, -+ 6' — O, -t ete. — ist, so erhält man: 
Ak At AUR... „dA [(9 8)" + (O' — 9,)* +... 
un = er I m sS 
n dii D 
_ A+A+A Hr... d?A I2sing(9— SM 
= n glo n 


wenn man mit 22sin!(6— 0, die Summe aller einzelnen 
Grölsen 2 sin 1 (6 — @,)? bezeichnet. Diese sind deshalb für 
1(0— €) eingeführt, weil der Unterschied sehr klein ist, 
so lange 9 — ©, klein ist, und weil sieh in allen Sammlun- 
gen astronomischer Tafeln, z. B. Warnstorffs Hülfstafeln, 
bequeme Tafeln finden, die mit dem Argumente von t in Zeit 
ausgedrückt, die Größse 2sin'it in Bogensecunden ausge- 
drückt geben. Nach No. 25 des ersten Abschnitts hat man 
noch: 
d 4 ` 00s p sin Ae 
di cos hu? 
Addirt mau daher zu dem arithmetischen Mittel aller 
Ablesungen am Kreise die Grölse: 
22 sin$ (0 — Su, 


cos q sin cd. 3 
er H [cos A, sinö+2cos p cos Ao] ———— 
cos Žo n 


° [eos A, sin d + 2 cos v cos As). 


so erhält man einen Werth A,, den man mit dem Azimute 
vergleicht, welches man nach den Formeln (a) mit t= 6, — « 
GER 

Durch die Differentiation der Gleichungen (a) oder nach 
der Differentialgleichung in No. 8 des ersten Abschii sWer- 
hält man: Ko 


, . ope à cos n ^ 
da= RP di tang A sin Ade +- Get 
cos À cos Å 
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woraus man sieht, dafs es besonders vortheilhaft ist, luerzu 
den Polarstern zur Zeit der srölsten Dieression zu beobach- 
SEN 
ten, weil dann p — 90° und A aulser in hohen Breiten in 
3 
der Nähe von 180° ist, sodaís eim Fehler in der Zeit var 
, CO 
keinen, ein Fehler in der Polhóhe nur omen geringen Einflufs 
9 [en [m] 
auf das berechnete Azimut, mithin auf die Bestunmune des 
2) fe) 

Meridianpunktes des Kreises hat. 


3. Hat man den Meridianpunkt des Azimutalkreises 
bestimmt, so erhält man aus den Unterschieden der Able- 
sungen am Kreise mit diesem Punkte das Azimut eines je- 
den himmlischen oder irdischen *) Objects. 

Das Azimut eines irdischen Objects kann man aber auch 
durch die Messung der Distanz desselben von einem Gestirne 
mittelst eines Reflexionsinstrumentes, obwohl mit geringerer 
Genauigkeit, bestimmen, wenn die Polhöhe und die Zeit be- 
kannt ist und zugleich die Iöhe des irdischen Objects über 
dem Horizonte beobachtet wird. 

Aus dem bekannten Stundenwinkel des Gestirns zur Zeit 
der beobachteten Distanz, erhält man nämlich nach No. 7 des 
ersten Abschnitts die Höhe A und das Azimut a des Gestirns 
und hat dann in dem Dreiecke, welches vom irdischen Ob- 
jecte, dem Gestirne und dem Zenith gebildet wird, die Glei- 
chung: 

cos A == sin h sin M + cos h cos JI cos (a — A) 
wenn H und A die Höhe und das Azimut des Objects und 
A die beobachtete Distanz bezeichnet "73. 
Man findet dann also «— A durch die Gleichung: 
eos A — sin Å sin Zi 
SC eg. E - Si 
mithin, da a bekannt ist, auch das Azimut A des Objects. 

Die Gleichung (A) kann man noch für die logarithinische 

Rechnung bequemer einrichten. Man erhält nämlich: 


le RD 


*) Bei diesen ist noch eine von der Entfernung des Objeets abhängige 
Correction erforderlich, wenn sich das Fernrohr an einem Ende der Axe be- 
findet. Siche No. 12 des siebenten Abschnitts. 


**) An das berechnete A hat man zuerst noch die Refraction und, wenn 
die Sonne beobachtet ist, auch die Höhenparallaxe anzubringen, und ebenso 
für H die gemessene mit der Refraction behaftete Höhe zu nehmen, um dann 
auch die gemessene Eutfernung A in der Formel anwenden zu können. 
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cos (HI -+ A) + cos A 


1 (a — A 
gr cos h cos H 
und: 

cos (FZ — h) — eos A 


cos Å cos IT 


1 — cos (a — A) —— 


mithin : 


tang 5 (a — 4)? — EN IDEEN Ne 
cost (A MA h) cos! (H+R-— A) 
oder, wenn man Rs 

==} (A d- H +1), 
sin (S — IT) sin (S — 4) 


od e = — 
tang 4 (« — 4)’ = cos S cos e (S E 


(B). 


Liegt das irdische Object im Horizonte, ist also H= 0, 
so erhält man einfach: 
tang } (a — 4)? = tang å (A -+ 4) tang 4 (A — 4). 
Differenzirt man die Gleichung für cos A, indem man 
a— A und A als veränderlich ansieht, so erhält man: 


sin A 
cos Ä cos H sin (a — ER 


d (a — A) = 
und nach I. No. 8: 


dA 


Daraus sicht man also, dafs man um den Einflufs eines 
Beobachtungsfehlers in der Zeit und in der gemessenen Distanz 
auf A nicht zu sehr zu vergrófsern, das Gesten nicht zu 
weit vom Horizonte nehmen muls, damit cos A nicht klein ist. 

Hat man zwei Distanzen eines Gestirns von einem irdi- 
schen Objecte beobachtet, so kann man daraus den Stunden- 
winkel und die Declination, also auch Höhe und Azimut des- 
selben berechnen. 

Nennt man nämlich D und T Declination und Stunden- 
winkel des Objects, ô und t dasselbe für den Stern, so hat 
man in dem sphärischen Dreiecke zwischen dem Pole, dem 
Gestime und dem irdischen Objecte: 

cos A = sin Ó sin D -+ cos Ô cos D cos (t — T). 

Ist dann A die Zwischenzeit zwischen beiden Beobach- 
tungen, die für die Sonne in wahrer Zeit ausgedrückt sein 
muls, so erhält man für die zweite Distanz A die Gleichung: 

cos A = sin à sin D+ cos à cos D cos (t — T+ 4). 
18* 
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Aus beiden Gleichungen kann man, wie bei einem andren 
Probleme gezeigt werden wird, D und t — T finden. Berech- 
net man dann für die Zeit der ersten Beobachtung deu Stun- 
denwinkel £ des Gestirns, so erhält man auch T und kann dann 
aus T und D nach den Formeln in I. No. 7 A und H finden. 


II. Bestimmung der Zeit oder der Polhóhe aus der 
Beobachtung einer einzelnen Hóhe. 


4. Hat man die Höhe eines bekannten Sterns beobachtet 
und kennt aufserdem die Polhóhe des Beobachtungsortes, so 
erhält man den Stundenwinkel aus der Gleichung: 


cos i= Um er 


Um diese Formel für logarithmische Rechnung bequemer 
einzurichten, verfährt man wie bei der ähnlichen Gleichung 
in No. 3 und erhält dann, wenn man statt der Höhe die 
Zenithdistanz einführt: 
sin 4 (z — p + Ò) sin $ (z +p — 9) 
cos 4 (z + p + Ò) cos 4 (p + 0 — 2) 


tang 4 ° = 
oder auch: 
sin (S — i — à 
ng 
wo S= } (z+ p -+ ô) 

Da diese Gleichung das Zeichen von t unbestimmt lälst, 
so muís man wissen, auf welcher Seite des Meridians die 
Beobachtung angestellt ist und dann 4 positiv oder negativ 
nehmen, je nachdem die Höhe auf der West- oder Ostseite 
beobachtet wurde. 

Ist dann œ die Rectaseension des beobachteten Gestirns, 
so erhält man die Sternzeit der Beobachtung aus der Glei- 
ehung: 


(A). 


—— 


Qzt-r-a, 
hat man dagegen die Sonue beobachtet, so ist der berechnete 
Stundenwinkel die wahre Sonnenzeit. 
Beispiel Dr. Westphal hat 1822 Oct. 29 zu Abutidsch 
in Aegypten die Hóhe des unteren Sonnenrandes 
4, — 33? 42! 18". 7 
beobachtet, als die Uhr zeigte 20^ 16" 20*. 
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Diese Höhe hat man nun zuerst wegen der Refraction 
und Parallaxe zu corrigiren; da aber die meteorologischen 
Instrumente nicht beobachtet sind, so kann man nur die mitt- 
lere Refraction, gleich 1’ 26". 4 aus den Tafeln nehmen. 
Zieht man diese von der beobachteten Höhe ab und lest 
dazu den Halbmesser der Sonne 16'8". 7 und die Höhen- 
parallaxe 6”.9, so erhält man für die reducirte Höhe des 
Mittelpunkts der Sonne: 

= ro, 

Die Polhóhe von Abutidsch ist nun 27° 5'0”, die Decli- 

nation. der Sonne war: 


— 13? 38' 11". 1 
also 1st: 
S=! (+y 4-0) — + 34* 44 50", 5 
S —q-—--7"39' 50/55, S-— 0 22-1-48" 23 1". 8; 9 — zn 21" 18' 1". 6 
und damit ist die Rechnung die folgende: 
sin (S — p) 9.1250385 cos S 9.9146991 
sin (S — ô) 9.8736752 cos (S — z) 9.9692707 
8.9987137 
9.8839698 
tang 42? 9.1147439 tang 3t 9.5573719 
1t — 19° 50' 37". 98 
¿= — 39 4 15 .96 
t= — 238m 455. 06. 


Es war also die wahre Sonnenzeit zur Zeit der Beobach- 
tung gleich 21^ 21" 14°. 9 und da die Zeitgleichung — 16" 8°. 7 
war, so hatte man 21^5" 6%. 2 mittlere Zeit. Die Uhr ging 
daher 48" 46%. 2 gegen mittlere Zeit nach oder man mulste 
+ 48" 46*. 2 zu der Angabe der Uhr addiren, um mittlere 
Zeit zu erhalten. 

Da die Declination der Sonne und die Zeitgleichung 
veränderlich sind, so mus man eigentlich schon die Zeit 
kennen, um bei der Berechnung von t diejenige Declination 
und nachher auch diejenige Zeitgleichung anwenden zu kön- 
nen, welche wirklich für den Augenblick der Beobachtung 
galt. Man muís daher zuerst einen genäherten Werth für 
die Declination der Sonne nehmen und, nachdem man damit 
eine genüherte Zeitbestimmung erhalten hat, die Declination 
der Sonne noch eimmal schärfer aus den Ephemeriden inter- 
poliren und damit die Rechnung wiederholen. 
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Die Zahl, welche man zur Angabe der Uhr hinzufügen 
muls, um die wirkliche Zeit zu erhalten, heilst der Stand 
der Uhr. Gang der Uhr nennt man dagegen den Unter- 
schied zweier zu verschiedenen Zeiten beobachteten Uhrstände 
und man nimmt das Zeichen desselben immer so an, dafs 
ein positiver Gang zu langsames, ein negativer zu schnelles 
Gehen der Uhr anzeigt. Sind beide Beobachtungen umn 
24^ — t Stunden aus einander und ist Au der Gang der Uhr 
während dieser Zeit, so erhält man den Gang der Uhr in 
24 Stunden, wenn man denselben gleichförmig annimmt, nach 
der Formel: 

24Au__ Au, 
24—t re 
24 
Differenzirt man die ursprüngliche Gleichung: 
sin À = sin p sin Ô -+ cos p cos Ò cos t, 
so erhält man nach I. No. 8: 
dA e — cos A dp — cos à sinpdt, 


oder da 
cos Ò sin p = cos p sin A 

ist: 

1 
ra en 

Die Coefficienten von dh und du werden nun desto klei- 
ner, je mehr A sich dem Werthe == 90° nähert. Für diesen 
Fall wird die Tangente unendlich, also hat ein Fehler in der 
Polhöhe, sobald die Höhe im ersten Verticale genommen ist, 
gar keinen Einflufs auf die Bestimmung der Zeit. Da ferner 
in diesem Falle sin A ein Maximum, also der Coefficient von 
dh ein Minimum ist, so hat dann auch ein Fehler, welcher 
in der Messung der Höhe begangen ist, den möglichst klein- 
sten Einflufs auf die Bestimmung der Zeit. Um daher die 
Zeit durch Höhenbeobachtungen zu bestimmen, wird es immer 
zweckmälsig sein, dieselben im ersten Verticale oder doch so 
nahe als möglich dabei zu nehmen. 


dt-— 


cos à sin p 
so sieht man, dafs man bei der Zeitbestimmung durch Höhen 
die Beobachtungen von Sternen mit grolser Declination ver- 
meiden muís, und daís es am Vortheilhaftesten ist, Sterne in 
der Nähe des Aequators zu beobachten. 


Da der Coefficient von dh auch gleich — 


ist, 


2/18) 


Berechnet man die numerischen Werthe der Differential- 
quotienten für das vorige Beispiel, so erhält man zuerst nach 
der Formel: 

vos Ò sin £ 


since ———— A= — 48? 25'.8 
cos h 


und dann: 
dt + 4.5013 dh + 0.9966 dp 

oder, wenn man dí gleich in Zeitsecunden haben will: 
dt= + 0.1001 dh + 0.0664 dg. 

Ilat man also in der Höhe um eine Bogenseeunde gefehlt, 
so begeht man in der Zeit einen Fehler von 0°. 10, dagegen 
beträgt der Einfluls des Fehlers von einer Bogensecunde in 
der Polhóhe nur 0°. 07. 

Die Differentialgleichung zeigt noch, dafs je NS die 
Polhóhe ist, je kleiner also cos q ist, desto milslicher die 
Zeitbestimmung durch Höhenbeobachtungen wird. Unter dem 
Pole, wo cos g =O ist, wird dieselbe ganz unbrauchbar. 

9. llat man mehrere Ilöhen oder Zenithdistanzen nach 
eimander beobachtet, so hat man nicht nöthig, den Stand der 
Uhr aus jeder einzelnen Zenithdistanz zu berechnen, wenn 
man sich nicht vielleicht von der Ucbereinstimmung der ein- 
zelnen Beobachtungen unter einander überzeugen will, son- 
dern man kann sich hierzu des Mittels aus allen beobachteten 
Zenithdistanzen bedienen. Da aber die Zenithdistanzen nicht 
proportional den Zeiten wachsen, so muls man entweder an 
das arithmetische Mittel derselben, wie in No. 2 für die Azi- 
mute, eine Correction anbringen, um den für das arithmetische 
Mittel der Zeiten geltenden Stundenwinkel aus dieser verbes- 
serten Zenithdistanz zu erhalten oder man muls einfacher an 
den aus dem arithmetischen Mittel der Zenithdistanzen berech- 
neten Stundenwinkel eine Correction anbringen, damit der- 
selbe für das arithmetisehe Mittel der Zeiten gelte. 

Es seien wieder v, Tt, v", ete., die einzelnen Beobach- 
tungszeiten, deren Anzahl mist, T das arithmetische Mittel 
aus allen, so hat man, wenn man die zur Zeit T gehörige 
Zenithdistanz Z nennt: 


SEN m oT 

:£—4-- 7 (c HD-A- di (1 Labo 
1 

des E E A Cr -NH5 en, 


cte., 
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wo £ der dem Mittel der Zeiten entsprechende Stundenwinkel 


ist, oder da z — T-- c — T--x'— T -- zs 0 ist: 
| zz 4-24... me aces tec cp os 
Z= Rear en 
n dt n 
8x B£ÉS. dë I2 sin 3 (r —T)? 
-—- n GN D 
Substituirt man hier für ' 5 ; den in No. 25 des ersten 
Abschnitts gefundenen Ausdruck, so erhält man endlich: 
e 22-2 --z'--... cos ô coso Z2sni(r—T? 
(omm Se e e 608.4 cosp —— - 
n sin Z n 


Mit diesem verbesserten arithmetisehen Mittel der Ze- 
nithdistanzen hätte man dann den Stundenwinkel und daraus 
die Zeit zu berechnen, um aus der Vergleichung dieser Zeit 
mit T den Stand der Uhr zu erhalten. Berechnet man aber 
den Stundenwinkel mit dem unverbesserten arithmetischen 
Mittel aus allen Zenithdistanzen, so hat man an den gefun- 
denen Stundenwinkel die Correction anzubringen: 

dt cos Ò cos p 


Ammake 
— cos A cosp 
^ da sin Z n 


"di : 
und wenn man für z, seinen Werth nach No. 25 des ersten 
ZS 


Abschnitts substituirt, so wird diese Correction, in Zeitsecun- 
den ausgedrückt: 


cosp cos A I2sin} en? 
t 
15 sin n ge 
wo dann zur Berechnung von A und p die Formeln dienen: 


sint 


sin A =- cos d 
sin Z d 
kf sin? 
und sin p =-~; Cos p. 
3 sin Z 9 


Diese lassen freilich. das Zeichen von cos A und cos p un- 
bestimmt; durch die folgende Betrachtung kann man aber 
leicht über das Zeichen der Correetion (a) entscheiden. 

Zühlt man die Stundenwinkel nicht auf die gewöhnliche 
Weise, sondern zu beiden Seiten des Meridians von 0° bis 
180°, so hat man die Correction. immer an den absoluten 
Werth von t anzubringen, und das Zeichen derselben hängt 
dann alleiu von dem Zeichen des Products cos p cos A ab, 
welches positiv oder negativ ist, je nachdem cos p und cos A 
gleiche oder verschiedene Zeichen haben. 
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Nun ist: 
sem, sin O\ . „(sing 
sinpl1 —cosz-, -] sin à f -. $e) 
JE sing \sin d 
cos p = - e = ——- 
sinz cos O sin z cos à 
: sin Y ai t cos z sin p N 
Bing (cos z — zc 
‚sin » \ sin d 4 
cos A ees: - =— — ———— 
sin z cos o sin z cosp 


Wenn daher < q, so ist cos p immer positiv, 


gin à 

und cos A positiv, wenn cos 5 dece 
d 

negativ, wenn cos 5 s 


und wenn ò> p, so ist cos A immer negativ, 


sing 
und cos p negativ, wenn cos > ny’ 
gin 
positiv, wenn coss < Gi 
sin 


Sucht man daher den Bruch 


sin d 
-— , wenn qQ 2-6 
sing 


sing 


und mIRC < d. 
in 


so haben die Cosinus gleiche Zeichen oder die Correction (a) 
ist negativ, wenn cos z grölser als dieser Bruch ist; dagegen 
haben dieselben verschiedene Zeichen oder die Correction (a) 
ist positiv, wenn cos s kleiner als dieser Bruch ist. Für 
Sterne mit südlicher Declination ist cos A und cos p immer 
positiv, also das Zeichen der Correction immer negativ ^). 
Dr. Westphal hatte am 29. October nicht blos eine Ze- 
nithdistanz der Sonne genommen, sondern deren acht, nämlich: 


Wahre Zenithdistanz des 


Uhrzeit. Mittelpunkts der © N 2 sind te 7)? 
20h 16208 58" 2'52".4 3m 32s 24". 51 
17 21 55 52 51.5 2 31 TTA 
18 21 42 51.0 d akl 4.52 
19 21 32 50.5 0 31 0.52 
2021 22 50.0 0 29 0.46 
21 23 12 49,4 TIT 4.52 
42 23 2 48.9 A 31 12.43 
23725 2 52 48.4 5 dd 24 „74 
20h 19m513.9 5° 27’ 507.2 107.52. 


*) Warnstorff's Hülfstafeln pag. 122. 
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Berechnet man nun mit dem arithmetisehen Mittel der 
Zenithdistanzen : 
sti De 
und der Deelination der Sonne: 
— SSNEUST 
den Stundenwinkel, so erhält man: 
2h 35m 135 , 18. 
Hieran hat man nun die Correction anzubringen. Es 
ist aber: 
sin p = 9,83079 sin ÆA = 9.86881, 
mithin die Correction, da die Declination südlich ist: 
— 8".32 im Bogen oder — 05.55 in Zeit. 
Mit dem verbesserten Stundenwinkel 
— 2h 35m 125. 68 
erhält man dann die mittlere Zeit: 
21h gm 385 , 70, 
also den Stand der Uhr gleich: 
+ 48m 46s . 8. 
6. Hat man die Hóhe eines Sterns beobachtet und ist 
die Zeit bekannt, so kann man daraus die Polhóhe des D 
achtungsortes berechnen. Man hat nämlich wieder die Glei- 
chung: 


eob- 


sin 4 = sin p sin Ô- cos p cos d cos t. 
Setzt man nun: 
sin d = M sin N, 


cos ô cos + = M cos N, (4) 
so erhält man: 
sin 4 = M cos (p— N), 
also: 
8i sin N 
cos (p —N) = sa CM PME cii i (B) 


M sin d 
Hier findet nun ein zweideutiger Fall statt, indem man 
für x — N den zu cos (p — N) gehörigen positiven oder nega- 
Fig. 6. tiven Werth nehmen kann. Man kann 
7  indessen hierüber immer leicht durch 


— 


ede, cine geometrische Betrachtung ent- 


N vi scheiden. Fällt man nämlich Fig. 6 

P / vom Orte S des Sterns ein Perpendikel 

s ——% SQ auf den Meridian, so sieht manu 

m / leicht, dafs N — 90 — P Q, also gleich 
Yo 


72 dem Abstande von Q vom Aequator 
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(oder Z Q = p — N), während M der Cosinus des Perpen- 
dikels SQ ist. Solange also SQ südlich vom Zenith den 
Meridian trifft, hat man « — N zu nehmen, dagegen N —g, 
wenn der Fulspunkt des Perpendikels nördlich vom Zenith 
liegt. Ist £>>90°, so fällt das Perpendikel nördlich vom Pol, 
also wird der Abstand des Fulspunktes desselben vom Aequa- 
tor 2-90? und der Abstand vom Zenith gleich N— y. Man 
hat also auch dann für den dureh den Cosinus gegebenen 
Winkel den Werth N — p zu nehmen. 

Ist die Höhe im Meridiane selbst beobachtet, so erhält 

man q einfach aus der Gleichung: 
gom. 
je nachdem der Stern südlich oder nórdlich vom Zenith cul- 
minirt. Ist dagegen der Stern in der unteren Culmination 
beobachtet, so ist: 
p= 180" — à— z. 

Dr. Westphal hat am 19. October 1822 zu Benisuef in 
Aegypten um 25^ 1" 10° mittlere Zeit die Höhe des Mittel- 
punkts der Sonne gleich 49° 17' 22". 8 beobachtet. Die De- 
clination der Sonne war — 10" 12 16". 1, die Zeitgleichung: 


=— 15m0s 0, 
also der Stundenwinkel der Sonne: 
23h 16m 10s — — 10° 57' 30”, 0. 


Damit erhált man: 
tang d = 9 . 2552942, 
cos + = 9. 9920078 


N= — 10° 23 23". 07 
sin jV — 9 . 2561063, 
sin Ô = 9 . 2483695, 
0.0077368 
sinh — 9.8796788 
p — N — 39" 29 64". 51 
also p—29 6 30.84. 

Um den Einflufs zu schätzen, welchen Fehler in der 
Bestimmung von h und t auf die Polhóhe haben, differenzire 
man wieder die Gleichung für sin h, wodurch man nach I. 
No. 8 erhält: 

dg = — sec A dh — cos g tang 4 . dt. 

Hier werden nun die Coefficienten am kleinsten, wenn 
A = 0 oder — 180? ist. Dann erreicht nämlich die Secante 
von A ihr Minimum =1. Die Fehler in der Höhe werden 
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also dann nicht weiter vergrölsert auf die Polhöhe einwirken, 
und da dann die Tangente von A gleich Null wird, so wer- 
den Fehler in der Zeit gar keinen Einflufs auf die Bestim- 
mung der Polhóhe haben. Um daher die Polhöhe durch 
Hohenbeobachtungen möglichst sicher zu finden, wird es im- 
mer erforderlich sein, dieselben im Meridian oder demselben 
so nahe als müglich zu nehmen. 

Da für das angeführte Beispiel A = — 16" 40'.1 ist, so 
erhält man: 


dg = —1.044 dh -4- 0.2616 dr, 
oder, wenn man dt in Zeitsecunden ausdrückt: 
dq = — 1. 04i dh -4-3.924 dt. 


Sind mehrere Höhen beobachtet, so erhält man nach 
No.5 die zu dem Mittel der Zeiten gehörige Höhe durcli 
die Formel: 

hæk Lu. cos d cose 23 2 dn 3 Cor IN 
— CW Keser EELER e Wn — . 

7. Hat man die Beobachtung der Höhe sehr nahe am 
Meridian angestellt, wie es zur Destimmung der Polhóhe 
zweckmälsig ist, so gelangt man auf einem anderen Wege 
bequemer zum Ziele als durch die Auflósung des Dreiecks. 
Da nämlich die Höhen der Sterne im Meridiane ein Maximum 
erreichen, dieselben sich also m der Nähe desselben nur lang- 
sam ändern, so bat man, um aus einer nahe am Meridian 
beobachteten Höhe die Meridianhöhe zu erhalten, nur eine 
kleine Correction hinzuzufügen, die man mit Logarithmen von 
wenig Decimalen scharf berechnen kann. Aus der Meridian- 
höhe und der Declination des Sterns findet man aber sogleich 
die Polhöhe. 

Diese Methode, die Polhöhe zu bestimmen, nennt man 
die der Circummeridianhöhen. 


Aus 


H 


cos z = sin p sin Ô — cos p cos d cos t, 
folgt nümlich: 
cos z = cos (p — 0) — 2 cos p cos Ô sin À z? 
und hieraus nach der Formel (19) in No. 11 der Einleitung: 
Zoom oos d a 

fe, a reiege 
cos p cos d 
sin (p — 0) 
g—:2--0— 5.2 sin $t* -+ b’. cotang(p — 0).2sinyt!. (A) 


2cosq? cos 9? m a TEL 
be , eotang (p — 0) sin Ä 
sin (ge — ò)? SM 


oder wenn man mit b bezeichnet: 


285 


Berechnet man also «y — 9 und b mit einem genäherten 
Werthe von p und hat man Tafeln, die aufser der Grófse 
2 sin}? auch die Werthe von 2 siuj D mit dem Argumente t 
geben, so wird die Berechnung der Polhóhe sehr einfach. 
Solche Tafeln findet man obenfalls m Warnstorffs Hülfsta- 
feln, wo zu grófserer Bequemlichkeit auch gleich die Loga- 
rithmen dieser Grölsen gegeben sind. Weicht der gefundene 
Werth von p stark von dem angenommenen Werthe ab, so 
muls man die Rechnung mit dem neuen Werthe wiederholen, 
was indessen fast immer nur für das erste Glied nóthig sein 
wird. Sterne, die m der Nähe des Zeniths culminiren, muls 
man bei dieser Methode vermeiden, weil für solche Sterne 
die Correction wegen des kleinen Divisors  — ô sehr ver- 
grölsert wird, also ein Fehler in der Zeit grolsen Einflufs 
haben kann. 

Westphal hat zu Cairo am 3. October 1822 um 059» 25,7 
mittlere Zeit die Zenithdistanz des Mittelpunkts der Sonne 
beobachtet gleich 34" 1'347.2. Die Declination der Sonne 
war gleich — 3* 48' 51". 2, die Zeitgleiehung — 10” 485. 6, 
also der Stundenwinkel der Sonne gleich + 12" 51s. 3. Da- 
mit erhält man aus den Tafeln 

log 2 sin 2? = 2.51105 log 2 sin 1 t? = 9.4060. 

Nimmt man ferner p = 30? 4', so wird log b = 0.19006 
und damit das erste Glied der Correction gleich — 8'22". 47, 
das zweite gleieh -+ 0". 91, mithin die ganze Correction: 

— 8 27. 50 
z+ ð= 30° 12 43”. 00 
g= 309 420.4. 

Eme Aenderung von +1’ im angenommenen Werthe 
von giebt in diesem Falle erst eine Aenderung von 4-0". 30 
in der berechneten Polhöhe, sodafs der wahre Werth, den 
man durch Wiederholung der Rechnung erhält, wird: 

p= 30° A 21", 54. 

Die Formel (A) gilt, wenn der Stern auf der Südseite 
des Zeniths culminirt. Ist aber die Declination des Sterns 
grölser als die Polhóhe, sodals der Stern zwischen Zenith 
und Pol culminirt, so ist in diesem Falle d— statt p — 9 
zu nehmen, und man erhält: 


SC I 32 
g —— à — gp C05 f cos 2 sind t? — —— = cotang (9 — p) 2 sin kri, 


sin (9 — p) 
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Ist endlich der Stern in der Nähe der unteren Culmina- 
tion, so hat man, wenn man £ von dieser Culmination ab 
rechnet: 

cos z = cos (180? — p — 0) + 2 cos p cos Ó sin 41? 
und daraus: 


cos cos d' WOCH ? eos 9? 
à 2ind a A 


22180? —d—x 
7  sin(g-1- 2) - sin E 0)? 


eotang(p-H0) 2 sin 4 (*. 

Wenn man auf diese Weise die Polhöhe eines Ortes be- 
stimmen will, so wird man sich in der Regel nicht damit be- 
gnügen, nur eine Zenithdistanz in der Nähe des Meridians 
zu beobachten, sondern man wird eine Anzahl nach einander 
beobaehten, um im Mittel aus den einzelnen Deobachtungen 
ein genaueres Resultat zu erzielen. Man sucht dann für je- 
den einzelnen Werth von £ die Gröfsen Zem 1t? und 2sinli*, 
nimmt aus allen die Mittel und multiplicirt diese mit den con- 
stanten F'actoren. Die so gefundene Correction legt man dann 
zu dem Mittel der beobachteten Zenithdistanzen, um die Me- 
ridianzenithdistanz zu erhalten *). 

Man kann die Reduction auf den Meridian noch auf 
eine andere Art machen. 

Aus der Gleichung: 

cos z — cos (p — à) = — 2 cos g cos Ò sin 1? 
folgt: 
of PIE — eos p cos sin Le. 


Setzt man also die Reduction auf den Meridian: 


p—ô—z:= =r, 
so wird: 
—à--2z 
P an —9—À0-4-ix; 
2 
mithin: 
cos OS ò a D 
sinde= -— PL sin yt” 


sin [07 —g iz) 
eine Gleichung, die sich so schreiben Jälst: 


sin 12 cos p cos d sin (p — à 
: 2 > 2 sind t? —— e= 


ic T s sin (p — ô) sin (p — à 4- à 2) 


*) Bei der Sonne ist noch auf die Aenderung der Deelination Rücksicht 
zu nehmen, wovon in der folgenden Nummer die Rede sein wird. 
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In No. 10 der Einleitung war aber gezeigt, dafs mr 


3 
his auf die dritte Potenz genau gleich Vcosa ist. Wendet 
man dies hierauf an und nimmt als einen ersten Nühernngs- 
werth von æ den Werth È aus der Gleichung: 


cos p cos d 
sin (p — 0) 


E 


regen (B), 
so erhält man: 

sin (p — ô) 
sin(p — dal 
oder wenn man die Gleichung nach c auflöst, rechts Kei 
é statt x schreibt und den neuen Näherungswerth mit 5 be- 
ine E 


3 
v Veosy2=$ 


sin (p — ò) 
sin(p — Ò+ r + 
Diese zweite Näherung ist in den meisten bei Circum- 
meridianhöhen vorkommenden Fällen schon hinreichend genau. 
Ist dies aber noch nicht der Fall, so berechnet man mit & 
einen Werth von œ, damit $ aus (B), und erhält dann den 
verbesserten Werth: 
an N) 
"eine iE 
Für das vorher gegebene Beispiel wird: 
ge a pore 
und damit wird: log £ — 2.70111 


sin Ga 9) = 9.74620 
cosce (p — à + 3$) = = 0.25293 
log &' ‚70024, 
mithin é = 8' 22". 47 und p = 300 20208953" 


E TE 
El E Sp SE, 


ig 


BÜDaë 3. 


8. Nimmt man Cireummeridianhöhen der Sonne, so ist 
lier noch der Umstand zu berücksichtigen, daís diese ihre 
Declination ändert, dafs also die Rechnung für jeden Stun- 
denwinkel mit einer andern Declination geführt werden mufs. 
Um nun in diesem Falle die Rechnung bequemer auszufüh- 
ren, verfährt man auf folgende Weise. 

Es war: 
cos p cos d 
sin (p— 

Ist nun D die Declination T4 Sonne, welche im Mit- 
tage statt findet, so kann man die zu jedem Stundenwinkel £ 
gehörige Declination ausdrücken durch D+ t, wo f die 


g —z--0— o dili 
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stündliche Aenderung der Declination bezeichnet und t m 
Stunden ausgedrückt ist. Dann hat man also: 


cos p cos dek ^ ^ 
Ere. jus w2snit?. 
F uidi. eer ^ sin(g— EN ps. (a) 
Setzt man nun: 
cos pocos Ó, 2__ _ €08 9 cos ô 
LEE SE = ü 3 b 
8 SCR sind? TOS y* sin 4 +y)” (b) 


so hat man zur Bestimmung von y die Goa 
cospeosô,, | Ba e A 
E t -— 3 t| = — pt 
GE [sin 4 (t + y) in y ı?] B 
oder da: 
sin a? — sin b? == sin (a + b) sin (a — b) 
B sin(p—39) t 


sin gy == — - 


2 ` cosq cos Ó sin GFE 


also: 
sin(p— 0), 206265 
no EEGEN 3600 x 15° 
wo der Zahlenfactor der rechten Seite daher kommt, dafs 
sin(£-- iy) =t gesetzt ist, t aber zur Einheit die Stunde 
hat, während bei sin € der Radius als Einheit zum Grunde 
lag. Nennt man nun die 48 stündige Aenderung der Decli- 


nation der Sonne in Bogensecunden p, so wird f — 4, oder, 


48 
wenn man y in Zeitsecunden haben will, f = < Ee Damit er- 
hält man dann: 


y= m a? [tang p — tang à] (A) 


und naeh den Gleichungen (a) und (b) die Polhöhe aus jeder 
einzelnen Beobachtung dureh die Formel: 


d *) 
E y NEE (B) 


Die Gröfse y ist nichts Anderes als der Stundenwinkel 
der gröfsten Höhe, aber negativ genommen. 
In I. No. 24 war py hierfür der Ausdruck gefunden: 
ES 
TÀ eg — iang 0] — gg 
dò 4. d 4 
wo S die Ge der Declination in einer Zeitsecunde 
bedeutet und £ in Zeitsecunden ausgedrückt ist. Da aber 


*) Hierzu ist auch noch das zweite von 2sinl:* abhängige Glied zu 
addiren. 
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die Aenderung der Declination in einer Zeitsecunde gleich 


e pss ist, so erhält man für den Stundenwinkel der gröfs- 
BAN K 
ten Höhe, in Zeitsecunden ausgedrückt: 
M tung 3) 20026 
to = gp a 9/3600 x 15 
= 188. y tang z g — tang ô], 


also bis auf das Zeichen dieselbe Formel wie für y. Die 
Grófse t+ y ist daher der Stundenwinkel des Sterns, welcher 
nicht von der Culmination sondern von der Zeit der gröfsten 
Höhe an gerechnet ist. 

Wenn man daher Cireummeridianhöhen eines Gestirns 
beobachtet hat, dessen Declination veränderlich ist, so hat 
man nieht nóthig, zur Reduction auf den Meridian die einem 
jeden Stundenwinkel entsprechende Deelination anzuwenden, 
sondern kaun für alle die Declination nehmen, welche bei 

Culmination statt findet, muls aber dann die Stunden- 
winkel nicht von der Zeit der Culmination, sondern von der 
Zeit der grölsten Höhe ab rechnen. Dadurch ist dann die 
Berechnung ebenso bequem, wie im ersteren Falle, wo die 
Declination des beobachteten Gestirns als unveränderlich ange- 
nommen wurde, 

Für die in No. 7 berechnete Beobachtung zu Cairo ist: 

log u = 3.4458, und D= — 3° 48' 38", 57. 
Damnit erhält man: 
y = + 95. 6, also t+ y — 13 05, 9 
uud hieruit das crste Glied der Reduction auf den Meridian: 
= — 8' 35". 00. 

Wegen des zweiten von sin ZC abhängigen Gliedes der 
Reduction hat man hierzu WESCE eS 91 zu addiren, sodals 
man erhält p = 80° 4' 21”. 54. 

Ist nur eine einzelne Hóhe beobachtet, so ist es natür- 
lich bequemer, die Declination der Sonne für die Zeit der 
Beobachtung zu interpoliren; sind indessen mehrere Höhen 
genommen, so bedient man sich mit mehr Vortheil der eben 
gegebenen Methode. 


9. Da die Poldistanz des Polarsterns klein ist, so wird 


derselbe, in welchem Stundenwinkel er sich auch befinden 
mag, immer nur ein kleines Azimut haben, also für die Be- 
19 


290 


stimmung der Polhöhe in jedem Augenblicke mit Vortheil 
angewandt werden können. Für diesen Fall wird aber die 
in No. 7 gegebene Methode zur Berechnung der Reduction auf 
den Meridian nicht mehr brauchbar sein, weil die dort ge- 
fundene Reihe nur für kleine Werthe des Stundenwinkels 
convergirt. Man muls daher jetzt einen andern Weg ver- 
folgen, und zwar wird es wegen der Kleinheit der Poldistanz 
zweckmälsig sein, die an die beobachtete Höhe anzubringende 


Correction nach Potenzen dieser Gröfse zu entwickeln. 
Fällt man (Fig. 7) von 


Fig. 7. 5 
E dem Orte des Sterns einen 
Alan Bogen eines gröfsten Krei- 
BA o E Pr cc ses senkrecht auf den Me- 
MH "| VEI à qu o 
^ des ridian und bezeichnet den 
qe —— Be? Bogen des Meridians zwi- 


schen dem Pole und dem 
Fufspunkt des Perpendikels mit v, den Bogen vom Zenith 
bis zum Fufspunkte mit z— y, wo y eme kleine Grófse ist, 
so wird: 
90? — p = z — y -t- 7, 
oder = 90° — z + y— r, 
und aus den beiden rechtwinkligen Dreiecken folgt: 
tang x == We" cos? (a) 
r Gg E 
Aus der ersten Gleichung folgt sogleich: 
xz — tang p cos t — $ tang p? cos ti, 
wenn man die fünften und hóheren Potenzen von tang p ver- 
nachlässigt, oder mit Vernachlässigung von Gliedern dersel- 


ben Ordnung: 


x = p cos t + $ p? cos t sin £?, (b) 
Die zweite der Gleichungen (a) giebt entwickelt: 
—— p oo mr k 
ny = cotang z — gy sin? 5 y . cotang z, 


oder mit Vernachlässigung der fünften Potenzen von u: 
sin y = cotang z (4 u” + „fr ut) + 2sin? 4 y cotang z. 
Man erhält aber aus der Gleichung: 
sin u = sin p sin t, 
u = p sin t — $ p? sin t cos t, 
mithin, wenn man diesen Werth in die obige Gleichung für 
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sin y substituirt, wieder bis auf die Glieder vierter Ordnung 
genau: 
y=} p" sin /?cotgz le p' sint? (4cost? —5 sin i*)cotgzd-Jeotgz.y?. (c) 

Diese Gleichung enthält zwar noch y auf der rechten 
Seite, aber wegen der Kleinheit des Gliedes ! cotang z. y? ist 
es genügend, den Werth von y aus dem ersten Gliede zu 
berechnen und darin zu substitwren. Man erhält mithin: 

p= 90° — z — p cos £ + $ p? sin t? cotang z — 4 p? cos t sin £? 

+ 4*5 p* sin t? (5 sin t? — 4 cos t?) cotang z 
-+ t »* sin t* cotang 2°. (A) 

Da die Berechnung dieser Formel für jeden einzelnen 
Fall sehr unbequem sein würde, so hat man Tafeln construirt, 
welche diese Berechnung sehr erleichtern. Diese sind zweier- 
lei Art. 

Im Berliner Jahrbuch und im Nautical Almanac werden 
jährlich Tafeln gegeben für die grófsten Glieder des obigen 
Ausdrucks, die immer hmreichen, wenn nicht die äufserste 
Genauigkeit verlangt wird. Vernachlässigt man die Glieder, 
welche die dritte und vierte Potenz von p enthalten, so hat 
man einfach: *) 

p= 909 — z —pcosi-+ 4 p? sin t? cotang z, 

Bezeichnet man nun einen bestimmten Werth der Rect- 
ascension und Poldistanz mit œp und pọ, sodafs die schein- 
baren Werthe dieser Gró(sen für die Zeit der Beobachtung 

a= a, + Aa, p= po Fåp 
sind, so wird, wenn man die Werthe substituirt: 
p= 90° — z — p, cos ty + 1 po? cotang z sin ty? 
— Ap cos to — p sin tg A, 
wo t, = O — œ ist. 

In den angeführten Jahrbüchern findet man nun drei 
Tafeln. Die erste giebt den Werth — p, cos t, mit dem Ar- 
gumente ©, welches allein veränderlich ist. Die zweite Tafel 
giebt das Glied (np. cotang s sin 1,?, und da dieser Ausdruck 
von z und © abhängt, so hat die Tafel diese beiden Argu- 


*) Der Maximumwerth des in p? multiplicirten Gliedes, der für ¿= 54? 44' 
stattfindet, ist für p—1* 40' nur 0",65 und die in p* multiplicirten sind noch 
bedeutend kleiner, wenn nicht z klein ist. Man köunte die Glieder aber auch 
leicht bei den Tafeln mitnehmen, indem das crstere sich mit p cos ż, die an- 
dern mit 4 p? sint? cotangz in cine Tafel bringen lassen. 

ig" 
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mente. Die dritte Tafel giebt endlich das von ©, Ae und 
Ap abhängige dritte Glied 
— Ap cos ty — p sin ty Aa, 
und hat als Argumente die Sternzeit und die Tage des Jahres. 
Die anderen, sämmtliche Glieder umfassenden Tafeln sind 
von Petersen in Warnstorffs Hülfstafeln pag. 73 u. ffe. ge- 
geben und so eingerichtet, daís sie für den Zeitraum, in wel- 
chem die Poldistanz des Polarsterns zwischen den Grenzen 
1° 20 und 1°40' liegt, gebraucht werden können. Petersen 
geht wieder von einem bestimmten Werthe von p, nämlich: 
po = 1° 30 
aus. Man kann dann die Formel (A) leicht so umschreiben: 
g—909— 4 —.P [po cos t-+ 1 po? cost sin t?] — TE 2 ài) cos t sin t? 


Po Pa ‘Po 
2 
spi cotang z (pa? sint? -+ ai po * sin t? (5sin 2? — 4 cos t?)] 
Pa 
p 


+4 E pot sin t! cotangz°. 


Führt man daher die folgenden Bezeichnungen ein: 


e 
s 
Po cos t -F $ po? cos tsin t? = a, 
E At — D pet cos ( sin t? == y, 
ps? siu n Er 34 fei sin 2? (5 sin t? — 4 cos t°) = B, 
A! p,* sin t! cotang z? = 1 At 8? . cotangz? = u, 


= A 


T 
* 
4 
8 


so wird: 
p = 90° — z — Aa — y + A? 8 cotang z -+ u 

Der Tafeln sind dann vier, von denen die erste und 
zweite mit dem Argumente t die Gróíse « und f, die dritte 
mit den Argumenten p und £ die kleine Grölse y, uud die 
vierte mit den Argumenten A7 cotg z= y und 90’— z die eben- 
falls kleine Gröfse u giebt. Die Tafeln sind nur von t==0N 
bis t= 6^ berechnet. Ist daher t> 90°, so muls man den 
Stundenwinkel von der unteren Culmination rechnen und hat 
dann: 

g = 90? —z+ Aa +y + A? 8 cotang z -+ u. 

Beispiel. Am 12. October 1847 wurde auf der Stern- 
warte des verstorbenen Dr. Hülsmann zu Düsseldorf um 18" 
22m 485.8 Sternzeit die Höhe des Polarsterns mit einem klei- 
nen Hóhen- und Azimutalinstrument beobachtet und dafür 
nach Abzug der Refraction gefunden 50" AN 207. 8. 
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Nach dem Berliner Jahrbuche hat man für diesen Tag 
den Ort des Polarsterns: 
a—ihbm3ls.7, des 88129 32". 4, 
Es ist also: 
p--1? 30' 7", 6, == 17h 17m 175, 1 — 259? 19' 16". 5, 
mithin wird: 
log A = 0.0006108 
und man erhält nach den Tafeln oder den obigen Formeln: 
a = 1000".85, 8 == 68".28, y = 0". 00, u= 0".02, 
also: Aa=-+ 16 42", 26 
A*B cotangz = -+ 1 24.33 
Br 0.02 
Summa zm-L-18' 6", 61 
mithin: g = 51° 13' 37". 41. 

10. Gauls hat ebenfalls eine Methode gegeben, um die 
Polhöhe aus dem Mittel mehrerer von der Culmination ent- 
fernten Zenithdistanzen eines Sterns zu finden, welche beson- 
ders für den Polarstern bequem ist. 

Kennt man einen genäherten Werth q, der Polhóhe o 
und ist 0 die Sternzeit, zu welcher man eine Zenithdistanz %, 
gemessen hat, so kann man aus 8 und ga eine Zenithdistanz € 
berechnen nach den Formeln: 


tang x = cos t cotang d 
sind , 
cos É = — sin (p, + x) 
cos x 


und erhält dann: 


also: 
dg-— eg WT $ 

o E 

cos r' sin £ 
v ist hier wieder dev Bogen des Meridians, welcher zwischen 
dem Pole und dem Fuíspunkte des von dem Sterne auf den 
Meridian gefüllten Perpendikels enthalten ist, und da dieser 
Bogen immer zwischen den Grenzen = 90 — ò liegt, so kann 


cos (p -+ x) 


à sin à ; 
man für den Polarstern sowohl Ger als auch + gleich 
cost 


Eins setzen, sobald nur die Polhóhe bis auf einige Secunden 
bekannt, also dp nur eine kleine Grófse ist. 
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Hat man eine zweite Zenithdistanz zur Sternzeit 0' ge- 
messen, so ist: 
tang z' = cos /' tung d 


sind , 
cos E = mL (pg + x) 


und: 


dp 
oder, wenn Z das arithmetische Mittel der beiden gemesse- 
nen Zenithdistanzen gleich $ (s,-1- 5, bedeutet: 


Z—41i(-0) 


(a =) 


| 404-0—Z 
dp ce @ 


dës 


Ami sind cos (po -+ z) 
coss sin& à) 
HEN cos (pa irm). ( 
cos“ sin E 
oder auch: 
A= cotang 5 . eotang (pq + x) 
B= cotang £' . cotang (go +), 


: d NET ; 
oder endlich, wenn man M aus der urspünglichen Gleichung: 


(c) 


cos & = sin o, sin Ó -4- cos y, cos Ô cos t 


sucht: 
cospsind — sing eos d 
LU yer ME UR E 
(4 H-.B) — m "€ — eos 4 (i! + 2). (d) 
Für den Polarstern erhält man einfach: 
dg —3 (54-2) — Z. Lei 


Hätte man nun mehrere Zenithdistanzen beobachtet, so 
müíste man eigentlich für jede einzelne Sternzeit die Zenith- 
distanz & berechnen, und erhielte dann: 


[ERE RE +. HZ 
dr = Ems Ga (N 


wo Z wieder das arithmetische Mittel aus allen gemessenen 
Zenithdistanzen bezeichnet. Statt dessen verfährt man aber 


auf folgende Weise: 
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Bezeichnet man mit ©, das arithmetische Mittel aus allen 
Sternzeiten und setzt: 
0 — 9, — v, 0' — 0, — v! etc. 
so erhält man, wenn £, die zu der Sternzeit @, gehörige Ze- 
nithdistanz bedeutet, wie in No. 5 dieses Abschnitts: 
quiete ee 
n ur Te, E 
Bezeichnet nun T einen Winkel, sodals: 
Z2 sin 4 (0 — Oa)? 
n 


2 sin A "= 


so sind die zu der Sternzeit O, — T und O, + T gehörigen 
Zenithdistanzen s und 5': 


d£, ; 
See En WEE 
dd, SEN 
dee E 
oder: 
an ie Hrn 
2 =b n 2 sin 4 T? = z ` 
und man erhält dann nach Formel (f) einfach: 
: pigs z 
SHE OTE” 


wenn man die zu s und a gehörigen Werthe von A und B 
mit A und B' bezeichnet. 

Hat man also mehrere Zenithdistanzen eines Sterns ge- 
messen, so nimmt man das Mittel der beobachteten Uhrzeiten 
und zieht ohne Rücksicht auf das Zeichen jede einzelne Uhr- 
zeit davon ab. Diese Unterschiede in Sternzeit verwandelt 
geben die Gröfsen zr, für welche man aus den Tafeln die 
einzelnen Gröfsen 2 sin ir? nimmt. Dann sucht man aus 
denselben Tafeln das zum arithmetischen Mittel aller dieser 
Grófsen gehörige Argument T, berechnet die Stundenwinkel: 

NE CEA 

0,— (a — T) 
und dann z und a nach den Formeln: 

lang x = cos i cotang d 


sind , . 
cos z = —— sin (pa -t- z) 
COS x 
und: 


tang z' — cos d cotang d 
D 
sin d 


sin (gs Li 


€082! = , 
cost 
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Hat man dann den Polarstern beobachtet, so ist unmit- 
telbar: 
dp =} (e-- 2) — Z, 
wo Z das arıthmetische Mittel aus allen gemessenen Zenith- 
distauzen ist. Für andre Sterne hat man aber die vollstün- 
dige Formel für der zu berechnen, nämlich: 
dos rn 
LC D 
wo die Gröfsen A und B durch die Formeln (b), (c) oder 
(d) gefunden werden, wenn man darin č = s und za 
nimmt *). 
Beispiel. Am 12. October 1847 wurden auf der Stern- 
warte des Herrn Dr. Hülsmann folgende zehn Zenithdistan- 
zen des Polarsterns beobachtet: 


Sternzeit. Zenithdistanz. T 2 ain Ar? 
17h56m 21: 4 ee il 13m 198.75 348 . 75 
59 54.65 1217 .06 9 46.65 187 .69 
i9. 3 99 ed BIER ke) NI 70, 24 
p 3-0 10 3.6 3 2382225 er DEI 

8 35.0 9 0.6 1 6.15 NU 

dd Sr toj CMS] i 2p sm 3.85 
ier SR Te le 3 50.85 29.06 

16 34 .0 DC mS 6 52 .85 92 005 

IE A ail SIS 8 46.95 151 .43 

DON ANS S am ow DNE OD 338.28 
6,—:18^ 9máls. 15 39° 8'38".39 425 . 56 
Refr. 46".50 T -—1m59s.83 


Z= 39° 9'24".89 
O, —(a+ TP) — 16656n 98.62 9,—(a-- T) — A7h1am 95, 28 
= 2540 224". 3 — 2580 2'109".2 
Nimmt man nun: 


= 51" 13' 30". 0, 
so erhält man: 
== 39° 12’ 37", 56 al zz 89" 6' 34". 54 
l (z-z Da 9 36". 05 
(e--2)-—Z- m 


mithin : 
o — 51° 43' 41". 16. 


*) Warnstorf’s Iülfstafeln pag. 127. 
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III. Bestimmung der Zeit und der Polhöhe durch 
die Combination mehrerer Höhen. 


11. Nimmt man zwei Höhen von Sternen, so hat man 
zwei Gleichungen: 
sin A = sin g sin Ô + cos p cos Ó cost, 


sin A — sin g sin Ó' + cos p cos Ó' cos t". 


In diesen Gleichungen ist ô und A bekannt, da die Oer- 
ter der Sterne als bekannt angenommen werden, ferner ist: 
l= t+ (i! — =t (Lë — 09) — (e! — e). 

Da nun € — « und 6' — O, die Zwischenzeit der Beobach- 
tungen, ebenfalls bekannt sind, so enthalten die beiden Glei- 
chungen die beiden Unbekannten O und q, die man dureh 
Auflósung derselben bestimmen kann. Durch die Beobach- 
tung zweier Sternhóhen kann man also immer Zeit und Pol- 
hóhe zugleich finden; die Verbindung zweier Hóhenbeobach- 
tungen giebt aber auch in besonderen Füllen sehr bequeme 
Methoden, die Polhöhe oder die Zeit allein zu bestimmen. 

Es ist schon früher gezeigt worden, dafs wenn die bei- 
den Höhen einem Sterne angehören und im Meridian zur 
Zeit der oberen und unteren Culmination genommen sind, 
das arithmetische Mittel aus beiden Höhen gleich der Pol- 
höhe des Beobachtungsortes ist, die also daun unabhängig von 
der Declination des Sterns gefunden wird. Diese ist gleich 
dem Complement der halben Differenz der beobachteten Höhen. 

Ebenso erhält man die Polhöhe durch blofse Unterschiede 
der Zenithdistanzen zweier Sterne, von denen der eine im 
südlichen, der andre im nördlichen Quadranten des Meridians 
eulminirt. Ist nämlich ö die Abweichung des gegen Süden 
culminirenden Sterns, so ist seine Meridianzenithdistanz: 

UN d. 

Ist dagegen A die Declination des gegen Norden cul- 

minirenden Sterns, so ist dessen Zenithdistanz: 
Dos 9, 
und man erhält daher: 
p= i (0 + 0)-- 16 — 2). 
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12. Nimmt man an, dafs zwei Höhen eines und dessel- 
ben Sternes beobachtet sind und au(serdem, dafs beide Höhen 
einander gleich sind, so hat man: 

sin À = sin p sin Ó + cos p cos Ô cos ¿, 

sin À = sin g sin Ô+ eos g cos Ó cost", 
woraus = — H folet. Die Höhen sind dann also auf beiden 
Seiten des Meridians in gleichen Stundenwinkeln genommen. 
Ist nun u die Uhrzeit der ersteren Höhe, w' die der zweiten, 
so wird $(w -i-w) die Zeit sein, zu welcher der Stern im Me- 
ridiane war, und da diese gleich der bekannten Rectascension 
« des Sterns sein mufs, so erhält man daraus den Stand der 


Uhr gleich: 


(a) 


a -—— $ (w + u). 

Diese Methode der correspondirenden Höhen ist 
die sicherste, um die Zeit durch Höhenbeobachtungen zu be- 
stimmen, und da man weder die Polhöhe des Beobachtungs- 
ortes noch die Declination des Gestirns, also auch nicht den 
Meridianunterschied von dem Orte, für welchen die Epheme- 
rde gilt, zu kennen braucht, so eignet sich dieselbe beson- 
ders zur Zeitbestimmung an solchen Orten, deren geogra- 
phische Lage nicht genau bekannt ist. Man hat ebenso we- 
nig nóthig, die Höhe selbst zu kennen, sodafs man also durch 
diese Methode selbst mit schlechten Instrumenten, welche 
absolute Hóhen mit Genauigkeit nicht messen lassen, scharfe 
Resultate erhalten kann. Das Einzige, welches diese Methode 
erfordert ist eine gute Uhr, auf deren gleichförmigen Gang 
in der Zwischenzeit man sich verlassen kann und dann ein 
Höheninstrument, welches aber nicht einmal eine genaue 
Theilung zu haben braucht. 

Hierbei ist aber vorausgesetzt, dal das Gestirn seine 
Declination in der Zwischenzeit der Beobachtungen nicht 
ändert. Nimmt man nun aber Höhen der Sonne, deren Decli- 
nation sich im Laufe mehrerer Stunden sehr merklich ändert, 
so wird das arithmetische Mittel aus den beiden Beobach- 
tungszeiten nicht mehr die Zeit geben, zu welcher die Sonne 
im Meridiane war, sondern wenn ihre Declination zunimmt, 
(d. h. wenn sie sich dem Nordpole nähert) so wird zu der- 
selben Höhe Nachmittags ein gröfserer Stundenwinkel gehö- 
ren als Vormittags, also wird das Mittel der Zeiten nach 
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Mittag fallen. Umgekehrt wird das Mittel der Zeiten vor 
Mittag fallen, wenn die Sonne sich dem Südpole nähert oder 
ihre Declination abnimmt. Man mufs daher in diesem Falle 
zu dem Mittel der Zeiten noch eine Correction hinzufügen, 
welche von der Aenderung der Declination abhängt. Diese 
Correction heilst die Mittagsverbesserung. 

Ist ö die Declination der Sonne im Mittage und A9 die 
Aenderung der Declination vom Mittage bis zu der Zeit, 
wo jede Höhe genommen wurde, so hat man die beiden Glei- 
chungen: 

sin 4 = sin p sin (d — A9) + cos p cos (ô — A Ô) cos t 
sin A = sin g sin (0 -+ A ô) + cos g cos (8 + A Ô) cos 7. 

Die Uhrzeit der Beobachtung am Vormittage sei wie- 
der u, die andre w, so ist j (u'-]- u) = U die Zeit, zu welcher 
die Sonne im Meridiane gewesen würe, wenn die Declination 
derselben sich nicht geändert hätte. Diese Zeit U nennt man 
den unverbesserten Mittag. 

Bezeichnet man dann die halbe Zwischenzeit der Beob- 
achtungen 4 (w — u) durch v, die Mittagsverbesserung durch a, 
so wird der Augenblick des wahren Mittags U+x und: 

t =} (u — W+Hre=r+z, 
Del au) Ee Ee x, 
es wird also auch: 
sin 4 = sin p sin (0 — A9) + cos y cos (Ô — A9) cos (v + x) 
und: 
sin 4 == sin g sin (0 -+ A) + cos p cos (8 + A9) cos (v — 2). 

Setzt man diese beiden Ausdrücke von sin h einander 
gleich, so erhält man zur Bestimmung von c die Gleichung: 
0 —sin pcos dain Ad — cos p sin Ò sin A Ô cos T cos x + cos g cos À Ó cos Ó sin v sin o 

Bei der Sonne ist nun æ immer eine so kleine Gröfse, 
dals es erlaubt ist, den Cosinus gleich Eins zu setzen und 
den Sinus mit dem Bogen zu vertauschen. Dadurch wird, 
wenn man auch Ad statt tang Ad setzt: 


= (ep _ tg) y Si 


z dn. 
VK siuc tanga / ) 


*) Man hätte dies auch einfach erhalten, wenn man die ursprüngliche 


Gleichung für sin À so differenzirt hätte, dafs 7 und ô als veräuderlich genom- 


men werden, da z— — € Að. 
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Bezeichnet man nun mit « die Aenderung der Declina- 
tion der Sonne in 48 Stunden, so wird, da man diese Aende- 
rung hier als der Zeit proportional betrachten kann: 


Ad= 2 xy 
also: 
A - T " e ' 7! 
ES ( sin T ENTE tang T aus 2 


oder, wenn man & in Zeitsecunden finden will: 
L T 

Nr 

Zur leichteren Berechnung dieses Ausdrucks hat man 

nun Tafeln, die zuerst von Gaufs in der monatlichen Cor- 

respondenz Band XXIII gegeben sind, und die man auch in 

Warnstorffs Hülfstafeln findet. Diese Tafeln geben mit dem 

Argumente t oder der halben Zwischenzeit der Beobachtun- 
gen die Grölsen: 


T N 
— — tang 9). 
tang p -+ Sa tang d 


1 if 
720 sinr — 
und: 
1 CN 
720 uge — 


und die Formel für die Mittagsverbesserung wird dann ganz 
einfach : 
x = — Ag tang p + B u tang ò. (A) 

Differenzirt man die beiden Formeln (a), indem man d 

als constant ansieht, so erhält man: 
dh = — cos A dq — cos p sin A dt 
dl = — cos A' dq — cos p sin A di. 

Hier ist in beiden Gleichungen dt als gleich angenom- 
men, well man den Fehler, welchen man in der Zeitbestim- 
mung begangen hat, immer auf den Fehler in der Beobach- 
tung der Höhe übertragen kann. Da nun auch das Azimut 
in beiden Beobachtungen gleich grofs, aber entgegengesetzt 


im Zeichen ist, sodafs A — — Al, so hat man: 
dh = — cos A' dq + cos p sin A' df, 
dl = — cos A' dq — cos y sin Adr, 


*) Da man die Aenderung der Declination für den Augenblick des Mit- 
tags braucht, so mülste man das Mittel der Aenderung vom vorigen und der 
Aenderung bis zum folgenden Mittage nehmen. Statt dessen ist aber in den 
Ephemeriden die Grófse « aufgeführt. 
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also: 
_ Kan an) 

cos p sin A’ 

Man sicht also daraus, dafs man auch zur Bestimmung 
der Zeit aus correspondirenden Höhen Sterne wählen muls, 
deren Azimut nahe == 90" ist. 

1822 October 8. wurden von Westphal zu Cairo die fol- 
genden correspondirenden Sonnenhóhen genommen *): 


dt 


Doppelte Höhe der © Uhrzeit. Uhrzeit. 
(Unterer Rand) Vormittags Nachmittags Mittel 
an 21h. 7m27s 2h 33m 595 23h50m 438, 0 
20 8 24 33 3 43 .5 
40 H 23 32 5 44.0 
"74 ^ U 10 18 31 9 43 .5 
20 11 16 30 12 44 .0 
40 az 14d 29 14 42 .5 
73 0 1 Zi 28 13 42 .0 
20 14 9 21 15 42.0 
40 15 10 260 15 42 .5 
76 0 16 6 25 20 43 .0 


Daraus ergiebt sich für den unverbesserten Mittag im 

Mattel: 
23h 50m 435.00. 

Nun ist die halbe Zwischenzeit zwischen den ersten Beob- 
achtungen 2" 43" 16°, zwischen den letzten 2% 34m 37°, also 
im Mittel: 

q= 2h 38m56s, 5 = 2h. 6419. 

Berechnet man damit die Grólsen A und B, so erhält 

man: 


logr 0.42308 0.12308 
eosecr 0.19435  cotangz 0.08028 
Compl. log 720 7.14267 1.14267 
log A 17.1601 log B 1.64600, 

und da: 

Aa — 6° 7, g — 30? 4' 
und: 
log u = 3.4391,, 
so wird: 


z= -+ 108. 46. 


*) Diese Beobachtungen werden immer so angestellt, dafs man das Hö- 
heninstrument Vor- und Nachmittags auf eine rnude Zahl einstellt und dann 
die Zeit beobachtet, wann derselbe Sonnenrand diese Höhe erreicht. 
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Die Sonne war daher im Meridiane oder es war Of wahre 
Zeit, als die Uhr zeigte 23" 50” 53s, 46. Da nun die Zeit- 
gleichung — 129m 33s, I8 war, so ging die Sonne an dem Tage 
um 23547” 26*. 82 mittlere Zeit durch den Meridian und es 
war daher der Stand der Uhr gegen mittlere Zeit: 

— 3m 265, 64, 


Berechnet man noch die Differentialgleichung, so erhält 

man, wenn man dt in Zeitsecunden ausdrückt: 

dic — 05.048 (4! — dh), 
woraus man sieht, dals man bei nur zwei Höhen einen Feh- 
ler von 05. 48 in der Zeitbestimmung begeht, wenn man die 
eine Höhe um 10" grófser oder kleiner beobachtet als die 
andre. 

Diese Differentialformel kann man auch brauchen, um 
die kleine Correetion zu berechnen, welche man zu dem Mit- 
tel der Zeiten hinzuzulegen hat, um die Zeit der Culmi- 
nation zu erhalten, wenn man Vor- und Nachmittags nicht 
eorrespondirende, sondern nur nahe gleiche Höhen genom- 
men hat. Ist dann nämlich À die Vormittags und % die Nach- 
mittags gemessene Höhe und h — h = dh', so sollte man an W 
die Correction — dN anbringen, also an U die Correction: 

di 
30 cos g sin A’ 

dM! cos h’ 


30 cos p cos dain d ` 


dU -+ 


Will mau die äufserste Genauigkeit exreichen, so wird 
man eine solche Correction sogar dann nóthig haben, wenn 
man gleiche Hóhen beobachtet hat. Wiewohl nämlich für 
gleiche scheinbare Höhen die mittlere Refraction gleich ist, 
so wird dies doch nicht mit der wahren Refraction der Fall 
sein, wenn nicht zufällig der Stand der meteorologischen In- 
strumente Vor- und Nachmittags derselbe war. Ist nun aber 
die Refraction des Vormittags o, Nachmittags ọ-} do, so 
hat man das Gestirn Nachmittags in einer wahren Höhe beob- 
achtet, die um do kleiner ist, als die am Vormittage gemes- 
senen und hat daher dem Mittel der Zeiten die Correction 
hinzuzufügen: 
de cos h 


„kn 30 cos p cossint 
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13. Häufig hindert die Witterung, des Vor- und Nachmit- 


tags correspondirende Sonnenhöhen zu nehmen. Man kann 
aber auch, wenn man Nachmittags und am folgenden Tage 
Vormittags correspondirende Höhen nimmt, daraus die Zeit 
der Mitternacht suchen. Die von der Aenderung der Decli- 
nation abhängige Grölse, die man in diesem Falle zu dem 
Mittel der Uhrzeiten oder der unverbesserten Mitternacht hin- 
zuzulegen hat, um die wahre Mitternacht zu erhalten, nennt 
man die Mitternachtsverbesserung. 

Ist T die halbe Zwischenzeit der Beobachtungen so wer- 
den die Stundenwinkel: 

T= T 
und: 
—t=— 12 +T. 

Der Fall ist dann ganz derselbe wie vorher, nur hat diesmal 
die Sonne in dem Stundenwinkel — r, wenn AÒ positiv ist, 
die grölsere Declination, sodals man für die Mitteruachts- 
verbesserung u mit umgekehrten Zeichen anwenden muls. Es 
wird daher jetzt: 


e 4 C T t e T ta D 
7— 120 ae « EP tang v nous) 
uec Sg 42h — c 5) 
"Sank nr E tang 7 z 
Schreibt man dafür: 


u 123 — Tr 


g y^ 
Nine mge "o i j 


so kann man die Tafeln für die Mittagsverbesserung auch 
für die Berechnung der Mitternachtsverbesserung anwenden. 


o o 125 — r : 
Die Grófse `". kann man dann auch noch mit dem Argu- 


mente T oder der halben Zwischenzoit in Tafeln bringen. 
In Warnstorffs Hülfstafeln ist diese Gröfse mit f bezeichnet, 
sodafs dann also die Mitternachtsverbesserung wird: 

x= f u [A tang y — B tang 9]. 

v. Zach hat am 17. und 18. September 1810 zu Mar- 
seille correspondirende Sonnenhóhen genommen. Die halbe 
Zwischenzeit T war: 

10h 55m, à — + 2° 14’ 16", p= 43° 17 50" 
und: 
log u = 3.4453,. 
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Damit erhält man: 
log A = 7.7305 log B = 7.7128, 
log f = 1.0033, 
af À tang y; — 1425. 33 
— uf B tang =+ 5.67, 
also für die Mitternachtsverbesserung : 
gy — — 1368,66. 

Anm. 1. Die Mitternachtsverbesserung findet man ebenso wie die Mit- 
tagsverbesserung in wahrer Sounenzeit. Hat man nun an einer Uhr beob- 
achtet, die nach mittlerer Zeit gelt, so kann man ohne Weiteres auch die 
Verbesserung als in mittlerer Zeit ausgedrückt annehmen. Geht aber die Uhr 
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nach Sternzeit, so reicht es hin, die Verbesserung mit jo ^" multipliciren, 
wovon der Logarithmus 0.0012 ist. 

Anm. 2. Ist der Stundenwinkel r so klein, dafs man statt des Sinus 
und der Tangente den Bogen setzen kann, so wird die Mittagsverbesserung: 
r= — JE [tang p — tang à]. 

Da nun aber r im Zähler und Nenner nicht in einerlei Einheit ausge- 
drückt war, indem im Zähler die Stunde, im Nenner der Radius als Einheit 
zum Gruude liegt, so muls man die rechte Seite dieser Gleichung noch mit 
206265 multipliciren und mit 15 x 3600 dividiren, und erhält dann: 

u 
188.5 
wo also z die Mittagsverbesserung in Zcitsecunden für r = 0 ist. Wenn aber 
der Stundenwinkel gleich Null ist, so fallen die corvespondirenden Höhen in 
eine einzige zusammen, nämlich in die grófste Höhe. x ist dann also dic- 
jenige Gröfse, welche man zu der Zeit, wo man die gröfste Höhe beobachtet 
hat, hinzulegen muls, um die Culminationszeit zu erhalten. 

Derselbe Ausdruck war schon in No. 8 bei der Reduction der Circum- 

meridianhöhen gefunden. 


14. Aus zwei beobachteten Höhen zweier Gestirne und 
der Zwischenzeit der Beobachtungen kann man immer Zeit 
und Polhöhe zugleich finden. Man hat in diesem Falle wie- 
der die beiden Gleichungen: 

sin À = sin g sin Ò ~- cos y cos d cos t, 
sin A’ = sin p sin Ó' 4- cos q cos Ó' cos tl. 

Ist nun « die Uhrzeit der ersten Beobachtung, a die 
der zweiten, Au der Stand der Uhr gegen Sternzeit, so ist: ") 


go — [tang p — tang à], 


*) Beobachtet man die Sonne'und braucht man eine nach mittlerer Zeit 
gehende Uhr, so ist, wenn w und w die Zeitgleichung zu beiden Zeiten he- 
zeichnet: =u+Au—w, 

t =u H- Au uw, 


also A = — n (tul o) 
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i =u + Au—a 
t=u-+-Au—d, 
wo Au für beide Beobachtungen als gleich angenommen ist, 
da der Gang der Uhr bekannt sein muls, mithin eine der 
beobachteten Zeiten wegen dieses corrigirt angenommen wer- 
den kann. Dann ist also 
w — u — (a! — a) = À 
eine bekannte Grófse und t= t-42. In den beiden Glei- 
chungen sind also nur die beiden Unbekannten o und t ent- 
halten, die sich daraus werden bestimmen lassen. Zu dem 
Ende drückt man die drei Gróísen 
Sin oe, cos sin? und cos y cost 
durch den parallactischen Winkel aus, indem ınan in dem 
Dreiecke zwischen Pol, Zenith und Stern hat: 
sin p = sin hsind-+-cos À cos Ò oos p, 
cos p sin 4 = cos Jh sin p, («) 
cos p cost! = sin h cos Ò — cos A sin Ó cos p. 
Substituirt man diese Ausdrücke in die Gleichung für 
sin k, so wird: 
sin A = [sin ô sin d + cos d cos d cos 4] sin ^ 
-+ [cos ò sin à' — sin à cos d cos 4] cos A cos p 
— cos d sin A. cos À sin p. 

Betrachtet man aber das Dreieck zwischen den beiden 
Sternen und dem Pole und bezeichnet die Distanz der bei- 
den Sterne mit D, die Winkel an den beiden Sternen mit s 
und s, so findet man: 

cos D = sin ô sin d -+ cos ô cos d cos Å 
sin D cos s = cos à sin d — sin ô cos Ó' cos À (b) 
sin D sin s = cos Ösin 4, 
mithin, wenn man diese Ausdrücke in die Gleichung für sin A 
setzt: 
sin Al = eos D sin À -+ sin D cos 4 cos (s -+ p), 


also cos (s + p) = d sit, (e) 
sin D cos A 
Substituirt man aber iu 
Sin A == sin y sin d + cos oos Ò cos (z' — A) 
die Ausdrücke für sin q, cos q sin !' und cos cos! aus dem 
Dreiecke zwischen dem Zenith, Pol und zweiten Stern, so 
erhält man leicht: 


; R sin A — cos D sin Al 
co A = 


(d) 


sin D cos # 
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Hat man so aus den Gleichungen (b) und (c) oder (d) 
den Winkel p oder p' gefunden, so geben die Gleichungen (a), 
oder die entsprechenden Gleichungen für sin p, cos o sin t 
und cos y cost die gesuchten Gröfsen y und t oder y und f. 

Die Gleichungen (b) geben für D und s, ebenso die Glei- 
chungen (a) für y und t den Sinus uud Cosinus, folglich 
kann kein Zweifel darüber bleiben, in welchem Quadvanten 
diese Winkel genommen werden müssen. Die Gleichungen 
(c) und (d) geben dagegen nur den Cosinus von s-i- p und 
s'— p'; da aber das Dreieck zwischen dem Zenith und den 
beiden Sternen giebt: 

sin D sin (s + p) == cos A sin (A! — A) 
und sin D sin (s — p^) = cos bh sin (A! — A), 
so sicht man, dafs sm (s-[-p) und sin (s'— p^) immer das- 
selbe Zeichen wie sin (A'’— A) haben und man wird daher 
immer leicht darüber entscheiden kónnen. 

Die Formeln (4) und (b) kann man noch durch die Eim- 
führung von Llülfswinkeln auf die gewöhnliche Weise für die 
Rechnung bequemer machen, während man die Formel für 
cos (s-+P), wie in No. 4 dieses Abschnitts, in einen. beque- 
men Ausdruck für tang } (s-+-p)? verwandeln kann. Man er- 
hält dann das folgende System von Gleichungen: 

sin ð — sin f sin F 
cos d cos Å = sin [cos F (e) 
cos Ó' sin 4 = cos f, 

cos D = sin f cos (F — à) 
sin D cos s = sin / sin (J — à) (N 
sin D sin s = cos f, 


cos S . sin (S — A) 


1 (—Á 4 c 
en cos (S — D) sin (S— A)’ St 
wo SS—1(D-r-h4- X), 
sin g sin G = sin ^ 
sin g cos G = cos À cos p (A) 


cos g == cos h sin p, 

sin g = sin g cos (G— ô) 
cos q sin t = cos g 0) 
cos q cos £ = sin y sin (6.— ô). 

Man kann sich auch bequem der Gaufsg'sehen Gleichun- 
gen bedienen, indem zuerst das Dreieck zwischen dem Pol 
und den beiden Sternen, dessen Seiten D, 90?—0, 90^ — » 
und die gegenüberstehenden Winkel A, s' und s sind, giebt: 
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sin 1D . sin 4 (s sis sin 1 (0' — 8) cos 1 À 

sin 4 D . cos $ (s — s) = cos 4 (04-9) sin 4 Å 

cos 4 D. sin} (s' +s) = cos 4 (9 — à) cos} A 

cos} D. cos À (s-s) = sin 4 (0 4- 8) sin 1 7. 
Dann hat man wie vorher: 


A) 


e ER cos S . sin ER ‚ 

cos Mer sin (5 — h) (B) 
oder tangd(s— p)* = 005 San een D: 

eos (S — D) sin (8$— h ) 

Endlich giebt das Dreieck zwischen dem Zenith, Pol 

und Stern: 

sin (48? — 4 p) sin 4 (A -+ Ò = sin } p cos 3 (A-8) 

sin (45° — 49) eos } (A -H f) = cos 4 p sin $ (h — ô) : 

cos (45° — 4 g) sin 1 CA — Ò = sin } p sin ẹ (A +0) (c) 

cos (45? — 4 p) cos 4 (A — t) — cos 4 p cos (A — 0), 
und, wenn man das andre Dreieck benutzt, so erhält man 
entsprechende Gleichungen, in denen nur A', fm. W und a 
statt A, LG p, h und a vorkommt, 

Dabei hat man noch den Vortheil, dafs, wenn man die 
Beobachtungen mit einem Höhen- und Azinutalkreise ge- 
macht und bei der Beobachtung der Höhe auch den Azi- 
nmtalkreis abgelesen hat, die Vergleichung dieser Ablesung 
mit dem berechneten Werthe A des Azimuts nebenbei die 
Richtung des Meridiaus auf dem Kreise giebt. 

Beispiel. Westphal hat am 29. October 1822 zu Be- 
nisucf in Aegypten die folgenden Höhen des Mittelpunkts 
der Sonne beobachtet: 

u = 20h 48m 485 31055645986 

Wan qr oq A'——830 40 55.3, 
wo w wegen des Ganges der Uhr verbessert ist, und & und A 
wahre Höhen sind. Der Unterschied der Zeiten in wahre 
Zeit verwandelt giebt: 2 == 2» 18 28°.66 = 34" 37' 9".90, und 
die Declination der Sonne war zu beiden Zeiten: 


à — — 10? 10' 50", 1 und des — 10? 12' 57",8. 
Damit erhält man nach den Gaussischen Formeln: 

D= gao g 
s= 03 1258.20 
‘= 93 6 1.93. 
Ferner: s p= kä ae cio AU 
mithin: p=—39 57 17.00 
und damit: p= 29 539.80 
t=--35 24 59.23 
A* — 46 19 52.17. 


20* 
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Berechnet man auch p und 2’ aus dem andern Dreieck, 
so hat man noch die Prüfung, dats man für g denselben 
Werth finden, und dafs t'— t = å sein nmh. 

Um nun zu schen, wie man die Sterne auswählen mufs, 
wenn man dureh diese Methode die sichersten Resultate er- 
zielen will, mufs man die beiden Differentialgleichungen: 

dh= — cos Adp — cos p sin Adi 

dh'= — cos d'd p — cos g sin A'dt 
betrachten, wo in beiden Gleichungen derselbe Fehler in der 
Zeit angenommen ist, weil man den Unterschied immer mit 
auf den Fehler in der Höhe übertragen kann. Durch die 
Combination beider Gleichungen findet man nun, je nach- 
dem man du oder d£ eliminirt: 

cos Al an 098 A 
sin (A' — A) sin (.A' — A) 
in Al si 

ETT LO Hs sin d EN 

Daraus sieht man also, dafs, wenn die Fehler in k und H 
keinen grofsen Eiufluls auf das Resultat haben sollen, die 
Sterne so auszuwählen sind, dafs A’— A möglichst nahe =t- 90^ 
wird, da, wenn diese Bedingung genau erfüllt ist: 


cos p di = au 


du = 


cospdt= —cosA' dh — cos Adh 
dq — — siu Adh-+ sin Adi. 

Ist dann A’ nahe bei = 90", also A nahe bei 0° oder 
180°, so wird in der ersten Gleichung der Cocfficient von dh 
ein Minimum, der von dh’ dagegen ein Maximum, also hängt 
die Genauigkeit der Zeitbestimmung hauptsächlich von der 
Höhe ab, welche nahe am ersten Verticale genommen ist. 
Ebenso sieht man aus der zweiten Gleichung, dafs die Ge- 
nauigkeit der Breitenbestimmung hauptsächlich von der Ge- 
nauigkeit der Höhe abhängt, welche nahe am Meridiane ge- 
messen ist. Für das obige Beispiel wird, da A'— — 1° 15’ ist: 

dg == > 0.0308 dh — 1.0215 dh 
d i= > 0.1077 dh — 0.0744 di, 

15. In einigen besonderen Fällen wird die Auflösung 
der Aufgabe einfacher. Beobachtet man z. B. denselben Stern 
zwei Mal, so ist die Declination für beide Beobachtungen 
dieselbe, und die Formeln (A) der vorigen Nummer gehen 
danu, da s'— s wird, über in: 
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cos ð cosp Zi  «eosÓcosp dt 
dA -— — sin A tang hAdg; + —— do S 
d cos À 2 cos à 2 
cosd cosp t'i  cosd'cosp t'— t 
dA== — sin A tang A'd ip 4 = dm —— rd 
: Tm. cos Al 2 eos A 2 
: 5 . 5 !+t ft 
wo nur in den ursprünglichen Gleichungen `". "statt 
2 2 
j (kt It : 
t und o -— $3 statt t gesetzt ist. 


Zieht mau die erste Gleichung von der zweiten, die dritte 
Gleichung von der vierten ab, so erhält man leicht durch 


mm D sf 
Elimination zuerst von d -;^ dann von dq, wenn man be- 
rücksichtigt, dals 


cos dain p = cos p sin A 


sòc 
Ss = gin p + cos g tang A cos A 
Mit a e 4 
Aide = [tang h cos A — tang H cos A'] d (A! — A) + [sin A — sin Ed d(A' — A) 
cos d siyo Quo UY CE 
" [ios j Spin A Zeg cos sin ad — D, 


M cos pd + = [tang A sin A— tang Al sin A'] d( — 4) — [cos A — cos A’]d(A'— A) 
+ [cosg (tg A — tg 1") sin? 1 (A'A) H- sin y (eos A— cos A] d — t), 
wo M= 2 [tg h+ tg W) sin? 4 (A' — A). 

Man sieht daraus, dafs man, um den Einflufs der Beob- 
achtungsfehler möglichst zu verringern, Sterne auswählen muls, 
deren Höhe und Azimutalunterschied grofs ist, damit M mög- 
lichst gvofs ist. Ist ,(4'— 4) —90*, so wird selbst der Coeffi- 
cient von d( — h) immer kleiner als 4. 

Terr von Camphausen hat vorgeschlagen, die Sterne dann 
zu beobachten, wenn die Hóhe derselben gleich ihrer Decli- 
nation ist, da daun das Dreieck zwischen dem Sterne, dem 
Zenith und Pol ein gleichschenkliges wird, also t= 180? — A 
wird und man einfach hat: 


cotgdcost— cotg à cos ? = tg (45 — tp) 
— cotg ò cos A= — cotg Ó' cos A'= tg (45 — Hp), 
woraus man erhält: 
d . sin ( — 9^ e, 
tang $ TO = SIS (84-3) cotg 4 @ — N 
oder 
(A sn (0 — 9) TOME (E 
tang y (E 4) sin (0 + à coig T G A), 


aus welchen Gleichungen man t-é oder + A und g 
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sin 4 D = cos Ösin | A 
cos 5 D sin s = cos 4 Å 
cos + D cos s = sin Ô sin } 4. 
Damit findet man aus der ersten Gleichung (B) und den 
Gleichungen (C) q und t, und, wenn man will, A. 
Man kann die Aufgabe in dem Falle auch so auflösen: 
Aus den Gleichungen 
sin A = sin p sin Ó -+ cos p cos Ô cos t 
sin A == sin p sin d + cos p cos Ò cos (1 +4) 
findet man sogleich durch Addition und Subtraction: 
cos à sin 3 4. cospsin(+ 44) —cos4 (A-HA)sin}(h-- A!) 
sin g sind -/- cos Ô cos 4 Å. cos gcos(t 4-34) sin $ (A+ M) cost th — An. e) 
Setzt man daher: 
sin d= cos b cos B 
cos d cos + 4 = cos b sin B (A) 
cos d sin 4 Å = sin b, 
so geht die zweite der Gleichungen (a) über im: 
sin 5 (i 4- A) cos 4 (A ES) 


sin g cos B -+ cos p cos (13-4 4) sin B = 
cos b 


und wenn man endlich annimmt: 
sin p = cos Fcos G 
cos g sin (? -F +A) — sin G (B) 
cos p cos C- 3 2) = sin F cos G, 


so ist: 
sin G — 995 y (A+4) sin 4 (à An 
sin G pe j 
sin! (A+ KS 4 (h—M) (o) 
cos G cos (.B — F) — ——^ B AO 
cos b 


Berechnet man also zuerst die 
Gleichungen (A), so findet man dann 
G und F nach den Gleichungen (C) 
und damit y und t nach (B). Die 
geometrische Bedeutung der Hülfs- 
winkel ersieht man leicht aus Fig. 8, 
wo PO senkrecht auf den beide Sterne 
verbindenden grófsten Kreis gezogen 
ist, ZM dagegen senkrecht auf PO. 
Man sieht dann, dafs b == QS = 1D, 
B—PQ, F=PM und G=ZM ist. 

Berechnet man als ein Beispiel das vorige, indem man 
die Aenderung der Declination unberücksichtigt läfst und 
ó — — 10° 12' 57".8 nimmt, so findet man: 
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B=100° 41' 23", 1 sind — 9.466600 cos b = 9.980534 
sin @ == 9.432863, cos G = 9.983445 E 
und damit = — 38" 22 200 mz 209 5' 42", 7. 

Sind die beiden Höhen gleich, so bleiben die Formeln (A) 
oder (e) und (f) in No. 14 dieselben, aber die Formeln (B) 
gehen über in: 

a — eos (A 4- 3 D) 

«cos (h — $.D)' 
womit man @ und f nach den Formeln (A) und (ò oder ip, 
( und A nach den Formeln (C) finden kann. 


tang į (s -+ p)? = tang 4 el — p) 


16. Eine hiermit verwandte Aufgabe, obwohl sie nicht 
zu der Classe der reinen Höhenaufgaben gehört, ist die: Aus 
den beobachteten Differenzen der Höhen und Azimute zweier 
Sterne, sowie der Zwischenzeit der Beobachtungen der beiden 
Sterne Zeit und Polhöhe und zugleich die Höhen und Azi- 
mute der Sterne selbst zu bestimmen. 
In diesem Falle hat man wie vorher die Gleichungen (A) 
in No. 14 zu berechnen. 
In dem Dreiecke zwischen dem Zenith und den beiden 
Sternen hat man aber, wenn die Winkel an den Steinen mit 
q und ai bezeichnet werden, da der dritte Winkel A'— A und 
die gegenüberstehenden Seiten 90? — b, 90°—h und D sind: 
cos + (A — A) cos 4 (A' — A) 
cos 4 D 

— sin} (W — /) cos 4 (A! — A) 
sin D 

cos + (g' + 9) 


cos A (q' — q) 


SIE 


(B) 


sin $ (a — ai 


tang LOL A) = cotang 4 D. 


Aus diesen Gleichungen findet man j(h- &), mithin 
h und KN und die Winkel q und q. Da aber nach No. 14 
q—s-1-p, q'—5s' —p' ist, so sind damit p und p' gegeben und 
man kann daher nach den Gleichungen (C) in No. 14 q, t 
und A und, wenn man will, zur Prüfung aus den entsprechen- 
den Gleichungen für den anderen Stern q, t und A finden. 

Für diesen Fall hat man die Differentialgleichungen nach 
No. 8 des ersten Abschnitts: 


j ! 
: f v be: 
dh = — vos A rdp — cost sinp. d mp (Ges donn d z 


D 


' is ' t i un ' r— 
dh" = — cos Á'dg — cosÓ' inn, d p — cos 9 sinp d 2 
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herechnen kann. Da man aber nie die Höhe genau in dem 
Augenblicke nehmen wird, wo dieselbe gleich der Declination 
des Sterns ist, so müssen die beobachteten Gröfsen !— t und 
A'— A auf diese Zeit reducirt werden. (Vergl. Encke über 
die Erweiterung des Douwes’schen Problems im Berliner Jahr- 
buche für 1859.) 

Beispiel. Am 30. März 1856 wurden zu Cöln die 
folgenden Unterschiede der Höhen und Azimute von y Ursae 
majoris und « Aurigae beobachtet. 

À! —h = — 4° 10' 46".0 
Al A= 226" 28’ 9".9 
Der Unterschied der Zeiten 6' — O = 0h18m85,'70 Sternzeit. 
An dem Tage waren die scheinbaren Oerter der Sterne: 
4 Ursae majoris « = 131 41mb4s.53 ð= + 50° 1' 45". 9 
a Aurigae ode 5 6 1.69 ZGes-kA8bi 1.7. 

Damit wird 4 = 133° 30'23”.1 uud man findet zuerst 

nach den Formeln (4) in No. 14: 

s = + 31° 22' 33". 18 

s'—— + 28? 41' 50", 20 BD ry (0^ vios T 
Dann wird nach den obigen Formeln (B) = — 28" 40' 53". 44, 
q = — 31"21'82",80, und da g= s'— p, q = $s +p, so wird 
p = — 62? 44' 5". 98, p' —-1- 57? 27 43". 64. Da man auch 
findet $(W -H h) = 47° 56 40".61, also h = 50° ? 8". 61, so er- 
hält man nach den Gleichungen (C) in No. 14: q—50*55'55".57. 
t — 295^ 2' 56", 70, A = 24495748”. 50. 

Berechnet man die oben gegebenen Differentialgleichun- 
gen, so findet man für diesen Fall, wenn man alle Fehler in 
Bogensecunden ausgedrückt annimmt: 

dg e — 0.0342 d (V — h) — 0.4892 d (A'— A) + 0.2438 d (I — N) 


a ! = — 0.8621 d (— 1) + 0.0244 d (A' A) — 0.0188 d (/— 0. 


17. Die Methode, die Polhóhe und die Zeit aus zwei 
Höhenbeobachtungen zu bestimmen, wird sehr häufig zur 
See angewandt. Die Seefahrer gebrauchen aber nicht die eben 
gegebenen direeten Auflösungen der Aufgabe, weil die Rech- 
nung nach denselben zu weitläuftig ist, sondern bedienen sich 
immer einer indirecten Methode, welche von Douwes, einem 
holländischen Seefahrer, zu diesem Zwecke vorgeschlagen ist. 
Da ihnen nämlich die Breite durch die gewöhnliche Schiffs- 
rechnung nach Compafs und Log annähernd bekannt ist, so 
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finden sie mit dieser genäherten oder, wie man in der Schit- 
fersprache sagt, gegilsten Breite, aus der vom Meridiane ent- 
fernten Höhe, der Zwischenzeit und der Declination eine 
freilich nur annähernd genaue Zeithestimmung, mit welcher 
sie aus der dem Meridiane nahen Höhe die Polhöhe berech- 
nen. Mit diesem neuen Werthe der Polhöhe wird dann die 
Rechnung für die Zeitbestimmung wiederholt. 
Nimmt man wieder an, dafs dasselbe Gestirn zwei Mal 
beobachtet ist, so hat man: 
sin 4 — sin Äl == cos p cos 9 [cos t — cos (t + 4)] 
== 2 cos p cos Ò sin (t 4A) sin 4 A 
also: 
2 sin (t 4- 44) = sec y sec Ö cosec 12 [sin A — sin All 
oder, wenn man die Formel logarithmisch schreibt: 
log. 2 sin (14-5 4) = log see» +-logsec à 4- log [sin 4 — sinh] +logeosee 4 4. (A) 
Da nun y annähernd bekannt ist, so kann man aus die- 
ser Gleichung t-i-i å, also auch t£ finden und erhält dann 
aus der am Meridiane gelegenen Höhe A eine genauere Pol- 
hóhe durch die Formel: 
cos (gp — à) = sin Al + cos p cos  . 2 sin 4 (1 -+ 2)?. (B) 
Stimmt das hierdurch gefundene Resultat mit der gegils- 
ten Breite nur entfernt überein, so muls man die Formeln (A) 
und (B) mit dem jetzigen Werthe von y von Neuem berechnen. 
Zur Erleichterung der Rechnung sind nun von Douwes 
Tafeln gegeben, die sich in den „Tables requisite to be used 
with the nautical ephemeris for finding the latitude and lon- 
gitude at sea^ und in den Handbüchern der Schifffahrtskunde 
finden. Diese Tafeln geben die Werthe von log cosec i4 
für die Stundenwinkel in Zeit unter der Aufschrift log. half 
elapsed time (Logarithmus der halben verflossenen Zeit) und 
von log 2 sin (f-1-;4) unter der Aufschrift log. middle time 
(Logarithmus Mittelzeit) und endlich von log 2 sin 51? unter 
der Aufschrift log. rising time (Logarithmus Steigezeit). Die 
Grölse log. sec q^ sec ð heilst daselbst log. ratio und man 
hat also nach Gleichung (4): 
Log Mittelzeit = Log ratio + Log [sin 4 — sin #] 
+ Log halbe verflossene Zeit. 
Sucht man diesen Logaritlunus in den Tafeln für Mit- 
telzeit auf, so erhält man unmittelbar f. Nun sucht man für 
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den Stundenwinkel t-+4 den Log. Steigezeit, zieht davon 
Log. ratio ab und addirt die dazu gehörige Zahl zu dem 
Sinus der gröfsten Höhe. Dadurch erhält man dann den 
Sinus der Meridianhóhe also auch die Polhóhe. 

Will man statt der Douwes’schen Tafeln die gewöhn- 
liche sphärische Rechnung anwenden, so hat man die For- 
meln zu berechnen: 

an ee eg HE 
cos p cos 0 sin 5 ^ 
und: 
So D 
cos (p — N) = mA ; 
wo: 
sin à — M sin N 

cos d cos 4 = M cos N. 

Berechnet man das Beispiel m No. 14 nach Douwes 

Methode und nimmt 
IN: 
an, so wird: 
log ratio 0.06512 
log (sin A — sin 4") 9.20019, 
log half elapsed time 0.52645 
log middle time 9.79206, 
r= — 2h Him. 4 
also ! = — 0b 2m,9 
log rising time 5.90340 
log ratio 0.006512 


+ 0.00007 

sin Al + 0.77364 

cos (p — 0) — 9.88858 
e Är 3001847 
p= 29 5.7. 


Wenn man die Beobachtungen zur See anstellt, so wer- 
den die beiden Höhen in der Regel an verschiedenen Orten 
der Erde genommen, weil das Schiff sich in der Zwischen- 
zeit der beiden Beobachtungen fortbewegt. Da aber die Ge- 
schwindigkeit des Schiffs durch das Log und die Richtung 
des Laufs durch den Compafs bekannt ist, so kann mau immer 
die beiden Höhen auf einen Beobachtungsort reduciren. 

Das Schiff sei bei der ersten Beobachtung in A Fig. 9, 
bei der zweiten in B. Denkt man sich nun vom Mittelpunkte 
der Erde nach dem Sterne S cine gerade Linie gezogen, 
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Fig. 9. welche die Oberfläche m S' schneidet, so 
s^ wird in dem Dreiecke ABS’ die Seite Ps 
CN die an dem Orte B gemessene Zenithdi- 
A stanz sein und man wird, da BA bekannt 
Le — ëE ist, hieraus die Seite AS’, d.h. die Zenith- 
F distanz des Sterns, welche man an dem 
Orte A gemessen hätte, berechnen können, 
wenn man den Wiukel S'B A kennt. Der Schiffer muls da- 
her, wenn er die zweite zu reducirende Höhe milst, auch 
das Azimut des Sterns nehmen, d.h. den Winkel S'B C, und 
da er den Winkel CB A, welchen die Richtung des Schiffes 
mit dem Meridiane macbt, kennt, so ist dadurch auch der 
Winkel ST PA bekannt. Bezeichnet man denselben durch « 
und die Entfernung der beiden Orte A nnd B mit A, so 
hat man: 


sin A, = sin A cos A + sin À cos À cos a, 
wo A, die reducirte Höhe ist. Schreibt man dafür: 
sin A, = sin 4 -+ sin A cos h cos « — 2 sin $ A? sin h, 
so erhält man, wenn man A statt sin A setzt, nach der For- 
mel 20 der Einleitung: 
ho = h + A cos a — + A’ tang A, 
wo man gewöhnlich das letzte Glied vernachlässigen kann. 


18. Hat man drei Höhen eines und desselben Sterns 
beobachtet, so hat man die drei Gleichungen: 
sin‘ = sin g sin Ô + cos cos Ô cos t 
sin Hl == sin p sin Ó + cos p cos 9 cos (t + Ai 
sin Al = sin p sin + cos p cos Ò cos (+ Å”, 
aus denen man drei Grölsen, also y, t und ð bestimmen kann. 
Führt man nämlich die folgenden drei Hülfsgröfsen ein: 
x = cos p cos Ô cos t 
y = cos p cos Ô sin € 
z = sin g sin d. 
so werden die drei Gleichungen jetzt: 
sink =z -t 
sul =z + x cos À — ysin Å 
sin 4” = z + 7z cos 4! — y sin A, 
aus denen man die drei Unbekannten z, y und œ durch eine 
einfache Elimination findet. Kennt man diese aber, so erhält 
man daraus die Grófsen qy, t und 9 durch die Gleichungen: 
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4 
tang f = 1 


sin gp sin d==z 
cos p cos 8 = Vr? + y?. 

Diese Aufgabe würe nun eine der bequemsten und nütz- 
lichsten, weil man zur Berechnung der Beobachtungen durch- 
aus keine fremden Data zu entnehmen hätte *). Sie ist aber 
practisch nicht anwendbar, weil die Fehler in den Höhen 
einen schr groísen Einflufs auf die zu findenden Gröfsen ans- 
üben. Nimmt man indessen ô nicht mehr als constant an 
sondern beobachtet drei verschiedene Sterne, deren Declina- 
tion man als gegeben ansieht, so erhält man, wenn man über- 
dies die drei Höhen als gleich annimmt, eine sehr nützliche 
und elegante Aufgabe. 


19. In diesem Falle werden nämlich die drei Glei- 
chungen: 
sin A = sin p sin Ó + cos p cos d cos t 
sin À = sin q sin d + cos p cos fl cos (t +4) (a) 
sin 4 = sin g sin 9" + cos p cos à" cos (t -+ A), 
wo 4 —(w-—u)—(a'— a) 
und N = Call u) — (e"— a). 
Betrachtet man zunächst nur die beiden ersten Glei- 
chungen, so erhält man, wenn man darin: 
4 (0 4-0) 4- 1 (0 — N) statt à nnd 4 (8 -+ 8) — 1(0 — 9) 
statt ð setzt und die zweite Gleichung von der ersteren ab- 
zieht: 
0 = 2 sing sin 4 (0 — 0") cos (04-0) + cospeost [cos3 (04-0) cos (0— 9) 
— sin 5 (ô + 0^) sin 1 (ô — à^)J 
— cos g cos (t + A) [cos J (8 -+ 0") cos 4 (8 — 9) + sin (d-+ 9") sin 1 (9 — A3 
oder: 
0 = sin p sin 4 (0 — ð’) cos} (8 +0") 
+ cos 9 cos 4 (9 + 0") cos 4 (0 — Ò’) sin 4 Asin (t + 44) 
— cos p sin 4 (0 + 0") siu 4 (0 A cos + À cos (t -- 1 A). 
Daraus findet man: 
tang p = — sin 4 A. sin (4 -+ 44) cotang 4 (0 — ©) 
+ cos  À . eos(4 + 4 A) tang 4 (9 -+ 0). 
Führt man also die folgenden Hülfsgröfsen em: 
sin 4A. cotang 1 (8 — ô') = A' sin P 
vos il. tang 4(d-+ 0) — A cos Di GU 
B'--iiC, 


*) Denn da drei Höhen cines und desselben Sterns beobachtet sind, 
so kommt auch die Rectascension in A und 4’ nicht vor. 
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so wird: 
tang p = A cos (t 4- C^). (B) 
Verbindet man auf gleiche Weise die erste und dritte 
der Gleichungen (a), so erhält man ganz ähnliche Formeln, 
in denen nur 2 und ô andere Accente haben, nämlich: 
sin ! A cotang 4 (8 — 9") = A" sin B” y 


cos 44 tang $ (0 + 0") = A" cos B” CH 
B'"-r-i em H 
tang = A" cos (t + C). (D) 


Aus der Vergleichung der beiden Formeln (B) und (D) 
erhält man ferner: 
A cos (t+ €^) = A" cos (t 4- 0”). 
Um nun aus dieser Gleichung £ zu bestimmen, schreibe 
man dafür: 
A' cos + H + C' — H] = A" cos [t + H+C"— H], 
wo II ein willkührlicher Winkel ist, sodafs man, wenn man 
die Cosinus auflóst, erhält: 
" u 
eier 
Für H kann man nun einen solchen Werth setzen, der 
die Formel am bequeimsten macht, also Null oder O oder C". 
Die eleganteste Form erhält man aber, wenn man: 
H= (6 4- €") 
setzt. Dann wird nämlich: 
X E cotang t (C — oi, 
Führt man dann deu Hülfswinkel $ ein, gegeben durch 
die Gleichung: 


tang [2 -+ 4 (C' Oil = 


(E) 
so wird: 
A'— A" — 1—tangd 


= -2T = 0. 
Jum EE 


also: 
tang [t +4 (C + 0)] = tang (45° — £) eotang + (C — 0”). (F) 

Die Gleichungen (A) bis (F) enthalten die Auflösung 
der Aufgabe. Man sucht zuerst aus den Gleichungen (A) 
und (C) die Werthe von A, B', C und A", B", C", findet 
dann f£ durch die Gleichungen (E) und (F) und zuletzt o 
aus emer der Gleichungen (B) oder (D). Die Höhe selbst 
braucht man also zur Berechnung von p und t nicht zu ken- 
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nen.  Substituirt man aber die gefundenen Werthe in die 
ursprünglichen Gleichungen (a), so erhält man h und kann 
daher, wenn man die Höhe auch am Instrumente abgelesen 
hat, aus der Vergleichung der Rechnung mit der Beobach- 
tung den Fehler des Instruments bestimmen. 

Um nun zu sehen, wie die drei Sterne am Himmel ver- 
theilt sein müssen, damit man durch die Beobachtung dersel- 
ben die sichersten Resultate erhält, betrachtet man wieder 
die Differentialgleichungen. Da die drei Höhen gleich sein 
solen, so kann man auch dh in allen drei Differentialglei- 
chungen als gleich annehmen und die Fehler, welche etwa 
bei der Beobachtung dev Höhen gemacht sind, mit auf die 
Zeit werfen. Ist dann: 

= u + Au — a, 
so wird also d£ aus zwei Fehlern zusammengesetzt sein, 
nämlich erstens aus dem Fehler im Stande der Uhr d (Aw), 
welcher bei allen drei Beobachtungen derselbe ist, weil der 
Gang der Uhr als bekannt angenommen wird, zweitens aber 
aus dem Fehler in der Zeit der Beobachtung, welcher letz- 
terer für jede derselben ein andrer sein wird. 

Die drei Diferentialgleichuugen werden somit: 


dh=—cosA dy — cos psin A du — cos psin A d(Au) 
dh= — cos A’ dp — cos p sin Al du! — cos p sin A' d (Au) 
dh = — cos A" dp — cos q sin A" du" — cos q sin A" d (Aw). 


Zieht man die beiden ersteren Gleichungen von einan- 
der ab und verwandelt die Differenzen der Sinus und Cosi- 
nus in Producte der Sinus oder Cosinus der halben Summen 
und Differenzen der Winkel, so erhält man: 


í ; cos p sin A 


A , d zk e 
0 —2 sin e dp — 2 cos 2 eos pd (Au) — i AEN du 
sin — — 
€ 

cosg sind , , 

= Ja in 
=e £ 
sir 2 


und ebenso durch die Verbindung der ersten und dritten 
Gleichung: 


A $ A” cos p sin A 
0 = 2 sin E T dq — 2 cos + eos pd (Au) — v roii du 
Bine 
eos p sin A" „ 
eu du. 


ae 
sin ——— 


2 
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Aus beiden Gleichungen findet man dann, je nachdem 
man d(Aw) oder dep elimimirt: 
à AHA" à A AtA” 
cos p sin .d.cos i cos p sin A cos ^ y 
alg: = „du : 
7 Je ipee E Oe JUST RTT Lies? 
SNNT eeh 3 Zen ,- Sim 2 
MES 
cos p sin A cos 


du 


o Ad, AA 
AN EE Et — 
und: 2 


D " 


a ANT) = ru E — du -+ NOU um - - du' 


p e 

Man sieht daraus, dals man die Sterne so auszuwählen 
hat, dafs die Differenzen der Azimute je zweier auf einander 
folgenden Sterne möglichst grofs werden, weil dann die Nen- 
ner der Differentialquotienten. ebenfalls ein Maximum errei- 
chen, man mme daher darauf sehen, dafs die Differenzen der 
Azimute nahe gleich 120? werden ”). 

Beispiel. Dr. Westphal bat am ten October 1822 
zu Cairo folgende drei gleiche Sternhöhen beobachtet. 


a Ursae minoris um 8h 28m 175 


a JIerculis 31 21 im Westen 
a Avetis AN 30 im Osten 
Die Oerter der drei Sterne waren an diesem Tage: 
a ô 
a Ursae minoris Oh 58m 145.10 + 88? 21’ 54". 3 
o Herculis 179560 342126 0142 2 0 9. 
& Arietis An TTE 00 20 Siet 220. 
Nun ist: 
w-—u-—--3« 4s.0 all — u= + 19m 13s. 0 
oder in Sternzeit: 
uw --ucz-- Dh äm 45,50 —+ 0h 19m 168.16 
« —«-—-— 7 51 39.84 ell —a-—--0 58 59.90 
1 = Th 54m 448,34 RO = — Qn 39m Ain, 74 
== 118° AU 57,40 ee R ët Ou 


^) Die hier gegebene Auflösung dieser Aufgabe ist von Gaufs, Monat- 
liche Correspondenz Band XVIII pag. 277 und folgende. 
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Ferner ist: 
1 (8—0) — 360 52' 56". 15 
1(8--3)—851 28 58.15 
ài (8 — 0") = 32 52 15.80 
4 (ô+ ô") — 55 29 38.50. 


Damit erhält man dann: 


log d'= 0.1183684 log A" = 0.1629829 
DI = 60" 48' 11". 92 B” = — 5° 10! 52”, 22 
Q' —4120 8 44.47 Q" —-—10 14 50.27 

l(Q'4-0)-— 54° 56’ 91". 10 
Aalen que dd dw m 
g= 47 86 16 .08 
¿= — 56° 18' 28". 09 

= — gh 45m 135.87 

LO ss 63°50 16",38 
t+C"=— 06 33 18.36 


und hieraus nach den Formeln (B) und (D) übereinstimmend: 
p= 30° 4'23", 72. 
Aus t erhält man die Sternzeit: 
6 — 21h 13m (s, 23, 
und da die Sternzeit im Mittage 12554" 25,04 war, so war 
die mittlere Zeit gleich 8^ 17» 365. 44, also der Stand der Uhr 
gegen mittlere Zeit: 
Au= — 10n 405. 56. 
Berechnet man auch die Höhe aus einer der drei Glei- 
chungen (a) so erhält man: 
h = 30° 58’ 14”.44. 
Aus A findet man die beiden andern Stundenwinkel: 
dea 62°22 37”,01 
"=—66 14 24.19, 
und damit die drei Azimute: 
a, 
A = B9 33.2 
A"z-279 50.4; 
endlich für die Differentialgleichungen: 
dpz-— 0.329 du—5.739 dw — 6.068 du”, 
d(A u) = — 0.0018 du + 0.468 dw — 0.396 du”, 
wo dq in Bogen, d (Aw) dagegen sowie du, du und dw m 
Zeitsecunden ausgedrückt sind. 


20. Caguoli giebt in seiner Trigonometrie eine sehr 
elegante Auflösung grade nicht des hier betrachteten Pro- 
blems, aber doch eines ganz ähnlichen, sodaís sich seine For- 
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meln unmittelbar auf diesen Fall anwenden lassen. Verlangt 

man aufser der Zeit und der Polhöhe auch die Kenntnifs der 

Höhe selbst, so ist die Rechnung nach diesen Formeln von 

Cagnoli noch etwas bequemer als nach den eben gegebenen. 

Fig. 10. 

d Es seien S, S' und S" 

d mis —— 7^ Fig. 10 die drei beobachteten 

7| Sterne. Betrachtet man nun 

das Dreieck zwischen dem Ze- 

nith Z, dem Pole P und dem 

ersten Sterne, so hat man 

| ER nach den Gaufsischen oder 

» | JJ Napierschen Formeln, wenn 

D Se (kb EF p den parallactischen Winkel 
T bezeichnet: 


cos 4 (t -- p) 
cos y (t — p) 
cos 4 (t 4- p) 
= — tang (45° + 10) 
cos 4 (z — p) 
und: (A) 
i sin 4 @— p) en — 18 
tang (p — Äis AT? qum tang (45" — 40) 
sin 4 (t — p) e 
= —H- 45° à). 
EE cotang (45° + 4 ô) 


Betrachtet man nun die Dreiecke PSS', PS'S" und PSS", 
so hat mau ebenfalls nach den Napierschen Formeln, wenn 
man der Kürze wegen setzt: 

=} [PS" 9 — PS 8" 
A! =; IPS" S —PS S") 
FRU cec. 


_ sin Lë 05 nG 
tang A = LG $ cotang 4 (A — A) | 


cotang (459? — 4 ô) 


sin 4 (0"— ô) 1 
tang Al = cos 4 (3 4- 3) cotang 4 A (B) 
x d 
tang A" — sin d — 9) cotang 4 4, | 


cos4( +6) 
wo A und A ganz dieselbe Bedeutung wie vorher haben. 


Da nun: 
p--PSS-—PSS-—yp 
p-rFPSS'—PS'S u 
nt PS S'— PS'S E 
21 
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so findet man leicht, dafs: 
p — At Al A 
p'— A EE EE (C) 
pz A LA A". 
Es ist aber auch: 
sin t:sinp = cos Å : cos Q 
sin (? + A) : sin p' = cos h: cos p, 
also: 
sin  : sin (£+ 4) = sin p : sin p' 
edili: sing +ein CHA) I sin [4 -- A A] -- sin [A 3- 4"— A] 


Daraus folgt: 
tang [t + 4 A] cotang 4 A == tang A" cotang (A — A') 

oder, wenn man für tang A" den Werth ans den Gleichun- 
gen (B) substituit: 
=, 1o » cotang (A — AN). (D) 

Man hat also zuerst aus den Gleichungen (B) die Wer- 
the A, A’ und A" zu berechnen, dann findet man durch die 
Gleichungen (C) und (D) p, p', p" und t und nachher durch 
die Gleichungen (A) q und h. Eine Unbequemlichkeit bei 
diesen Formeln ist die, dals man in Ungewilsheit bleibt, in 
welchen Quadranten man die verschiedenen Winkel zu neh- 
men hat, da alle durch die Tangenten gefunden werden. Man 
kann indessen dabei willkührlich verfahren, mufs aber dann 
180°- £ statt £ nehmen, wenn man für y und h solche Wer- 
the findet, dafs cos y und sinh entgegengesetzte Zeichen 
haben. Ebenso muls man, wenn man für q und h Werthe 
findet, die gróíser als 90" sind, ihren Unterschied von dem 
zunächst liegenden Vielfachen von 180" nehmen. Je nach- 
dem sin und sin gleiche oder entgegengesetzte Zeichen 
erhalten, ist die Polhóhe nórdlich oder südlich *). 

Nach diesen Formeln ist nun die Berechnung des in 
No. 19 gegebenen Beispiels die folgende. Es war: 


tang [t + $4] 


$A-—  59?20'32".55 
Jess — 4 5758.05 
4 (0".— 0) — 4" 0 40", 35. 1 (0"— 0) = — 32° 52' 15". 80 
z (0 — 8) = — 36° 52' 56". 15 
3(0"4-5,—1836 42.35 L(94-8)— 55 29 38.950 
4 (0+ ò) = 51 28 58 .15. 


*) Monatliche Correspondenz Band XIX pag. 89. 
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Damit erhält man: 


A= — 20 2'1".33, Al 84° 49' 4", 07, | A" — 29? 44 16", 52 
be A — A' = — 86? BU 5". 40 
DE EE GE 
t= — 56 18 28.08. 


Um mm o und h zu finden, mülste man die Formeln (A) 
berechnen, die aus dem Dreiecke zwischen Pol, Zenith und 
erstem Sterne hergeleitet sind. Da in demselben aber zu 
kleine Winkel vorkommen, so ist es vortheilhafter, das vom 
zweiten Sterne, dem Pole und dem Zenith gebildete Dreieck 
aufzulösen, mithin die folgenden Formeln zu berechnen: 


tanga (P+ A = 7 neh g (45° 440) 


tang4 (gp — h) == cotang (45° + 4 05. 


Nun ist: 


ein -+ p 


!=t+ 4 = 62° 22' 37", 02 
p = 444" A! = 243° 24 38". 08, 
und hiermit erhält man: 
p= 30° 4'23". 73 
5-149 1 45 .58 
oder, wenn man für h das Complement zu 180° nimmt: 
hes 3058 14 .42, 
fast genau dieselben Werthe, wie sie die vorige Rechnung 
ergab. 


21. Man kann die Cagnolischen Formeln auch leicht 
auf analytischem Wege ableiten, indem man von den drei 
Gleichungen ausgeht, die man für jeden Stern nach den 
Grundformeln der sphärischen Trigonometrie erhält: 

sin À = sin p sin d-+ cos p cos Ò cos t } 
cos h sin p = cos p sin t { (a) 
cos À cos p — sin g cos d — cos p sin Ô cost ! 

sin Ä = sin g sin IL cos cos d cos (t-4- 4) ) 
cos Ah Wo = cos p sin +4) ON 
cos Ä cos p' = sin g cos à! — cos g sin Ó' cos (£-+A) ) 


sin A = sin g sin Lt cos cos Ô” cos (t 4- 4^) l 
cos À sin p— cos p sin (t-- 4) ( (c) 
cos À cos p'— sin p cos" — cos p sin à" cos (t +4’) ! 
Zicht man die erste der Gleichungen (b) von der ersten 
der Gleichungen (a) ab und führt j (0'-4- 0) + a (0 — 9") statt d 
und 4 (8'4 0) —1(0— ð’) statt ö’ ein, so erhält man die 
$9 9 
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vorher in No. 18 gefundene Gleichung (æ). Behandelf- man ` 
auf dieselbe Weise die dritten der Gleichungen (Gr und KA 
so findet man: 
cos A sin À (p'+-p) sin 4 (p'—p) = sin p sin 4 (9-0) sin 4 (9 — 
— eos q sin 4 (04-0) cos 4 (0'— ô) sin (134-7 4) sin 14 
-+ cosg cos | (04-3) sin 1 (0' —) cos (+4 4) 08 4 4, 
und wenn man aus dieser und der Gleichung («) sinp eli- 
minirt, indem man die erstere mit .cos į (0' 4-0), die Gleichung 
(a) mit sin } (ð 9) multiplicirt: 
cos h cos 4 (0 4-8) sin J (p'-Fp) sin 4 (p'—p) = cos sin y (9 — 9) cos (4-14) cos 1 4. (d) 
Subtrahirt man nun die zweiten der Gleichungen (a) und 
(b), so wird: 
cos h cos 4 (p' +p) sin 4 (p'— p) = cos p eos (+4 A) sin 4A, 
mithin erhält man einfach: 
tang 3 (p-4- p) = = 1 uc S 
Aehnliche Formeln E man aus den Verbindungen 
der entsprechenden Gleichungen aus (a) und (c) und (b) und 
(c), die man wegen der Symmetrie der Formeln gleich hin- 
schreiben kann, nämlich: 


cotang 1 A = tang A". 


-— sin (8 — 8) WR ; 

tang 3 (p 4-p) = TETE es? cotang 4 A = tang A 
und tangy (p"+-p')== ty cotang 4 (4'— 4) = tang A 
AAA P cos mouza 1 8^ BT Ge? g 4. 


Addirt man endlich die zweiten der Gleichungen (a) 

und (b), so wird: 
cos A sin 4 (p' p) cos 1 (p'— p) = cos p sin (t+ } A) cos 4 A, 
woraus man in Verbindung mit (d) erhält: 
tang (t + 4 4) = sing TA cotang 4 (p' — p), 
wo Dis SNE ist. 

Nachdem aber für einen Stern ð, t und p bekannt ist, 
so findet man nach den Napier'schen Analogien für die Be- 
rechnung von q und h die folgenden Formeln: 


cos (+ p) wei 
SKI. cotang (45° — 4 à) 

sin 4 (? — p 
unie We CH 


tang 4 (p + 1) = 


tang (45° — 4 ô). 


IV. Bestimmung der Zeit und der Polhöhe durch 
die Beobachtung der Azimute der Sterne. 


22. Beobachtet man die Uhrzeit, zu welcher ein be- 
kannter Stern ein bestimmtes Azimut hat, so läfst sich daraus, 
wenn man die Polhöhe kennt, der Stand der Uhr finden, 
weil man aus der Polhöhe, dem Azimut und der Declination 
des Sterns den Stundenwinkel berechnen kann. Macht man 
die Beobachtung im Meridian, so b4darf man weder der 
Kenntnifs der Polhöhe noch der der Declination, zugleich 
ist die Beobachtung dann am vortheilhaftesten, weil die Aen- 
derung des Azimuts am grölsten ist. 

Differenzirt man aber die Gleichung: 

cotang A sin {= — cos p tang Ò -+ sin p cos t, 
so erhält man oder auch nach der dritten der Formeln (11) 
m No. 9 der Einleitung: 
cos Ah d.A == — sin A sin Adg + cos ĝ cos p. di 
oder da für Beobachtungen im Meridiane: 
sin A = 0, cosp=1 
und: 
h = 90° — g + ô 
ist, wenigstens für Sterne, welche südlich vom Zenith cul- 
miniren: , 
"up Ed, 
050 

Daraus sieht man also, dafs man, um die Zeit durch 
Beobachtung der Sterne im Meridiane zu bestimmen, solche 
Sterne auswählen muls, welche nahe durch das Zenith gehen, 
weil im Zenith der Fehler des Azimuts keinen Einfluls auf 
die Zeitbestimmung hat. 

Ist dann « die Rectascension des Sterns und w die Uhr- 
zeit der Beobachtung, so ist, wenn die Uhr nach Sternzeit 
geht, « — u unmittelbar gleich dem Stande der Uhr gegen 
Sternzeit. Geht aber die Uhr nach mittlerer Zeit, so muls 
man die Sternzeit der Culmination oder die Rectascension 
des Sterns erst in die mittlere Zeit m der Culmination ver- 
wandeln und erhält dann den Stand der Uhr gegen mittlere 
Zeit gleich m — u. 


Für Sterne, welche nicht durch das Zenith gehen, hängt 
nun die Genauigkeit der Zeitbestimmung von der Genauig- 
keit der angenommenen Richtung des Meridians ab. Wenn 
aber der Fehler in der Richtung des Meridians nur klein 
ist, so kann man denselben leicht durch die Beobachtung 
zweier Sterne, von denen der eine nahe am Zenith, der andre 
nahe am Horizonte cnlminirt, bestimmen und den Uhrstand 
von diesem Fehler befreien. Ist nämlich AA das nahe mit 
der Richtung des Meridians zusammenfallende Azimut, in 
welchem man die Sterne beobachtet hat, so werden auch die 
dazu gehörenden Stundenwinkel GO — « und O'— ei kleine 
Grólsen und zwar nach dem Vorigen gleich: 


und: 


Man hat daher für die beiden Sterne, da 6 — 
die folgenden Gleichuugen: 


«+ Nu ist, 


a =u + Au z Sua) y 
cos d 
und: 
= d 
a' =u + Au sin (p — VE ) AA, 
cos d 


aus denen man sowohl AA als auch Au bestimmen kann. 
Ist das Instrument so eingerichtet, dals man nicht nnr in dem 
Azimut AA, sondern auch in dem Azimut 180°- AA beob- 
achten kann, so erhält man AA noch genauer, wenn man 
zwei Sterne auswühlt, von denen der eine dem Aequator, der 
andre dem Pole nahe steht, wcil in der Gleichung für den 
letzteren der Coefficient von AA sehr grofs wird und zugleich 
das entgegengesetzte Zeichen erhält *). 


Beispiel. An dem Mittagsfernrohre der Bilker Stern- 
warte wurden die folgenden Dürkhaänke durch den mittleren 


*) Hierbei ist vorausgesetzt, dafs das Instrument so berichtigt ist, dafs 
die Collimationslinie des Fernrohrs wirklich einen Verticalkreis beschreibt. 
Der Fall, wo dies nicht stattfindet, ist in No. 22 des siebenten Abschnitts 
behandelt. 
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Faden beobachtet, che dasselbe genau in den Meridian ge- 
bracht war: 
a Aurigae 5h6m279.,72 
8 Orionis 58 12.71. 
Da die Reetaseensionen und Declinationen beider Sterne 
die folgenden waren: 
a Aurigae 5h5m33s.25 —+- 45° 50.3 
B Orionis 5717.33 — 8 23.1 
und die Polhöhe gleich 51° 12'. 5 ist, so erhält man die bei- 
den Gleichungen: 
— 5485.47 = Au — 0.13433 AA 
— 55 . 38 = Au — 0.87178 A A, 
dureh deren Auflósung man findet: 


Au — 548.30 
und: 


AA — + 18.23. 


23. Zeitbestimmungen durch Beobachtungen in einem 
bestimmten Azimnte kann man nach Olbers's Vorschlag ein- 
fach durch Beohachtung des Verschwindens der Fixsterne 
hinter senkrechten terrestrischen Gegenständen erhalten. Ein 
solcher Gegenstand mufs natürlich hoch und beträchtlich vom 
Beobachter entfernt sein, damit man das Bild desselben im 
Fernrohr zugleich mit dem des Sterns scharf sieht und das 
Verschwinden plötzlich erfolgt. Ferner muls das Fernrohr, 
dessen man sich zu diesen Beobachtungen bedient, nur eine 
schwache Vergröfserung haben und sich immer genau in der- 
selben Lage befinden. 

Kennt man nun für irgend einen Tag durch andre Me- 
thoden die Sternzeit des Verschwindens des Sterns hinter 
dem senkrechten Objecte, so findet man durch die Beobach- 
tung an einer nach Sternzeit gehenden Uhr an anderen Tagen 
immer unmittelbar den Stand derselben, weil der Stern, so- 
lange er seinen Ort am Himmel nicht ändert, auch alle fol- 
genden Tage zu eben derselben Sternzeit verschwindet. Gre- 
braucht man aber bei diesen Beobachtungen eine nach mitt- 
lerer Zeit regulirte Uhr, so muls man noch auf das Voreilen 
der Sternzeit gegen mittlere Zeit oder auf die sogenannte 
Acceleration der Fixsterne Rücksicht nehmen, indem der 
Stern vermöge derselben an jedem Tage um Op 3” 55°. 909 
früher verschwindet. 
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Aendert sich die Rectascension des Sterns, so wird da- 
durch die Sternzeit des Verschwindens um eben so viel ge- 
ändert, weil man den Stern immer in demselben Azimute, 
also auch in derselben Höhe und demselben Stundenwinkel 
beobachtet. Wenn sich dagegen die Declination ändert, so 
wird dadurch der Stundenwinkel, welchen der Stern m dem 
bestimmten Azimute hat, ein anderer, und man hat nach den 
Differentialformeln in No. 8 des ersten Abschnitts, da dA 
und dg für diesen Fall gleich Null sind: 

dò = cospdh 
cos Ô d i == — sin p dh, 
mithin auch: 


Due dô .tangp. 


cos d 


wo p den parallaetischen Winkel bezeichnet. 

Aendert sich also die Rectascension und Declination des 
Sterns um Ae und A, so ist die neue Sternzeit des Ver- 
schwindens gleich der früheren: 

An ` Adtangp 
15 15 cos? 

So hatte Olbers gefunden, dafs am 6. September 1800 
der Stern à Coronae hinter einer Thurmmauer, deren Azimut 
64° 56' 21". 4 war, nach mittlerer Zeit um 11^ 23" 185. 8, oder 
um 22% 26m 21°, 78 Sternzeit verschwand. Am 12. September 
beobachtete er das Verschwinden um 10% 49" 215, 0. Da nun 
6 x 3™ 55s, 009 gleich 23” 35°.4 ist, so hätte der Stern um 
10% 59m 425.9 verschwinden sollen, es war mithin der Stand 
der Uhr gegen mittlere Zeit gleich + 10" 21°. 9. 


Den 6. September 1801 war: 


-d- 


A« — = 42". 0 
und: 

A9 — — 13". 2, 
und da: 

p 31931 

und: 

ð= 26° 41, 
so war: 

A = — 
cos d 


mithin die ganze Correction + 53". 35 oder 3°. 56. Der Stern 
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d Coronae ınulste also den 6. Septbr. 1801 um 22t 26" 25°. 34 
Sternzeit verschwinden *). 


24. Kennt man die Zeit, so kann man durch die Beob- 
achtung eines bekannten Sterns in einem bestimmten Azimute 
die Polhóhe bestimmen, da man die Gleichung hat: 

cotang A sin = — cos p tang Ô + sin p cos t. 
Durch Differenziren derselben erhält man: 
sin Ad g = — cotang Ad A -+ Ee 
sin A sin A 

Um also die Polhóhe durch Azimutalbeobachtungen mög- 
lichst genau zu bestimmen, nuls man die Sterne immer nahe 
im ersten Verticale beobachten, weil für diesen Fall sin A 
ein Maximum ist. Zugleich mufs man einen solchen Stern 
auswühlen, der nahe durch das Zenith des Beobachtungsortes 
geht, indem dann die Coefficienten von dA und von dt sehr 
klein werden, da: 

cos ĝ cos p = sin p cos h -+ cos p sin 4 cos A. 
Fehler im Azimut und in der Zeit haben also im Zenith kei- 
nen Einflufs; da aber sin p — 1 ist, so wird ein Fehler in der 
zum Grunde gelegten Declination des Sterns genau denselben 
Fehler in der Polhóhe hervorbringen. 

Beobachtet inan nun blos einen Stern in einem bestimm- 
ten Azimute, so muls man dies Azimut selbst kennen. Nimmt 
man aber an, dafs man zwei Sterne beobachtet hat, so hat 
man die beiden Gleichungen: 

cotang 4 sin? = — cos g tang Ô + sin p cos t 
cotang Al sin d = — cos g tang Ó' + sin q cos d, 

Multiplieirt man hier die obere Gleichung mit sin /', die 

untere mit sin L so erhält man: 


(a) 


d . „sin (A'— A) Sd EUM. 
sin? eint ^, ;— 4 = cos p [tang Ó' sin t — tang d sin di 
sin A sin A 
+ sin g sin (t'—4), 
oder da: 
cos Ô sin ? == cos À sin A, 
auch: 
cos À cos H sin (A'— 4) & cos g [cos ô sin Ó' sin 2 — sin Ó cos Ó' sin d 


-+- sin p sin (t — t) cos ô cos à". (d) 
Man führe nun die folgenden Hülfsgröfsen ein: 
sin Lët 9) sin 4 (//.— D=msin M 


; A) 
sin (0 — 0) cos 4 (!— 1) = m cos M. (4) 


*) Zach, monatliche Correspondenz, Band III. pag. 124 sqq. 
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Multiplieirt man die erstere dieser Gleichungen mit 
cos (l -H 0), die andere mit sin | @' -H t), so findet man, 
wenu man die zweite von der ersteren abzieht: 

m sin [X -+ £) — AM] = sin Ö cos Ò sin t — cos Ó' sin Ó sin f. 
Multiplieirt man dagegen die obere Gleichung mit 
cos 4 (t — £), die untere mit sin 1 (t' — £) und zieht die erstere 
von der zweiten ab, so erhält man: 
m sin [$ (/— 2) — M] = — sin 9 cos Ö’ sin (t'—— i). 
Es wird daher aus der Gleichung (b) die folgende: 
cos h cos X sin (A'— A) — m cos q sin [4 (4- 2) — M] 
— m sin g sin [$ G'— Ò — M] cotang d. 

Nimmt man nun an, dafs die beiden Sterne in demselben 
Azimute oder in zwei um 180? verschiedenen Azimuten beob- 
achtet sind, so wird in beiden Fällen sin (4' — A) = 0, mithin: 

, sin[ 2-2 — M. 
tàng p — tang à Se G E 5 = xd 

In diesem Falle braucht man also das Azimut selbst, in 
welchem man beobachtet hat, nicht zu kennen, indem man 
allen aus den Beobachtungszeiten und den Declinationen 
beider Sterne nach den Formeln (4) und (B) die Polhöhe 
berechnen kann. 

Hat man beide Male denselben Stern beobachtet, so wer- 
den die Formeln noch einfacher. Denn da für diesen Fall 
aus der zweiten der Formeln (A) M — 90? folgt, so wird: 
os Litt 
es ^ m 3 SC 

Für den allgemeinen Fall, wo angenommen ist, dafs man 
zwei Sterne in zwei verschiedenen Azimuten beobachtet hat, 
sind die beiden Differentialgleichungen die folgenden: 

cos k dA == sin p dÔ + cos 9 cos pdt — siu h sin Ady 
cos // d.A' — sin p' d Ò + cos Ò' cos p'd t — sin A’ sin A'd g. 

Führt man auch hier den Unterschied der Azimute ein 
und multiplicirt de(shalb die obere Gleichung mit cos A’, die 
untere mit cos k und zieht dieselben von einander ab, so 
erhält man: 

cos h cos A d (LA! — A) = — cos A cos Ô cos pdt- cos h cos à cos p d 
— [sin A eos A sin A’ — sin A cos A sin A] d 
-+- cos h sin p' dó' — cos A sin pd. 

Da nun dt = du + d (Au) und dt zs dal -- d (Nw), wo 

du der bei der Beobachtung der Durchgangszeit begangene 


(B) 


tang p = tang Ô. 
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Fehler und d(Aw) der Fehler des Standes der Uhr ist, so 
erhält man, wenn man diese Werthe für dt und dt substituirt 
und zugleich A’= 180" + A setzt”): 

cos A cos A 
sin (W+ 4) 
cos g cos A sin A cos hl cos q cos A sin A cos A 
ure recti P A ` ———Ó EF, " — "15 WN 

sin (A -+ h) sin (A + A) 

sin p'cos A , ,, sin p cos A’ 


utc c erc ree gi 


sin Adg — cosg cos Ad (Au) = [d (A' — A) — sin p d (v ml 


! 


Daraus sieht man also wieder, daís man am Vortheilhaf- 
testen Sterne im ersten Verticale beobachte. Dann wird 
nämlich der Coefficient von dp ein Maximum und die Feh- 
ler des Standes der Uhr und der beobachteten Durchgangs- 
zeiten werden Null, sodaís im Resultate nur der Unterschied 
der Fehler der beobachteten Uhrzeiten sowie die Grölse, um 
welche der Unterschied der beiden Azimute gröfser oder 
kleiner als 180° war und endlich der Fehler der Declination 
bleiben. Da nun für den Fall, dafs man denselben Stern 
im ersten Verticale im Osten und Westen beobachtet hat, 


h — h und ebenfalls sin p' = — sin p ist, so erhält man: 
dop = % cotang h [d CA'— A) — sin g d (v — u)] +- ed dô, 


oder auch, weil für den ersten Vertical nach No. 26 des er- 
sten Abschnitts 


sin 4 = an B und sin p = ne T 
2 sing cos à 
ist: 
1 ' i ) sin2g 
dg == 4 cotang A [d CA'— A) — sin g d (wu — lt dd. 
sin 2 


Aus dieser Gleichung sicht man wieder, daís es am Vor- 
theilhaftesten ist, wenn man Sterne beobachtet, welche dem 
Zenith so nahe als möglich vorbeigehen, weil dann cotang h 
sehr klein wird, also Fehler m A — A und w' — x nur einen 
sehr geringen Einflufs auf die Polhóhe haben. Der Coeffi- 
cient von dö wird aber in diesem Falle nahe gleich Eins, da 


*) Wenn man nämlich für cos cosp und cosÓ'cosp' die Werthe aus 
den folgenden Gleichungen substituirt : 
cos d cos p = sin g cos Å ~A- cos sin A cos A 
cos d cos p' = sin g cos A/ — cos g sin A cos A. 
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die Declination derjenigen Sterne, welche durch das Zenith 
gehen, gleich q ist. Der Fehler der Declination bleibt also 
in diesem Falle vollständig im Resultate. Handelt es sich 
aber blos darum, den Breitenunterschied zweier Orte zu be- 
stimmen, welche einander so nahe liegen, dafs man denselben 
Stern an jedem der beiden Orte mit Vortheil beobachten 
kann, so erhält man denselben durch den Unterschied der 
beiden nach dieser Methode bestimmten Polhöhen gänzlich 
frei von dem Fehler der Declination *). 


Beispiel. Der Stern / Draconis geht sehr nahe durch 
das Zenith von Berlin. Dieser Stern wurde nun am mittle- 
ren Faden eines auf der Sternwarte im ersten Verticale auf- 
gestellten Passageninstruments beobachtet. Die halbe Zwi- 
schenzeit der Beobachtungen betrug 17» 215.75, es war also: 

E — Ò — 4" 20 26", 25 
ferner: 
Desk re 

Da nun für den Fall, dafs man im ersten Verticale 
beobachtet, + (t -+ 1) — 0 ist, so erhält man aus (C) die ein- 
fache Formel zur Berechnung der Polhóhe: 

un? 
cosa (C — i) 


LA 


tang p — 
wonach man hier findet: 
g — 52° 30' 13". 04. 
Die Differentialformel wird endlich: 
dg = + 0.02310 [d (A' — A) — 0.7934 d (u — w)] + 0.99925 dô. 


25. Beobachtet man zwei Sterne in demselben Vertical- 
kreise, so kann man, wenn man die Polhöhe des Beobach- 
tungsortes kennt, dadurch die Zeit finden, indem man die 


Gleichung hat: 
sin HD = = ein Tt, a], (A) 


*) Hier ist wieder vorausgesetzt, dafs das Passageninstrument soweit be- 
richtigt ist, dafs die Collimationslinie des Fernrohrs einen Verticalkreis be- 
sehreibt. Für den Fall, dafs dies nicht stattfindet, vergleiche No. 26 des 
siebenten Abschnitts. 


"*) Diese Formel für Beobachtungen im ersten Vertical erhält man auch 


ganz einfach durch die Betrachtung des in diesem Falle rechtwinkligen Drei- 
ecks zwischen dem Pole, dem Zenith und dem Sterne, 
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t=u-+Äu—a 
t =w -+Au—a 
und: 
m sin M= siu ('4- Ò) sin X (t! — 1) 
m cos M — sin (0' — 9) cos 4 (z/— 0. 
Da man t'—t, d. h. die halbe Zwischenzeit der Beob- 
achtungen, in Sternzeit ausgedrückt kennt, so findet man 
daraus ! +1, mithin £ und v. 


Die in No. 22 gegebene Differentialgleichung zeigt, dafs, 
wenn man die Zeit durch Azimutalbeobachtungen bestimmen 
will, man die Sterne in der Nàhe des Meridians beobachten 
muís, weil dann der Coefficient von dq ein Minimum, der 
von dt dagegen ein Maximum wird. Das Azimut selbst 
làfst sich ebenfalls durch diese Beobachtungen bestimmen. 
Es ist nämlich: 


cos ô sin t 


tang A = 
P — cos g sin Ô -- siu y cos Ô cos £' 


woraus in Verbindung mit der Gleichung 
sin [1 C+ 0 — M] 


tang p = tang d EE 


sin [43 @— ð — M] 


folgt: 
sin t. sin [$ @ +9 — M] 1 
— sin [5 (— i) — M] H- cos £ sin [3 HA — M] 
Setzt man hier endlich: 
XG'-- 0 — M — t statt 4 (t! — 2) — M, 
so erhält man leicht: 


sin g tang A = 


tang [3 (+4) — M] 
sin p i 
Nimmt man die Zeit in beiden Beobachtungen als gleich 

an, sodals: 


tang A= 


(B) 


ü—t(-—a— d, 
so erhält man durch die Formel (A) die Zeit, wann sich 
zwei Sterne in einem und demselben Verticalkreise befinden. 
Die Oerter von œ Lyrae und « Aquilae für den Anfang 
von 1849 sind z. B. 
a Lyrae a —18h31m47s,75 à = + 38" 38'52".2 
a Aquilae æ = 19 43 23.43 ð —=+ 8 2830.5. 
Es ist also: 
t'— i= — 1h 41m 358, 68 =— 17° 53 55". 2, 
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Nimmt man daher für die Polhöhe 52° 20 16" an, so 

erhält man: 
M == 192° 55'53". 0 
l(—D0—M-158 79.4 
und findet damit: 
4 (+ 0 — M == 142° 35' 38". 6, 
also: 
1 (044-1) = — 24° 28' 28". 4 
= — {h 37m 538,9 
und: 
t= — Ab 2m 65,4, de — 2h 13m 418,7. 

Die Sternzeit, zu welcher sich beide Sterne unter der 
Polhóhe von 52° 30' 16" in einem Verticalkreise befinden, 
ist also: 

O = 17h 29m 428, 

Bemerkt man nun den Augenblick, wo irgend zwei 
Sterne in einem Verticalkreise stehen, wozu man nur die 
Bedeckung der beiden Sterne durch einen senkrecht herab- 
häugenden Faden zu beobachten braucht, so kann man also 
immer eine wenigstens beiläufige Zeithestimmmng machen, 
wenn man die Zeit nach dem Vorigen aus den bekannten 
Oertern der Sterne und der Polhöhe berechnet. Bequem für 
die Beobachtung ist es, als einen der Sterne den Polarsteru 
zu wählen, weil dieser seinen Ort langsam ändert. 


V. Bestimmung des Winkels zwischen den Meridianen 
zweier verschiedenen Orte auf der Erdoberfläche oder 
des Unterschiedes ihrer geographischen Längen. 


26. Kennt man die Zeiten, welche Beobachter an ver- 
schiedenen Orten der Erdoberfläche in emem und demselben 
Augenblicke zählen, so ist dadurch an jedem Orte der Stun- 
denwinkel des Frühlingspunkts gegeben. Der Unterschied 
dieser beiden Stundenwinkel oder der Unterschied der an 
beiden Orten in demselben Augenblicke beobachteten Zeiten 
ist aber gleich dem Bogen des Acquators, welcher zwischen 
den Meridianen beider Orte enthalten ist oder gleich dem 
Unterschiede ihrer geographischen Längen und da die täg- 
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liche Umdrehung der Himmelskugel von Osten nach$W esten 
vor sich geht, so liegt ein Ort, dessen Zeit in einem bestimm- 
ten Augenblieke hinter der eines andern Ortes zurück ist, 
westlich von diesem Orte, östlich dagegen, wenn seine Zeit 
der des andern Ortes voraus ist. Als ersten Meridian, von 
welchem aus man die übrigen nach Osten und Westen zu 
rechnet, wählt mau gewöhnlich den Meridian einer Stern- 
warte, z. D. den vou Paris oder von Greenwich. In der Geo- 
graphie zählt man dagegen die Längen vom Meridiane von 
Ferro ab, dessen westliche Länge von Paris 20° 0' oder 1? 20" 
beträgt. 

Zur Angabe eines und desselben Zeitmoments an ver- 
schiedenen Orten der Erde bedient man sich entweder künst- 
licher Signale, oder der Beobachtung solcher himmlischer 
Erscheinungen, welehe für alle Orte der Erde in demselben 
Augenblicke eintreffen. Dergleichen Erscheinungen sind er- 
stens die Moucdfinsternisse. Denn da der Mond bei einer 
Verfinsterung in den Schattenkegel der Erde tritt, also das 
Sonnenlicht ihm wirklich entzogen wird, so werden Anfang 
und Ende einer solchen Finsternils, sowie die Ein- und Aus- 
tritte der einzelnen Flecken von allen Orten der Erde aus 
in demselben absoluten Augenblicke gesehen, weil die Zeit, 
welche das Licht braucht, um den Halbmesser der Erde zu 
durchlaufen, unmerklich ist. Dasselbe ist der Fall mit den 
Verfinsterungen der Jupiterssatelliten. 

Diese Phänomene wären nun schr bequem zur Bestim- 
mung der Längenunterschiede, weil diese unmittelbar gleich 
den Unterschieden der Beobachtungszeiten an den verschie- 
denen Orten der Erde sind, wenn sich nur das Eintreffen 
derselben mit grófserer Schärfe beobachten liefse. Da aber 
der Sehatten der Erde auf der Mondoberfliche immer nur 
sehr schlecht begrenzt erscheint, sodaís die Beobachtungsfeh- 
ler hier eine Zeitminute und mehr betragen, und ebenso die 
Ein- und Austritte der Jupiterssatelliten auch niemals plötzlich 
erscheinen, also auch nicht mit vollkommener Schärfe beobach- 
tet werden können, so werden diese Phänomene in jetziger 
Zeit fast gar nicht mehr zur Längenbestimmung angewandt. 
Will man sich aber der Verfinsterungen der Jupiterstraban- 
ten zu diesem Zwecke bedienen, so ist es durchaus erforder- 
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lich, dafs die Beobachter an beiden Orten mit gleich starken 
Fernröhren versehen sind, und dafs sie eine gleich grofse 
Anzahl von Ein- und Austritten und zwar nur des ersten 
Trabanten, dessen Bewegung um den Jupiter am schnellsten 
ist, beobachten und aus den einzelnen erhaltenen Bestimmun- 
gen des Längenunterschiedes das arithmetische Mittel nehmen. 
Man wird indessen auch bei diesen Vorsichtsmaafsregeln nie 
auf ein sehr genaues Resultat hoffen können. 

Benzenberg hat die Beobachtungen des Verschwindens 
der Steruschnuppen zur Bestimmung des Längenunterschie- 
des vorgeschlagen. Diese Phänomene lassen sich nun zwar 
mit grolser Genauigkeit beobachten, sie haben indessen wie- 
der den Nachtheil, dafs man nicht vorher weils, wann und 
in welcher Gegend des Himmels eine Sternschnuppe erscheint. 
Wenn man also auch an beiden Orten eine grolse Anzahl 
von Sternschnuppen beobachtet, wird man doch unter den- 
selben nur wenige identische, zu deren Auffindung man über- 
dies schon eine genäherte Kenntnifs des Längenunterschiedes 
nöthig hat, erhalten. 

Sehr genaue Längenunterschiede findet man durch die 
Beobachtung von künstlichen Signalen, welche man durch 
die plötzliche Entzündung einer Quantität Pulver giebt. Wie- 
wohl diese Methode nur auf Orte anwendbar ist, deren Ent- 
fernung von einander nicht mehr als etwa zehn Meilen be- 
trägt, so kann man doch auch auf diese Weise durch die 
Verbindung mehrerer Signale Längenunterschiede von ent- 
fernteren Orten bestimmen. Es seien nämlich A und B die 
beiden Orte, deren Längenunterschied |! man finden will, 
und A,, Ay, A, etc. dazwischen liegende Orte, deren unbe- 
kannte Längenunterschiede respective l, l, l ete. sein mö- 
gen*). Werden dann an den Orten A,, As, As, etc. Signale 
zu den Ortszeiten fi, tz, fe etc. gegeben, so sieht der erste 
Ort A das Signal von A, zur Zeit t, — I, = O, der Ort A, 
dagegen zu der Zeit t, -+ l, = O,. Ferner sieht der in A, 
befindliche Beobachter das in A, gegebene Signal zu der 
Zeit t, — l = €, der in A, stehende dagegen dasselbe Signal 
zu der Zeit t, -+ l, = O,, etc. Da aber die gesuchte Längen- 


*) Sodafs A, — A zz 1, A, — A =l, ete. 
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differenz ! der beiden üufsersten Punkte gleich Ll, 4... +1, 
ist, wenn der letzte Signalort A4. | ist, oder: 


" l= (0, — 0) + (G5 — 05) + (0, — 0) ete., 
so ist also: 


l= O, 1—(0,.28— ll Al (04, — 0,) — 0. 

Man braucht daher auf den inneren Stationen, wo die 
Signale beobachtet werden, keine Zeitbestimmungen zu ma- 
chen, sondern hat nur den Gang der Ubr zu kennen nóthig. 
Nur für die beiden äufsersten Orte, deren Längenunterschied 
bestimmt werden soll, ist eine genaue Zeitbestimmung erfor- 
derlich. 

Statt der Pılverblitze bedient man sich noch besser des 
von Gaufs erfundenen Heliotrops, eines Instruments, vermit- 
telst dessen man das Sonnenlicht nach einem entfernten Beob- 
achter hin reflectiren kann. Hat man dann das Heliotrop 
auf den anderen Beobachter gerichtet, so giebt das plótzliche 
Verdecken desselben ein Signal ab. 

Ist man im Besitze einer guten tragbaren Uhr, so kann 
man durch unmittelbare Uebertragung der Zeit von einem 
Orte zum andern den Längenunterschied erhalten, indem 
man zuerst an dem einen Orte den Stand und Gang der 
Uhr bestimmt, dann die Uhr nach dem andern Orte über- 
trägt und daselbst wieder eine Zeitbestimmung macht. Hat 
man nämlich am ersteren Orte den Stand der Uhr gleich Au 


d. Au 
dt 

: . d. Au 
so wird der Stand der Uhr nach a Tagen gleich Au+a — ar 
sein. Findet man nun für die von der ersten Beobachtungs- 
zeit a Tage entfernte Zeit w durch Beobachtungen an dem 
andern Orte den Stand der Uhr gleich Aw, so hat man, 
wenn man mit ZI die östliche Länge des zweiten Beobach- 
tungsortes vom ersten bezeichnet, die Gleichung: 


De EN a=u-+ Au, 


beobachtet und bezeichnet man den täglichen Gang mit 


also 
d.Au 
ne A 
di 
Dabei ist nun vorausgesetzt, dafs die Uhr in der Zwi- 
schenzeit der beiden Beobachtungen genau denselben Gang 


beibehalten hat. Da dies aber in aller Strenge selten oder 
RR 
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nie der Fall sein wird, so muís man, wenn man die Länge 
durch diese Methode genau bestimmen will, nicht blos eine 
Uhr von einem Orte zum andern übertragen, sondern deren 
so viele als möglich und nachher aus den durch jede Uhr 
gefundenen Länenunterschieden das Mittel nehmen. Auf 
diese Weise bestimmte man den Längenunterschied verschic- 
dener Sternwarten z. B. der in Pulkowa und der in Green- 
wich. Ebenso findet man auf diese Weise die Länge zur 
See durch Chronometer, deren Gang und Stand gegen die 
Zeit eines Hafens man vor der Abreise feststellt. 


27. Die bei Weitem genaueste Methode der Längen- 
bestimmung ist die mittelst des electrischen Telegraphen, 
wenn man nämlich statt der vorher erwähnten künstlichen 
Signale von einer Station zur andern telegraphische Signale 
sendet. Da diese sich ebenso beobachten lassen wie die vor- 
her erwähnten, so kommt diese Methode mit einigen der im 
Vorigen erwähnten überem und würde auch keinen weitern 
Vortheil als die leichte Anwendung haben. Aber m Verbin- 
dung mit dem Chronograph übertrifft die Methode alle übri- 
gen bei Weitem an Genauigkeit. Dies ist ein Instrument, 
welches einem in der Regel um einen Cylinder gespannten 
Papiere durch die Umdrehung des Cylinders um die Axe 
mittelst eines Uhrwerks cine gleichfórmige Bewegung giebt, 
und dabei zugleich einen Schreibapparat in einer zur Bewe- 
gung des Papiers senkrechten Richtung langsam darüber fort- 
führt, sodafs die auf dem Papier aufliegende Schreibfeder 
bei jeder Umdrehung des Cylinders über cine andere Stelle 
des Papiers fortgeht. Ist die Bewegung des Schreibapparats 
ebenfalls gleichförmig, so beschreibt die Feder also eine Spirale, 
die, wenn das Papier von dem Cylinder entfernt wird, sich 
als ein System paralleler Linien zeigt. Der Schreibapparat ist 
nun mit einem Electromagueten in Verbindung und zwar so, 
dafs, wenn der Strom für einen Augenblick geöffnet und der 
Anker von dem Magneten durch eine zu dem Zwecke an- 
gebrachte Feder losgerissen wird, die Schreibfeder auf dem 
Papiere eine deutliche Marke macht. Ist nun der den Elec- 
tromagneten umkreisende Strom auf solche Weise mit emer 
Uhr in Verbindung, dafs das Pendel durch irgend eine me- 
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chanische Vorrichtung den Strom bei jedem Schlage öffnet, 
so wird dadurch jede Secunde der Uhr auf dem Papiere be- 
zeichnet werden, und wenn, wie dies immer der Fall ist, die 
Umdrehung des Cylinders in emer Minute vollendet wird, 
so würde man bei der Abnahme des Papiers eine Reihe von 
Linien finden, auf deren jeder sechzig Seeundenmarken sind, 
so dafs die denselben Secunden entsprechenden Zeichen in 
den verschiedenen Minuten senkrecht unter einander liegen. 
Wenn man dann zucrst den Strom eine Zeitlang geöffnet hat 
und denselben bei einer gewissen Minute vor dem Schlage 
der Secunde O sehliefst, so würde die erste Seeundenmarke 
anf dem Papier dieser Secunde der Uhr entsprechen, und 
man kann danach leicht die einem jeden Zeichen entsprechende 
Secunde der Uhr finden. Ist aufser der Uhr auch ein Schlüs- 
sel in der Nähe des Instruments in den Strom eingeschaltet, 
und giebt der Beobachter m dem Augenblicke, wo derselbe 
emen Stern am Faden des Instruments sicht, ein Signal durch 
augenblickliches Oeffnen des Schlüssels, so wird auch da- 
durch eine Marke auf dem Papier gemacht, und die Zeit der 
Beobachtung kann leicht durch die Messung der Entfernung 
dieser Marke von der nächsten Secundenmarke mit grofser 
Schärfe bestimnt werden. 

Wenn nun der Strom auch nach emer andern Stern- 
warte, deren Länge man bestimmen will, gcht und auch dort 
ein Schlüssel in der Nähe des Instruments in den Strom ein- 
geschaltet ist, so würden auch die Signale des Beohachters 
auf dieser Station auf dem Chronograph markirt werden, und 
wenn diese Signale beim Durchgange desselben Sterns durch 
die Fáden beider im Meridian aufgestellten Instrumente ge- 
geben werden, so würde der Unterschied der Zeiten der bei- 
den Beobachtungen auf dem Papiere des Chronograph ge- 
messen, und wegen der Abweichungen der Fäden der beiden 
Instrumente vom Meridian und wegen des Ganges der Uhr 
in der Zwischenzeit der Beobachtungen verbessert, gleich dem 
Längenunterschiede der beiden Orte sein. 

Da der clectrische Strom, wenn derselbe grofse Strecken 
durchläuft, nur schwach ist, so läfst man diesen Hauptstrom, 
in den die Schlüssel der beiden Beobachter eingeschalten sind, 
nicht unmittelbar den Electromagneten des Chronograph um- 
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kreisen, sondern benutzt denselben auf jeder Station nur zum 
Oefinen eines Uebertragers (Relée), durch welchen der auf 
den Electromagneten des Chronograph wirkende Localstrom 
geöffnet und geschlossen wird. 

Ist dann auf jeder Sternwarte em Chronograph und die 
Uhr der Sternwarte in dem Localstrom, so werden auf jeder 
Sternwarte die Signale der beiden Beobachter und die Secun- 
den der Localuhr registrirt, und jeder Stern giebt also durch 
jeden der beiden Chronographen eine Längenbestimmung, wenn 
die abgelesenen Zeiten wegen des Ganges der Localuhr und 
wegen der Abweichungen der Instrumente vom Meridiane in 
jeder Beobachtung verbessert sind. Diese auf den beiden 
Stationen gefundenen Längenunterschiede sind aber nicht voll- 
kommen gleich; da nämlich die Geschwindigkeit der Electri- 
eität nicht unendlich groís ist, so wird, wenigstens wenn die 
Stationen weit entfernt sind, eine kleine, mefsbare Zeit ver- 
fliefsen, bis das am östlichen Orte A gegebene Signal am 
westlichen Orte B anlangt; die in B registrirte Zeit des Signals 
wird daher einer Zeit entsprechen, wo der Stern in dem Me- 
ridiane eines etwas westlich von A gelegenen Ortes war. 
Der in B registrirte Längenunterschied wird daher um die 
Zeit zu klein gefunden, in welcher die Electrieität die Ent- 
fernung von A nach B durchläuft. Dieselbe Zeit wird aber 
bei dem von B nach A gegebenen Signale verfliefsen und die 
in A registrirte Zeit des Signals wird der Zeit entsprechen, 
wo der Stern in dem Meridiane eines etwas westlich von B 
gelegenen Ortes war; der in A registrirte Längenunterschied 
wird daher um die Fortpflanzungszeit des Stroms zu grofs 
gefunden. Das Mittel der an beiden Orten registrirten* Län- 
genunterschiede ist also von dieser Zeit frei, wührend die 
halbe Differenz der beiden (wenn man die in B gemachte 
Registrirung von der in A gemachten abzieht) gleich dieser 
Fortpflanzungszeit ist. 

Ein einziger Stern, auf diese Weise beobachtet, giebt 
schon ein Resultat, welches genauer ist als eine einzelne, 
durch eine andre Methode erreichte Längenbestimmung, und 
da man die Anzahl der beobachteten Sterne beliebig vermeh- 
ren kann, so kann man die Genauigkeit aufs Höchste treiben, 
wenn man nur darauf sicht, dafs die Fehler dev Instrumente 
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mit gleicher Genauigkeit bestimmt sind. Da man dieselben 
Sterne an beiden Orten beobachtet, so ist der Lüngenunter- 
schied von den Oertern der Sterne ganz unabhängig. 

Wenn die Entfernung zwischen den beiden Stationen 
grofs ist, so kann man sich nicht immer auf den Strom ver- 
lassen, und da dann leicht eine grofse Anzahl von Deobach- 
tungen verloren gehen kónnen, so ist es besser, die Methode 
so abzuäudern, daís man für eine kurze Zeit, z. B. zu An- 
fang und beim Schlusse der Beobachtungen, die Uhren in 
den Hauptstrom emschaltet, sodafs die Secunden beider Uh- 
ren auf den Chronographeu der beiden Stationen registrirt 
werden. Wird dann auf jeder Sternwarte der Strom bei ei- 
ner runden Minute geschlossen, nachdem er wenige Secun- 
den geöffnet war, sodaís man die Uhrzeiten kennt, welchen 
die verschiedenen Secundenzeichen auf dem Chronograph ent- 
sprechen, so giebt jede notirte Secunde eine Vergleichuug 
der beiden Uhren, aus denen allen man das Mittel nimmt. 
Diese auf beiden Stationen erlangten Uhrvergleichungen sind 
wieder um die doppelte Fortpflanzungszeit des Stroms ver- 
schieden, die sich aus den Uhrvergleichungen mit noch grö- 
fserer Sicherheit bestimmen lassen wird. Schon wenige sol- 
cher Vergleichungen der Uhren werden m der Regel genügend 
sein, da schon die Genauigkeit einer einzelnen Vergleichung 
gewöhnlich der Sicherheit der Uhrstände gleichkommen wird. 
Sicher werden wenige Minuten für diese Uhrsignale genü- 
gen, und der eigentlich telegraphische Theil der Operation 
wird somit auf wenige Minuten am Anfange und am Schlufs 
der Beobachtungen beschränkt sein. Nachdem die Uhrver- 
gleichungen gemacht sind, wird die Uhr und der Beobach- 
tungsschlüssel auf jeder Sternwarte in den Localstrom ein- 
geschaltet und der Stand der Uhr von jedem Beobachter 
bestimmt. Werden die Uhrstände dann im gehörigen Sinne 
an die Uhrvergleichungen angebracht, so ergiebt sich der 
Längenunterschied. Bei der Bestimmung der Uhrstände ist 
es auch wieder zweckmälsig, wenn die Beobachter dieselben 
Sterne benutzen, damit die Bestimmung der Länge von dem 
Fehler der Rectascensionen der Sterne unabhängig ist. 

Aufser den Fehlern, die von ciner unrichtigen Annahme 
der Fehler des Iustruments in dem Längenunterschiede er- 
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zeugt werden, ist das gefundene Resultat auch noch abhän- 
gig von der relativen Schnelligkeit, mit welcher die Beob- 
achter ein gegebenes Ereignifs auffassen, oder der persón- 
lichen Gleichung der beiden Beobachter. Dieser Fehler 
ist aber nicht der Methode eigenthümlich, sondern wirkt auch 
bei den andern Methoden und zwar in noch grölserem Maafse 
ein. Bei dieser Methode hängt der Fehler von der Zeit ab, 
welche bei jedem Beobachter verfliefst zwischen der Zeit, 
wenn die Netzhaut des Auges einen Eindruck erhält, und 
der Zeit, wo der Beobachter sich des Eindrucks bewulst wird 
und in Folge dessen den Schlüssel andrückt. Ist diese Zeit 
bei beiden Beobachtern dieselbe, so wird das Resultat der 
Längenbestimmung offenbar dadurch nicht geändert; ist da- 
gegen die Zeit ungleich oder die persönliche Gleichung nicht 
Null, so wird auch die Längenbestimmung nach der vorigen 
Methode um den vollen Betrag dieser Gleichung unrichtig. 
Man kann indessen den hieraus entstehenden Fehler vollkom- 
men eliminiren (wenigstens wenn man annimmt, dafs die per- 
sönliche Gleichung sich nieht ändert), wenn dieselben Beob- 
achter eime andre Lüngenbestimmung machen, nachdem sie 
ihre Stationen vertauscht haben; der Unterschied der beiden 
Längenbestimmungen ist dann die doppelte persönliche Glei- 
chung und das Mittel der beiden frei von derselben. Die 
Beobachter kónnen aber auch die persónliche Gleichung be- 
stimmen, wenn sie an einem Orte zusammenkommen und 
Durchgänge an demselben mit mehreren Fäden versehenen 
Instrumente beobachten, sodaís der eine Beobachter zuerst 
eine gewisse Anzahl von Fäden, der andre Beobachter die 
übrigen Fäden beobachtet. Reducirt man dann die beobachte- 
ten Zeiten auf den Mittelfaden des Instruments (Abschn. VII 
No.20), so wird sich in den Resultaten der beiden Beobachter 
für verschiedene Sterne ein Unterschied zeigen, der gleich der 
persönlichen Gleichung ist. Man ändert dann die Beobach- 
tungen noch so ab, dals nun der zweite Beobachter zuerst 
die ersten Fäden, nachher der erste Beobachter die übrigen 
Fäden beobachtet, wo sich die Abweichung nn entgegenge- 
setzten Sinne zeigt. Nimmt man dann aus allen beobachte- 
ten Abweichungen das Mittel, so erhält man die persönliche 
Gleichung auch frei von etwaigen Fehlern in den zur Reduc- 
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tion auf den Mittelfaden angenommenen Fädendistanzen. Nach- 
dem so die persönliche Gleichung bestimmt. ist, bringt man 
dieselbe an den beobachteten Längenunterschied an. Beob- 
achtet der östliche Beobachter um a später als der west- 
liche, hat man daher die persönliche Gleichung 0 — W — ra, 
so ist die gefundene Lüngendifferenz um so viel zu klein, 
und man muls daher a zur Längendifferenz addiren. 

Beispiel. Am 29. Juni 1861 wurde eine Längenbe- 
stimmung zwischen den Sternwarten zu Ann Arbor im Staate 
Michigan und Clinton im Staate New York gemacht, und aus 
126 auf beiden Chronographen registrirten Uhrvergleichungen 
gefunden: 


in Ann Arbor 43h 59m35 0 Clinton Uhrzeit = 19^ 589295,56 Ann Arbor Uhrzeit, 
in Clinton 13 59 3 .0 x 5 100052081) " ^ 


Die Uhr in Clinton ging nach mittlerer Zeit und die 
Reduction auf Clintoner Sternzeit war für die gegebene Zeit 
-+ 65 33% 465.07, während der Stand der Uhr in Ann Arbor 
gegen Steruzeit + 1" 15. 87. war. Danit folgt also nach dem 
Chronograph in Ann Arbor: 

20h 32" 495.07 Clinton Sternzeit — 19559 313.43 Ann Arbor Sternzeit, 
und nach dem Chronograph in Clinton: 
20h 32m 405.07 Clinton Sternzeit = 19h59m 315.27. 

Es wird mithin der Längenunterschied nach den Able- 

sungen zu Ann Arbor: 
33m 175. 64, 
und nach denen zu Clinton: 


33m 475,80, 
oder im Mittel 33m 4175. 72. 


Die persönliche Gleichung in diesem Falle war P— B 
— 4-0*.04, und da P der östliche Beobachter war*), so 
wird der verbesserte Lüngenunterschied 33" 17° ,76. 

Anm. Die Beobachtungsmethode mittelst des Clronographen wird ge- 
wöhnlich die amerikanische genannt, da sie von Amerikanern erfunden ist, 
Die Idee dazu rührt von Sears C. Walker und William Bond her, die daher 
als die Erfinder angesehen werden müssen, obwohl Mitchel das erste Instru- 
ment zur Registrirung der Beobachtungen wirklich vollendete. 

28. Aulser den Beobachtungen von natürlichen oder 
künstlichen Signalen, die an den Orten, deren Längenunter- 


*) Dr. Peters beobachtete zu Clinton, der Verfasser za Ann Arbor. 
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schied bestimmt werden soll, zu gleicher Zeit geschen wer- 
den und der Zeitübertragung durch Uhren bedient mau sich 
zur Lüngenbestimmung auch solcher Phänomene am Himmel, 
welche zwar nicht für alle Orte der Erde im demselben Zeit- 
momente eintreffen, die man aber auf em und dasselbe Zeit- 
moment so reduciren kann, dals durch diese Reduction weiter 
kein Fehler hervorgebracht wird. Die Bestimmung der Länge 
durch solche Phänomene ist besonders vortheilhaft, weil dic- 
selben der Art sind, dafs sie sich mit grofser Schärfe beobach- 
ten lassen und weil sie zugleich für einen grofsen Theil der 
Erde sichtbar sind, sodal dadurch die Lüngenunterschiede 
von sehr entfernten Orten bestimmt werden kónnen. Solche 
Phänomene sind nun die Dedeckungen der Himmelskörper 
unter einander, also Bedeckungen von Fixsternen und Pla- 
neten durch den Mond, Sonnenfinsternisse und Vorübergänge 
des Mercur und der Venus vor der Sounenscheibe. Da alle 
diese Himmelskörper mit Ausnahme der Fixsterne eiue Pa- 
rıllaxe haben, die namentlich beim Monde sehr beträchtlich 
ist, also Deobachtern an verschiedenen Orten der Erdober- 
fläche in demselben absoluten Zeitmomente au verschiedenen 
Orten der IHimmelskugel erscheinen, so werden die Dedeckun- 
gen derselben oder die Berührungen ihrer Ränder für ver- 
schiedene Orte nicht gleichzeitig eintreffen. Es bedarf also 
in diesem Falle einer Correction der Beobachtungen wegen 
der Parallaxe, indem man die Zeit keunen muls, zu welcher 
die Himmelskörper einander bedeckt hätten, wenn dieselben 
keine Parallaxe gehabt hätten oder vielmehr, wenn dieselben 
vom Mittelpunkte der Erde aus beobachtet wären. 

Man hat also zuerst die Längen- nnd Breitenparallaxen 
sowie den scheinbaren Halbmesser der beiden Gestirne für 
die Zeit der beobachteten Ein- oder Austritte zu berechnen 
(oder auch die Parallaxe in Rectascension und Declination, 
wenn man lieber diese Coordinaten anwenden will) Dann 
erhält man im dem Dreiecke zwischen dem Pole der Ecliptic 
und den Mittelpunkten beider Gestirne. in welchem die drei 
Seiten (nämlich die scheinbaren Ecliptic - Poldistanzen beider 
Gestirne und die Summe oder Differenz ihrer Halbmesser) 
bekannt sind, den Winkel am Pole d.h. den Unterschied 
der scheinbaren Längen beider Gestirne zur Zeit der Beobach- 
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tung, woraus man durch Anbringung der Längenparallaxen 
den vom Mittelpunkte der Erde gesehenen Lüngenunterschied 
beider Gestirne für die Zeit der Beobachtung findet. Aus 
der Größe dieses Winkels und der bekannten relativen Ge- 
schwindigkeit beider Gestirne erhält man dann die Zeit der 
wahren Conjunction d. h. die Zeit, wann die beiden Gestirne 
vom Mittelpunkte der Erde aus geschen dieseibe Länge hatten 
und zwar ausgedrückt in Zeit des Beobachtungsortes. Jat 
man nun auch an einem andern Orte eine Bedeckung beider 
Gestime oder eine Berührung ihrer Ränder beobachtet, so 
erhält man auf dieselbe Weise die Zeit der wahren Conjunc- 
tion in Zeit dieses Ortes ausgedrückt. Der Unterschied bei- 
der Zeiten ist dann der Unterschied der geographischen Län- 
gen der beiden Orte. 

Wenn nun die Zeiten der Berührungen an beiden Orten 
vollkommen genau beobachtet wären, so würde man auf diese 
Weise eine genaue Lüngenbestimmung erhalten, wenn die 
Data, welche man zur Reduction auf den Mittelpunkt der 
Erde anwendet, ganz genau waren. Da dieselben indessen 
immer kleinen Fehlern unterworfen sind, so muls man noch 
den Eiuflufs derselben auf das Resultat bestimmen und diese 
Fehler selbst durch die Combination der Beobachtungen zu 
eliminiren suchen. 

Dies ist die ältere Methode, deren man sich früher im- 
mer bediente, um den Längenunterschied der Orte aus Beob- 
achtungen von Verfinsterungen herzuleiten. Jetzt verfährt man 
auf etwas andre Weise. Indem man nämlich von der Glei- 
chung ausgeht, welche die Bedingung der Berührung der 
Ränder der beiden Gestirne ausdrückt und nur geocentrische 
Grófsen enthält, entwickelt man eine andre Gleichung, deren 
unbekannte Gröfse die Conjunctionszeit oder, da man diese 
selbst nicht zu kennen braucht, unmittelbar der Längenun- 
terschied ist. 


29. Man sieht die Ränder zweier Gestirne in Berührung, 
wenn das Auge sich in der beide Gestirme einhüllenden 
krummeu Fläche befindet. Da nun die Ihimmelskórper so 
nahe kugelförmig sind, dafs man auf die kleine Abweichung 
von der Kugelgestalt hier keine Rücksicht zu nehmen hat, 
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so wird die einhtillende Fläche die Oberfläche eines geraden 
Kegels sein und zwar wird es immer zwei einhüllende Dop- 
pelkegel geben, indem die Spitze des einen zwischen beiden 
Gestirnen, die des andern, vom grölseren Gestirne aus gerech- 
net, jenseits des kleineren liegt. Befindet sich das Auge in 
der Oberfläche des ersteren Kegels, so sieht man die äufsere 
Berührung der beiden Gestirne, im anderen Falle die innere. 

Die Gleichung des geraden Kegels wird nun am ein- 
fachsten, wenn man dieselbe auf ein rechtwinkliges Axensy- 
stem bezieht, von welchem die eie Axe mit der Axe des 
Kegels selbst zusammenfällt. Ist dann der Kegel ein solcher, 
dessen Durchschnitte senkrecht auf die Axe Kreise sind, so 
ist die Gleichung der Oberfläche desselben bekanntlich: 

zial — (e — 2)! tang ti, 
wo c die Entfernung der Spitze des Kegels von der Grund- 
fläche der Coordinaten bezeichnet und f der Winkel ist, wel- 
chen die Axe des Kegels mit einer Seitenlinie desselben 
macht. 

Man muís nun die Gleichung desjenigen Kegels suchen, 
welcher die beiden Gestirne einhüllt und zwar bezogen auf 
ein Áxensystem, dessen eine Axe durch die Mittelpunkte der 
beiden Gestirne geht. Setzt man dann in dieser Gleichung 
statt der unbestinmten Coordinaten x, y, 3 die Coordinaten 
eines Erdorts, auf dasselbe Axensystem bezogen, so erhält 
man die Grundgleichung der Theorie der Finsternisse. Zu 
dem Ende muís man zuerst die Lage der geraden Linie be- 
stimmen, welche die Mittelpunkte der beiden Gestirne ver- 
bindet. Ist aber a uud d die Rectascension und Declination 
desjenigeu Punktes, in welchem der Mittelpunkt des entfern- 
teren Gestirus vom Mittelpunkte des näheren aus gesehen 
wird, oder in welchem die durch die Mittelpunkte beider Ge- 
stirne gehende gerade Linie die scheinbare Himmelskugel 
triflt, G die Entfernung beider Gestirne, bezeichnen ferner o, à 
und A die geocentrische Rectascension, Declination und Ent- 
fernung des näheren Gestirns, c, ð und A dasselbe für das 
entferntere, so hat man die Gleichungen: 


G cos d cos a = Al cos d cos à! — A cos Ò cos a 
G cos d sin a = A cos ó' sin « — A cos à sin o 
G sin d = A sin ð — A sin Ô, 
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oder: 
G cos d cos (a — @) = N cos Ó' — A cos Ô cos (a — a) 
G cos d sin (a — a’) = — A cos à sin (a — ci 
G sin d= A sin Ò — A sin ô. 
Wählt man den Aequatorealhalbmesser der Erde als 
Einheit, so muís man, wenn A und A' in Theilen der halben 


grofsen Axe der Erdbahn ausgedrückt sind, jetzt —"—;. 


1 ' ; 

und -, , statt A und A nehmen, wo æ die Horizontal- 
sin 

Aequatorealparallaxe des nähern und z' die mittlere ITorizon- 


tal-Aequatorealparallaxe für das entferntere Gestirn bezeich- 
nen, und erhält dann: 


: sin 7t - 
sin zv G cos d cos (a — a’) = A. ; cos ð — cos à cos (a — o) 
sin zt 
sin m G cos d sin (a — a’) = — cos Ô sin (a — el 
e g Sin? , d 
sin z G sin d = \ ———, sin di — sin à, 
sin zt 


Da nun auch: 
3 ; , Fine d 
sin zt G cos d = A — - , cos d' cos (a — a) — cos Ò cos (a — a) ; 
sinz 
so hat man: 
sin al oos d 


H D 
no — y Sin (a — a 
A'sinz cos f ( ) 


tang (a — a') = — — ur EET = 
NE o ROG 
und: 
DAT. ae — d 
tang (d — f) = A BUU NM SS 
sin st R 
iss GE 


: H 
- H Bin 7E H DH ü . 
Da für Sonnenfinsternisse nm eine kleine Gröfse ist, 


so erhält man hieraus nach Formel (12) in No. 11 der Ein- 
leitung: 


;, sinr  cosÓ - 
ama — ,,— 0 (ll) 
Asinz coso (A) 
jin ge’ 
des di — E De) 
und, wenn man setzt: 
; G sin z' 
y = — 5 
D N 
auch noch: 
"ES sin 7% (B) 


^ Anc 
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Man denke sich nun ein rechtwinkliges Axensystem, des- 
sen Durchselmittspunkt im Mittelpunkte der Erde liegt. Die 
Axe der y sei nach dem Nordpole des Aequators gerichtet, 
die Axen der æ und z sollen dagegen in der Ebene des 
Aequators liegen und zwar so, dals die Axen der s und x 
nach Punkten gerichtet sind, deren Reetascensionen a und 
90?-L a sind. Dann sind die Coordinaten des näheren Ge- 
stirns in Bezug auf diese Axen: 

!=Necosdceos(a—a), y =Asinð, q = A cos Ô sin (e — a). 

Denkt man sich nun die Axen der y und z in der Ebene 
der yz um den Winkel — d gedreht"), sodafs dann die Axe 
der s nach demjenigen Punkte gerichtet ist, dessen Rectas- 
cension nnd Declination o und d ist, so erhält man für die 
Coordinaten des näheren Gestirns in Bezug auf dies neue 
Axensystem: 
sin d sin d + cos Ô cos d cos (a — a) 


sin zt 
.. sin cos d — cos d sin d eos (a — a) 


sin zt 
cos à sin (a — a) 
d Em. -————————- 


sin zt 
oder auch: 
cos (à — d) cos 4 (a — a)? — cos (Ò -+ d) sin 5 (a — a)? 


sin m 
_ sin (0 — d) cos 4 (a — a)? + sin (9 + d) sin 4 (« — a)? en 
y e WEEN ZE EE (C) 
QS O08 Ô sin (a — a) 


sm 7% 

Die Axe der z ist jetzt parallel der Linie, welche die 
Mittelpuukte beider Gestirne mit einander verbindet. ^ Làíst 
man die Axe der z mit dieser Linie zusammenfallen, so wer- 
den die Coordinaten œ nnd y jetzt die Coordinaten des Mit- 
telpunkts der Erde in Bezug auf den neuen Anfangspunkt, 
aber negativ genommen, 

Die Coordinaten eines Erdorts, dessen verbesserte Pol- 
höhe q^, dessen Sternzeit © und dessen Entfernung vom Mit- 
telpunkte o ist, sind nun, wenn man den Anfangspunkt im 


*) Der Winkel d muís negativ genommen worden, da die Drehung von 
der positiven Seite der Axe der z nach der positiven Seite der Axe der y 
zu erfolgt. 
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Mittelpunkte der Erde, die Axe der £ aber parallel der Linie 
annimmt, welche die Mittelpunkte beider Gestirne verbindet: 
& — ọ [sin d sin al + cos d cos el cos (9 — ail 
7 = ọ [cos d sin ol — sin d cos ei cos (O — aj] (D) 

£ = cos y' sin (O — a). 

Die Coordinaten dieses Ortes in Bezug auf ein Axen- 
system, dessen Axe der s die Verbindungslinie der Mittel- 
punkte beider Gestirne selbst ist, sind dann: 

Gre wr) Wil 
und die Gleichung, welche ausdrückt, dafs der durch o, qj 
und © bestimmte Ort der Erdoberfläche in der Fläche des 
beide Gestirne einhüllenden Kegels liegt, wird daher: 
Le — B* + (y ail = (c — IZ tang f’, 
wo nun noch c und f durch Grófsen ausgedrückt werden 
müssen, welche sich auf den Mittelpunkt der Erde bezichen. 
Den Winkel f findet man aber, wie man sogleich sieht, durch 
die Gleichung: 
rr 
SC 
wo r und d die Halbmesser beider Gestirne bezeichnen, und 
wo das obere Zeichen für äulsere, das untere für innere Be- 
rührungen gilt. Da nun G in Theilen des Halbmessers des 
Erdäquators ausgedrückt war, so müssen auch r und r' auf 
diese Einheit bezogen werden. Bezeichnet also k den in Thei- 
len des Halbmessers des Erdäquators ausgedrückten Mond- 
halbmesser und h deu Halbmesser, in dem die Sonne in der 
Entfernung, welche gleich der halben grofsen Axe der Erd- 
bahn ist, erscheint, so erhält man, da: 


sin f= 


n sin À 
r=, 
sinr 
auch: 
1 
ni ^ — See -— a. = H d 
Sin 7 Gin (sin A = k sin z'] 
oder: 
1 
sin f= xu [sin A =k sinr]. (E) 


Es ist aber: 
log sin zl = 5.6186145, 
ferner k nach Burkhardts Mondtafeln gleich 0.2725 und A 
nach Bessel gleich 15' 59". 788, also ist: 
log [sin A + k sin s] = 7.6688041 für äufsere Derührungen, 
log [sin A — k sin zc] = 7.6666903 für innere Berührungen. 
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Nun ist noch die Grölse c oder die Entfernung der Spitze 
des Kegels von der Ebene der æy auszudrücken. Es ist aber, 
wie man leicht sicht: 


ee, (F) 


wo wieder das obere Zeichen für äufsere, das untere für in- 
nere Derührungen gilt. Bezeichnet man dann e tang f, d. b. 
den Radius des Durchschnitts des Schattenkegels mit der 
Ebene der æy, durch / und tang f durch A, so wird die all- 
gemeine Gleichung der Finsternisse, die also ausdrückt, dafs 
der durch ol, © und o bestimmte Ort der Erdoberfläche in 
der Oberfläche des beide Gestirne einhüllenden Kegels liegt: 
(c i + yn) = C SEDE 

Da die Gröfse | immer positiv ist, so muls man tang f 
oder A negativ nehmen, wenn man aus der Gleichung (F) 
für c einen negativen Werth findet. 

Die Grófsen, welche zur Berechnung von m, y, z und En 
und č nach den Gleichungen (C) und (D) dienen, werden 
aus den Monds- und Sonnentafeln entnommen. Da diese in- 
dessen immer mit kleinen Fehlern behaftet sind, so werden 
auch die berechneten Werthe von z, y etc. von den wahren 
verschieden sein. Sind daher Az, Ay und A! die Aenderun- 
gen, welche man zu den berechneten Werthen von c, y und / 
hinzuzufügen hat, um die wahren Werthe zu erhalten, so 
wird die vorige Gleichung *): 

Le kA $’ + (y Háy 1)! — (2- AL— AB. 

Es seien nun die Werthe von ce, d m, «', Ò und m aus 
den Tafeln oder astronomischen Ephemeriden für die Zeit T 
des ersten Meridiaus genommen. Die gesuchte Zeit des er- 
sten Meridians, zu welcher ein Moment einer Finsternifs beob- 
achtet ist, sei dann T -4- T', so hat man, wenn s, und y, die 
Werthe von æ und y für die Zeit T und a und y' die Dif- 
ferentialquotieuten von ~ und y bezeichnen: 

x xz, +x T' wd y =y kal T. 

Auf ähnliche Weise erhält man auch die Gröfsen &, 7 

und £ aus zwei solchen Theilen zusammengesetzt. Da diese 


*) Fehler in o, d und A werden hier vernachlässigt, weil sich dieselben 
doch nieht aus den Beobachtungen der Finsternisse bestimmen lassen. 
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Grófsen sich aber immer sehr langsam ändern und man in 
der Regel schon immer emen genäherten Werth für den 
VE also für die det Beobachtungszeit entspre- 
chende Zeit des ersten Moridians kennt, so finn man diese 
Grölsen schon immer für diese Zeit als bekannt voraussetzen. 
Die vorige Gleichung wird daher: 
oe u e nen Pe eu Ann 
Aenderten sich nun œ und y der Zeit proportional, so 
wären z' und y' constant, und man hätte zur Berechnung 
derselben die Kenntnils der Zeit T—+ T" nicht nóthig. Dies 
ist nun zwar nicht der Full, da aber die Aenderungen von 
x und y sehr klein sind gegen die Aenderungen von v und y 
selbst, so kann man die obige Gleichung durch Näherungen 
auflösen, welche sehr schnell convergiren. 
Setzt man nun: 
di—yi—=Ax 
yit r d ses AN 


ferner: 
msn M= z, —& nsin N=«' ) 
meos N=y,—n n cos N= y (G) 
wen ) 


so geht die vorige Gleichung über in: 

LE + AD? = [m eos (M — N) +n (T' 2- 0]? + [m sin (M — N) — ad]?, 
und man erhält hieraus, wenn man die Quadrate von A und Al 
vernachläfsigt, für T'-4 die quadratische Gleichung: 

L*— m? sin (U—N) je m? cos Ql ENDE 


n? n? 


Ee cos END 
n 
L 
Tee ur PR = AL 
n 


Löst man diese Gleichung nach T'-i-i auf und bedenkt, 
dafs: 


VG--àz)m Ys +4, 


2y z 
so findet man, wenn man setzt: 
L sin y = m sin (M — N), (T) 
: L AZ 
(leegen 003 (M—N)=$ Ta — i-p tang yi ts â! sec v, 
n 


oder mit Ausnahme des Falles, dafs w sehr klein ist: 


m sin (fN Ey) à Dese AND 
T ees N mo iz; fang ui = see v. 
n sin y n 
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Da nun die Zeit des Eintritts immer früher als die des 
Austritts ist, also 7’ für den Eintritt einen kleineren positi- 
ven oder grófseren negativen Werth haben mufs als für den 
Austritt, so gilt, wenn man den Winkel y immer im ersten 
oder vierten Quadranten nimmt, das obere Zeichen für den 
Eintritt, das untere dagegen für den Austritt, wie man so- 
gleich aus der ersteren Form der Gleichung für 7" sieht. 
Nimmt man aber für den Eintritt y in dem ersten oder vier- 
ten, für den Austritt dagegen in dem zweiten oder dritten 
Quadranten, so ist für beide Fülle: 


xe sin (M — NL AC 
T e, BEN SH T yg tangy — 3 seo y 
d 
oder: 
; L COS W Al 
T=— - cos (M — N) — SE N, tangy -ê secw. (J) 


Nur für ringförmige Sonnenfinsternisse ist der Austritt 
bei der inneren Berührung früher als der Eintritt. Man muls 
also dann für den Eintritt w in dem zweiten oder dritten, 
für den Austritt dagegen im dem ersten oder vierten Qua- 
dranten nehmen. 

Die Gleichung (J) lóst man nun dureh auf einander fol- 
gende Näherungen auf. Man berechnet zu dem Ende die 
Werthe z y, z. a, d, g, Lund A nach den Formeln (A), (B), (C), 
(E) und (F) für mehrere auf einander folgende Stunden, sodals 
man nach den Interpolationsformeln die Werthe von &, uud yo, 
sowie deren Differentialquotienten für eine jede Zeit finden 
kann. Dann nimmt man eiu T an, so genau als es die bei- 
läufige Kenntnif(s des Längenunterschiedes erlaubt, interpolirt 
für diese Zeit die Grófsen sy, Yo, 2 und y' und findet da- 
durch mit Hülfe der Formeln (D), (G), (H) und (J) einen 
genüherten Werth für 7’. Mit dem Werthe 7-+ T' wieder- 
holt man dann, wenn es nóthig ist, die vorige Rechnung. 
Bezeichnet man den in der letzten Nüherung angenommenen 
Werth wieder mit T und die gefundene Verbesserung mit T', 
so ist dann T-+ T'—t—d, wo t die Deobachtungszeit und d 
den östlichen Längenunterschied des Beobachtungsortes vom 
ersten Meridian, d. h. von demjenigen Meridiane bezeichnet, 
dessen Zeit der Berechnung der Grófsen v, y, 3 etc. zum 
Grunde liegt. 


Es ist also: 


L 
d-t— T+ = eos (M — N) + q cosy + i i tang w 4- Bis yY 
t n 
K 
n sin (M— N+y) i 


4 M 
Sai T+ Hi i tang E A sec y. 
ti 


nsın y 

Da die Werthe von z' und y' so gefunden werden, dafs 
ihnen die mittlere Stunde als Zwischenzeit zum Grunde liegt, 
so setzt die obige Formel für d dieselbe Zeiteinheit voraus. 
Will man aber den Láüngenunterschied d in Zeitsecunden ha- 
ben, so muís man die Formel mit der Anzahl s von Secun- 
den, die auf eine Stunde derjenigen Zeitart gehen, in 
welcher die Beobachtung ausgedrückt ist, multipliciren. Da- 
durch wird dann auch & — T in Secunden derselben Zeitart, 
in der f angegeben ist, ausgedrückt, oder T bezeichnet die 
mit t gleichmäfsig ausgedrückte Zeit. 

Die Gleichung (K) giebt nun nicht den Längenunter- 
schied des Beobachtungsortes vom ersten Meridian, sondern 
vielmehr eine Relation zwischen demselben und den Fehlern 
der Rechnungselemente. Hat man aber an verschiedenen 
Orten dieselbe Finsternifs beobachtet, so erhält man für einen 
jeden Ort so viele solcher Gleichungen, als man Momente 
der Finsternifs beobachtet hat. Durch die Combination die- 
ser Gleichungen eliminirt man dann, wie man nachher sehen 
wird, die Fehler emes oder mehrerer Rechnungselemente und 
macht auf diese Weise das Resultat von den Fehlern der 
Tafeln so viel als möglich unabhängig. 

Man mufs nun noch die Grófsen i und d entwickeln, wel- 
che durch die Gleichungen: 

ei ya —W 
yit ri = Ay 
oder: 
ni = sin NAxr-+ cos NAy 
ni = sin Nän — cos NAx 
bestimmt waren. Die Gróísen v und y hängen von e — a, 
d — d und a ab. Nimmt man also diese Gröfsen als fehler- 
haft an, so wird: 
Ar=AAla— a) + BA(9 — d) t+ CAx 
Ay = A'A la — a) + D'A (0 — d) + C'Am, 
wo A, B, C die Differentialquotienten von x in Bezug auf 
& — a, ð — d und z, A', B', C' dagegen dieselben Differential- 
23 
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quotienten von y sind. Da nun A (e — a), A (ô — d) und An 
immer nur kleine Grófsen sind, so kann man in den Aus- 
drücken für die Differentialquotienten die Glieder, welche 
sin Ce — a) und sin (0 — d) als Factor enthalten, vernachlüssi- 
gen, dagegen cos(« — a) und cos (0 — d) gleich Eins setzen 


und erhält dann: 
cos ô cos à 
= cos (a — a) = ——— 
sin zr sin zr 
sin à sin Lo — a) 
sin 77 
cos Ô sin (e — a) cos „x 
sin se? ` tang zr 
cos Ò sin d sin (a — a) p 
sin zt - 
B= gas (ipe) en 1 
SIn zt Sin 7t 
C A 
GER 
Da nun & und d also auch A («— a), A - d) und Az 
in Theilen des Radius ausgedrückt sind, so müssen diese 
Differentialquotienten, wenn man die Fehler der Elemente in 
Secunden erhalten will, mit 206265 dividirt werden. Setzt 


man dann: 


B=— ET 


C =æ — 


S= 


Lj 


UO NEM mm h, 
206265 . n sin zr 


so wird: 


= h sin N cos Ò A (a — a) + A cos NA (Ò — d) — hcos x Az [rsin N- y cos N] 
?— — heos N cos Ô A (a — a) -I- Asin NA (Ô — d)-i- heosse Act [reos N — y sin N], 


also, wenn man die obere Gleichung mit cos y, die untere 
mit en y multiplicirt: 
[; 4-7 tangy] 77 = sin (IN — y) cos ô A (a — a) + cos (N — v) A (Ô di 
— eos x Ar le sin (N — w) +- y cos (N — y]. 
Damit erhält man dann: 


: c ` in(N F ' 
Pog araa UE DAE op 3) de A NS 
n sin v cos y 
IN 
-h An A 
-+h l 206265 sin zt Al 
cos y 


Er sis? Sin N — y)+ycos(N— y» 
cos w 7 
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oder auch, wenn man setzt: 
e — sin N eos QA (a — a) + cos NA (0 — d) 
& = — cos N cos à A (a -— a) + sin NA (8 — d) 
y = 200265 sin Al (L) 
O = cos m Am 
x sin (N — w) -+ y cos (N — y) 
= COS y ms 


d Eule -+hetüktangv-H-hnseew—hE®,. (M) 


E 
deër D. 5 
n Sin, 

Jede Beobachtung cines Moments einer Verfinsterung 
giebt nun eine solche Gleichung und da dieselbe fünf unbe- 
kannte Grófsen enthält, so werden fünf solcher Gleichungen 
zur Bestimmung derselben hinreichen. Die Grófsen 7 und © 
wird man aber in der Regel nicht bestimmen können, wenn 
nicht die Beobachtungen an Orten, welche sehr weit von ein- 
ander entfernt liegen, angestellt sind. Indessen wird doch 
die Berechnung der Cocffieienten immer den Einfluls zeigen, 
welchen Fehler in den Werthen von æ und ! auf das Resul- 
tat haben können. Man wird also in der Regel immer nur 
den Mittagsunterschied von den Fehlern Z und s zu befreien 
suchen, aber die letztere Grölse nur dann bestimmen können, 
wenn der Mittagsunterschied eines Ortes vom ersten Meridiane 
bekannt ist. Kennt man dann e und E so erhält man daraus 
die Fehler der Tafeln in Rectascension und Declination durch 
die Gleichungen: 

cos ÔA (a — a) = e sin N — § cos N 
Ad — d) = e cos N 4- £ sin N. 

Die sämmtlichen Formeln, deren man zur Berechnung 
des Längenunterschiedes aus einer Sonnen -Finsternils bedarf, 
sind nun also, noch einmal der Uebersicht wegen zusammen- 
gestellt, die folgenden: 


, sinam cos d 


a ` es 77 

de — Aaa O9 a) 
id d sin z 

Je AN sinz' / 


wo «, à und æ Rectascension, Declination und Horizontal- 
Aequatorealparallxe des Mondes, o, d, A und ai dagegen 
Rectascension, Declination, Entfernung und mittlere Horizon- 


tal- Aequatorealparallaxe der Sonne bezeichnen, 
23* 
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r= COS 9 sin (« — u) 
sin zt | 
LES sin (d— d) cos 4 (æ — a)? +sin (Ó-41- d) sin $ (a — o)? 


| (2) 


Sint 
Les O05 (9 — d) cos 4 («— a)? — cos (8-4- d) sin (e — a)? | 
d sin 7t 


1 
A33 [sin A= k sin ze], (3) 


sin f== 

wo: 
los [sin A -+- £ sin alles T. 
für &ufsere Berührungen und: 

log [sin a — E sin alles 7.6666903 
für innere Berührungen ist, 

k 

sin f' 
wo wieder das obere Zeichen für äufsere, das untere für 
innere Berührungen gilt. 


tang f À 
Dh 


e =z 


(4) 


(5) 


wo A immer dasselbe Zeichen wie c erhält: 
= cos y sin (O — a) 

n = o [cos d sin ol — sin d cos gl cos (0 — a)] (8) 

£ — o [sin d sin 9 + cos d cos al cos (9 — al, 
wo q' und o die verbesserte Polhóhe des Beobachtungsortes 
und seine Entfernung vom Mittelpunkte, € dagegen die beob- 
achtete Sternzeit eines Ein- oder Austritts bezeichnet. 

Ist dann für eine Zeit T: 


dz j 
qum Lid WE 
dy $ 
y =n dt Ya 
so berechnet man : 
m sin M= zra — È n sin N — z' Ge 
m E n cos N = y ed A) 
L sin y = m sin (M — N), (8) 


wo für Eintritte w im ersten oder vierten, für Austritte im 
zweiten oder dritten Quadranten zu nehmen ist, und: 
L cos au 


m sin (M — N -+ v) m 
s == H = — — eos (M— N) — — 
D sin y n n 


T'—— 


(9) 
Dann 1st: 
d-t— T— T'"-- he + hý tang v (10) 


also: 


7 


A= 


s 
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206265 . nsin m’ 


& = sin N cos dA (a —a) + cos NA (0 — d), 
E = — cos N cos O A(« — a)-- sin NA (8 — d), 


Beispiel. 


Innere Berübrung beim Eintritt 
Innere Berührung beim Austritt 18 51 22 


Aeufsere Berührung beim Bintritt 
Aeufsere Berührung bein Austritt 21 12 52 


cos Ó A (a — a) = e sin N — £ cos N 
A (0 — d) = e cos N+ £ sin N. 


Am 7. Juli 1842 fand eme Sonnenfinstermils 
statt, bei welcher in Wien und Pulkowa die folgenden Mo- 
mente beobachtet wurden: 


Wien: 


18h 


49m 258. 


Pulkowa: 


19h 


7m 3s, 


.0 ” LÀ 


.0 


0 mittlere Wiener Zeit, 


T" 


E 


D mittlere Pulkowaer Zeit. 


” ud H 


Nach dem Berliner Jahrbuche hat man die folgenden 
Oerter der Sonne und des Mondes: 
M. Berl. Zeit. 


41h 
18h 
19h 
20h 
21h 
22h 


a 


d 


a! d 


8'49".93 + 23° 22’ 10".35 106° 50'38", 49 + 22? 33'24". 46 


105° 
47 43 „31 15 0. 
106 26 34 .14 740. 
107 2522.32 010. 
44 7,75 22 5234. 
108 2250.34 44 42. 
D] 
17h  59' 55".06 
18h 56 .37 
19h 57 .65 
20h 98 .91 
211 60 0 .14 
22h 1 .35 


34 53 12 .37 Se Wm 
45 55 46 „24 32 51.36 
75 58 20 .09 go TT 
29 107 053.94 32 18.09 
13 ERS 32 1.40 
log A’ 

0.0072061 

56 

51 

46 

41 

36. 


Berechnet man nun zuerst die Grófsen a, d und g nach 
den Formeln (1), so erhült man: 


18h 
49h 
20^ 
21h 


Wi 


d 


106° 53° 21".53 +22°33’ 2". 


107 


55 50. 
58 19 . 
0 4T. 


33 
10 
88 


32 46 . 
32 30. 
32 15. 


log 7 
04 9.9989808 
47 11 
87 15 
25 19 


Ferner findet man nach den Formeln (2), (8), (4) und (5): 
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T y logz 
47h —1.50632144 + 0.8246864 1.585319 
18h -- 1.0061154 + 0. 7039354 1.7584833 
19h — 0.4489341 -+0.5827957 1. 7583923 
20h --0.1082514 +0. 4612784 1. 7582614 
21h —+0.6653785 +0.3393985 1. 7580909 
22h —+1.2224009 +0.2171603 1.7578799. 
i log A 
Aeulsere Berührung. Innere Berührung. Aeufsere Berühr. Innere Berühr. 
17h 0.5362314 0.0100548 7. 6626222 7.6605084, 
18h 0.5362004 0 . 0100860 23 85 
19h 0 . 5361450 0. 0101409 25 87 
20h 0. 5360655 D. 0102198 26 88 
21h 0.5359022 0.0103227 27 89 
22h 0.5358345 0.0104499 29 Ale 


Nun ist die Zeit der inneren Berührung beim Eintritt 
für Wien: 
18h 49m 255.0, 
also die Sternzeit: 
O = 1h 52m 295,8 — 28° 7'27". 0; 
ferner ist: 
p = 48? 42' 35”. 5, 
also die verbesserte Polhóhe: 
gp = 48° 1' 8". 9 
und: 
logo = 9 . 9991952. 
Nimmt man nun T — 18" 30” an, so erhält man für 
diese Zeit: 
z,75— 0.727530 Ya -- 0. 643413, 
und nach den Formeln (6): 
= — 0.654897 ` 5—4-0.635482 ^ logí-9.606857; 
ferner nach den Formeln in No. 15 der Einleitung: 
x =+ 0.557185 y'= — 0.121140, 
also nach den Formeln (7), (8) und (9): 


-— 0 LU n y = pas 
M= 276° 13 54 log m = 8.863108 log L = 8.077718 


N=102 15 58 logn — 9.756030 
y = 39° 57 10" 
T’ = — 6m 405.85. 


Man hat hier nun nicht nóthig, eine zweite Nüherung 
zu machen, und erhält daher nach der Formel (10): 
d= > 0b 12m 445, 15 + 1. 7558 e-+- 1.4703 8. 
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Aus der Beobachtung der inneren Berührungen beim 
Austritt findet man ebenso, wenn man dasselbe T beibehält: 
E = — 0.053703 5j = + 0 , 633338 log & = 9.612367 
M — 277° 46! 40" log m — 8.871874 log L = 8.078638 
y = 150" 54' 51”,5 
T'— — Bm 548,74, 

also: 
d= + 0h 12m 275.26 + 1. 7583 e — 0.9764 E. 
Auf gleiche Weise erhált man aus den Beobachtungen 


in Pulkowa, wenn man: 
p = 59° 46' 18", 6, 


also: 

oi en DÉI 36' 16". 8 
und: 

log o = 9. 9989172 
nimmt, 


d'= 1h 8m 265,57 + 1.7559 e + 0.5064 E, 
d'—1 8 22 .67+1.7541 e— 0.3034 £. 
Es ist also: 
d'—— d = + 55m 425.42 — 0.9639 £, 
d—d=+55 55 .41-- 0.6230 £, 
also: 
d’ —— d = + 55" 508 . 07 
und: 
g = — v. 94. 

Um nun auch den Fehler & zu bestimmen, muls man 
die Lünge eines der Orte von Berlin als bekannt annehmen. 
Da aber die Länge Wiens von Berlin 

— 0h 11m 568, 40 
betrügt, so erhält man aus der ersten Gleichung für d: 
s = — 20". 55. 
Da nun ferner: 
cos QA (a — a) = e sin N — § cos N 
A (à — d) = e cos N + £ sin N, 
so wird: 
cos dA (a —a) = — 24". 78 
und 
A (8 — d) —— — 3", 38. 


30. Für Sternbedeckungen durch den Mond werden 
die Formeln etwas einfacher. Da dann a cs 0 ist, so wird 
a= «', d=. Es fällt daher die Berechnung der Formeln 
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(1) ganz fort und die Coordinaten des Erdorts werden vom 
Orte des Mondes ganz unabhängig, nämlich: 

€ = o cos ol sin (0 — a’) 

7 = o [sin ol cos Ó' — cos oi sin Ó' cos (0 — all, 

Die dritte Coordinate & braucht man nicht, weil für die- 
sen Fall f, also auch 42— 0 ist, indem der einhüllende Kegel 
in einen Cylinder übergeht. Der Halbmesser / des Durch- 
schnitts dieses Cylinders mit der Grundebene der Coordinaten 
wird dann gleich dem Halbmesser des Mondes, also gleich E 
Man hat daher auch nicht die Berechnung der Coordinate z 
nöthig; x und y findet man aber aus den einfachen Glei- 
chungen: 

y ER Dn (a — a’) 
Sin 7t 
sin ô cos Ó' — cos Ô sin Ó' cos (a — a’) 


u= . 


sin 7t 


Die allgemeine Gleichung der Finsternisse geht nun 1n 
die folgende über: 
(c 4- A)? = (x H- Az — DG -F (y d- Ay — m, 

die man ganz so wie vorher auflóst. Setzt man wieder 
t— d — T+ T' und sind cz, und y, die Werthe von v und y 
für die Zeit T, z' und y die Differentialquotienten dieser 
Gróísen, so berechnet man wieder die Hülfsgröfsen: 

msin M= x, —E nsin N= x 

m cos M= y D n cos N — y! 

k sin y — m sin (M — N) 
und erhält dann: 
m sin ( M — N4- y) 


d=t— T+ 8 - - =} he -+- hf tang w, 
n sin y 


wo h, e und 5 wieder dieselbe Bedeutung wie vorher haben. 


Beispiel. 1849 Nov. 29 wurde zu Bilk der Ein- und 
Austritt des Sterns « Tauri am Mondrande beobachtet und 
zwar; 

der Eintritt um 8h15m42s,1 mittlere Bilker Zeit 
der Austritt um 9 18 19 ,8. 

Der Eintritt desselben Sterns wurde auch zu Hamburg 

beobachtet um 
gh 33m 475.2 
mittlere Hamburger Zeit. 
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Der Ort des Sterns war an diesem Tage nach dem Nau- 
tical Almanae: 
a' = 4h 41m 168. 24 = 62? 49' 3", 6 
à! = -1- 15? 15' 32". 2, 
Ferner ist für Dilk: 
ol = BI 4' 10", 0 
log o = 9.9991201 
uud für Hamburg: 
g!— 53? 22! 4". 2 
log o = 9.9990624. 
Eudlich hat man nach dem Nautical- Almanac für die 
mittleren Greenwicher Zeiten 7^, 8^, 9^ die folgenden Oerter 


des Mondes: 


a à x 
qh Ah Gm 2, 35 + 15? 47 24". 6 60' 50".8 
sh 4 835.69 13 DI AE TE 6051.8 
Qs dfe 4) oS T0 T9295. .5 60 52 .'H. 
Mau erhält also für diese drei Zeiten: 
X I. Diff. y 1. Difl. 
7h  — 1.240980 52751 
& Qiaioos + 0.600752 e ann + 0.118741 
gh 0.027364 -+ 0.606864 0.764974 -+ 0.118656 


Für den Eintritt für Bilk hat man nun: 
© = Q^ 49m 29s, 93 
Q — o! = — 50° 26! 34". G 
also: 
ë= — 0.484015 und 5 = + 0.643210. 
Nimmt man nun T — 7" 50” an, so erhält man für diese 


Zeit: 


zo — Ë= — 0.251946 9 — 5 = — 0.016682 
a! = -+ 0 . 606789 y'= + 0 . 11873, 
also: ) 
M= 266° 12’ 10" N= + 18? 55! 50" 
logm= 9.401226 — logn— 9.791194 
y = — 6? 43! 11" 


T’ = + 2m 05.865. 

Die Beobachtung des Eintritts für Bilk giebt also zwi- 
schen dem Miitagsunterschiede von Greenwich und den Feh- 
lerm e und © die Gleichung: 

d= + 21" 123, 95 41.5945 e — 0. 1879 &, 
und auf dieselbe Weise erhält man aus dem Austritt für 
Bilk: 

d= + 27m 278.10 + 1.5937 e 4-0. 5336 £, 
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und aus der Beobachtung des Austritts für Hamburg: 
d'= + 40m 35. 76 + 1.5945 e — 0.1362 B 
Man hat also die beiden Gleichungen: 
d' —d = + 12m 505, 81 34-0. 0517 em 
d'—dz--4-12 36 .66 —0.6698 a 
woraus man 


d'— d + 12: 495, 80 und E = — 19", 61 
findet, 


31. Die in No. 29 und 30 gegebenen allgemeinen Glei- 
chungen für die Finsternisse und Sternbedeckungen dienen 
nun auch zur Vorausberechnung derselben für einen gegebe- 
nen Ort der Erde. Nimmt man für T eine der Mitte der 
Finsternils nahe gelegene Zeit des ersten Meridians,'am be- 
quemsten eine runde Stunde und berechnet für diese Zeiten 
wieder die Grófsen z,, Yo, a', y und L, so wird die allge- 
meine Gleichung der Finsternisse: 

+.’ —£]* + [yo y T — 0] — Lt), 

wo & und y die Coordinaten des Ortes auf der Oberfläche 
der Erde in dem gesuchten Momente der Finsternifs T- T' 
bezeichnen. Nennt man daher ©, die der Zeit T entspre- 
chende Sternzeit, so wird O, +d, die Sternzeit des Ortes, für 
welchen die Finsternils berechnet wird; bezeichnet man also 
die zu 9,-+-d, gehörigen Werthe von & und » mit &, und s, 
so wird: 


E = E, + 0 cos p' cos (9, — a + do) Ax E 
n= m, + e cos ol sin (05 — a + do) SR T' sind 
Wenn man daher jetzt setzt: 
m sin M= zo — fa, nsin N= z'—9 cos p' cos (05 —a + do) SE a) 
m cos M= ye —No, ncos N= y'— o cos p' sin (69 — a + dy) KEA Eng 


sin y = = sin (M—N), 
+0 
wo L, den zur Zeit T gehörigen Werth von L bezeichnet, 
so erhält man wieder: 
1 L 
T! = — I cos (M— N) + —? cos y — t — T— d, 
n n 


*) Für eine Sternbedeckung ist L = k = 0 . 2725, 
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wo i im ersten oder vierten Quadranten genommen werden 
muís und das obere Zeichen für den Eintritt, das untere für 
den Austritt gilt, oder es wird, wenn: 


L 

an (M— N) — = cos y =t 
n n 

m Lo i 

— — cos (Af — N) + — cos y 27 
N. n 


die Zeit des Eintritts in mittlerer Ortszeit: 
t=T+d-+tr, 

und die des Austritts: 
'=T-+d-+tT. 

Durch diese erste Annäherung erhält man die Zeiten 
der Ränderberührungen auf einige Zeitminuten genau, was 
für die Erleichterung der Beobachtungen der Finsternisse 
schon ausreicht. Will man die Zeiten genauer haben, so 
mufs man die Rechnung wiederholen, indem man einmal T-+r 
und dann T-+r' statt T nimmt. 

Zur Erleichterung der Beobachtungen ist es noch nóthig, 
diejenigen Punkte des Sonnenrandes (oder für Sternbedeckun- 
gen des Mondsrandes) zu bestimmen, an denen der Eintritt 
und Austritt erfolgt. Substitwirt man aber in: 

zx; — E-- x T' ud yo — n +y T 
für T’ den Werth: 


p L 
T eos (M — N)=F — eos y, 
n n 


so erhält man: 


g— é= [m sin Meos N cos N sin y — m cos M cos N sin N sin y 


1 
== m sin M cos N sin N cos w= m cos M sin N sin N cos y] eut 
S1 
oder: 
m sin ELE N) sin (N= y) 


ps sin y 
= L sin (NF y) 
und ebenso: 
y — n =F L cos (N 2p y). 
Es ist daher für den Eintritt: 
z— = — L sin (N — y) = L sin (N + 180° — y) 
y —n = — L cos (N— y) = L cos (IN + 180° — y), 
und für den Austritt: 
x— E= L sin N + w) 
y —n = L cos (N + y), 
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Nun sind &— x und 7 — y, wie man in No. 29 gesehen 
hat, die Coordinaten des in dem Einhüllungskegel gelegenen 
Erdorts, bezogen auf ein Axensystem, dessen Axe der s die 
Verbindungslinie der Mitten beider Gestirne und dessen Axe 
der x dem Aequator parallel ist; s — $ und y — a sind daher 
die Coordinaten eines Punktes, welcher in der Richtung der 
von dem Erdorte nach dem Berührungspunkte der beiden 
Gestirne gezogenen geraden Linie liegt und dessen Entfer- 
nung von der Spitze des Kegels gleich der des Erdorts von 


—5 und } e? sind also der Sinus und Cosi- 


LA z 


derselben ist. 


nus desjenigen Winkels, welchen die Axe der y oder der 
durch den Punkt Z*) gehende Declinationskreis mit der Rich- 
tung von Z nach dem Berührungspunkte macht. Da nun aber 
der Punkt Z dem Mittelpunkte der Sonne immer sehr nahe 


NE 
5 


liegt, so kann man auch ohne merklichen Fehler 


fa 


N | . . . DH . 
und *- p 8l den Sinus oder Cosinus desjenigen Winkels 


ansehen, welchen der durch den Mittelpunkt der Sonne ge- 
hende Declimationskreis mit der Richtung vom Mittelpunkte 
der Sonne nach dem Berührungspunkte macht. Dieser Win- 
kel ist daher für Eimtritte: 


N+ 180° — w | 
und für Austritte: (4) 


N+ V. \ 
Für ringfórmige Sonnenfinsternisse wird dagegen N -+ y 
der Winkel für den Eintritt bei der inneren Derührung, 


uud N-4-180?— w der Winkel, in welchem der Austritt er- 
folgt. 


Für eine Sonnenfinsternifs hat man also zuerst für cine 
der Mitte der Fiusternils nahe gelegene Zeit T (am besten 
eine runde Stunde) desjenigen Meridians, für welchen die 
Sonnen- und Mondstafeln oder die Epheineriden gelten, die 
Formeln (1) (2), (3), (4) und (5) in No. 29 und die Diffe- 


*) Der Punkt Z ist derjenige Punkt, in welchem die Axe der z oder 
die Verbindungslinie der Mitten beider Gestirne die scheinbare Ilimmolskugel 
trifft. 
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rentialquotienten z' und y' zu berechnen, ferner wenn ©, die 
der mittleren Zeit T entsprechende Sternzeit und d, die öst- 
liche Länge des Ortes, für welchen man rechnet, bezeichnet: 
&, = o cos q! sin (Oa -H dy — «) 
7),  Q [cos d sin ol — sin d cos el cos (9, + d, —«)] 
5 = o [sin d sin g' 4- cos d eos gl cos (O, + d, — «)]. 
Setzt man dann: 
IO,—u) 


nsin M= a Eu nsinN=x' —ocosy'cos(d.+d,— a) Së 
dt 


1(09,— 
meos M= Yano, neos N — y — o cosy sin (Oat d, — a) « E^ a) sind 
La == lo =s Hai 
sin y — L sin (M — N) (v immer < == 90°) 
^ 
o L 
Des (M— N) — — eos y 
n n 
r m La 
t = — -— cos (M — N) -I- — eos v, 
n n 


so wird die Zeit des Eintritts in mittlerer Ortszeit: 
i=T+d,+r, 
und die Zeit des Austritts: 
t=T di +r. 
Den Ort des Ein- und Austritts am Sonnenrande findet 
man dann durch die Ausdrücke (A). 
Für Sterubedeckungen werden die Formeln bei Weitem 
einfacher. Man berechnet wieder für eine der Mitte nahe 
gelegene Zeit T des ersten Meridians: 


cos Ò sin (e — a’) 
To = —— £ 


sin m 
sin ô cos à' — cos Ô sin d cos (x — oli 
yep m cc c ae 2 
sin m 


und die Differentialquotienten z' und a, Ferner sucht man, 
wenn 9, die der mittleren Zeit T entsprechende Sternzeit 
bezeichnet: 
Eo = ọ cos o sin (O —a' + da) 
7, = e [sing! cos d — cos g' sin Ó' cos (O — ai 4- d)]. 
Setzt man dann wieder: 


do 
msin M=x,— Éo, n sin N= x'—ẹ cos y! cos (Oa + dy ei Wr 


de 
mcos M — yq — ho, n cos N= y'—o cos oi sin (Oa + do — «) PL d. 
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wo: 
lO 
log -= 9.41916 *) 
di 
sin Y = S sin (M — N), w<=90°, 
uud: 
log k == 9.43537 
ke 
— P eos (M — N)— — cos yy 
n n 
m k , 
— — eos (M — N)+ „ (08 y—r, 
n 
so wird die Zeit des Eintritts in mittlerer Ortszeit: 


t=T+T+d, 
und die Zeit des Austritts: 
!=T+r+d,. 

Den Winkel, welchen der Declinationskreis mit der 
Riehtung nach dem Berührungspunkte macht, erhält man 
dann wieder nach den Ausdrücken A, nämlıch für den Eintritt: 

Q=N-+ 180° — y 
und für den Austritt: 
Q' =N +y. 

Beispiel. Wollte man für Juli 7 1842 die Zeiten der 
äufseren Berührungen von Sonne und Mond für Pulkow: 
berechnen, so könnte man T — 19^ mittlere Berliner Zeit nelh- 
men. Für diese Zeit ist nach No. 29: 

Za = — 0.44893, y, = + 0.58280, z'— + 0.55718, y = — 0.12133 

a = 106° 55.8, d= -422° 32.8, I=0.53614, log4- 7.66262. 

Ferner erhält man: 
O, = 2h 3m 85, 
und da der Längenunterschied zwischen Pulkowa und Ber- 
lin gleich -i- 1^ 7™ 485 ist: 
O, + d — a = 300° 46'. 9, 

also hiermit: 

£,— — 0.43361, No — 4-0.69560, log, — 9.75410, log Lo = 9.72718. 


*) Da bei den hier vorkommenden Differentialquotienten die Stunde als 


1O 


BEN: A LS 5 $ 
Einheit zum Grunde liegt, so ist TE die Aenderung des Stundenwinkels in 
einer mittleren Stunde. Nun enthält aber eine mittlere Stunde 36095. 86 
Sternzeit.  Mulüplieirt man dies mit 15 und dividirt mit 206265, um 
den Differentialguotienten in Theilen des Radius auszudrücken, so er- 
hält man: 


de = 
log PP 9.41916. 
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Ferner ist: 
E o dëi, == — a) 


— — o cos p' cos (Oo + dy — «) d = + 0.06762 *) 
7 ) = 
in = ọ cos p'sin (O, -H de ~h- sin de — 0.04352, 
also: 
a!— lh = + 0.48956 und y'— zh = — 0.077814. 
Daraus zt dann: 
M = 187° 44'. 1 N= 99? 1'. 9 
log m = 9.05628 log n — 9.69522 
y = 12° 19'. 0 
also: 
q = — 1.057 7! = 1.046 
= — (Bän 4 = + 1h2m, 8, 
Die Zeiten des Ein- und Austritts sind demnach: 
t = {9n Am, 3 


t = 21h 10m. 5 

Zeiten, die von den wirklich beobachteten nur 3" abwei- 
chen. Durch eine Wiederholung der Rechnung mit T — 18 
und T = 20° würde man diese Zeiten schon sehr genau 
erhalten. 

Der Winkel, welchen die Richtung vom Mittelpunkte 
der Sonne nach dem Berührungspunkte mit dem durch den 
Mittelpunkt der Sonne gehenden Declinationskreise macht, 
ist für den Eintritt 267° und für den Austritt gleich 1119 **). 


*) Es ist nämlich: 


AO _ 39095.86 EE hes] 
dt ; 
in Zeit oder: 
+ 57141". 9 
ferner: 
da f 
7 
qP = -l- 148", 18 
also: 
i( a 
d(8,— 0)... 58999", 42, 
E 


wovon der Logarithmus in Theilen des Radius ausgedrückt 9.41796 ist. 


**) Ueber die Berechnungen der Finsternisse vergleiche man: 

Bessel, Ucber die Berechnung der Länge aus Sternbedeekungen Astr. 
Nachr. No. 151 und 152 und Bessel’s astronomische Untersuchungen Band H 
pag. 95 und folgende. 
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32. Ein anderes Mittel zur Bestimmung der Länge ge- 
währt die Beobachtung der Distanz des Mondes von bekann- 
ten Sternen oder von der Sonne, und da diese Methode den 
Vortheil gewährt, dafs man sich ihrer in jedem Augenblicke 
bedienen kaun, wenn nur der Mond über dem Horizonte ist, 
so wird dieselbe vorzüglich zur See angewandt. 

Zu dem Ende enthalten die nautisehen Eplemeriden die 
Distanzen des Mondes von der Sonne, den bellsten Planeten 
und Fixsternen für jede dritte Stunde eines ersten Meridians 
berechnet und zwar so, wie dieselben vom Mittelpunkte der 
Erde aus erscheinen. Hat ınan daher an irgend einem Orte 
zu einer bekannten Zeit eine Distanz des Mondes von einem 
solchen Gestirne gemessen, so befreit man dieselbe von der 
Refraction und Parallaxe und erhält dadurch die wahre 
Distanz des Mondes von dem Sterne, so wie sie in demsel- 
ben Augenblicke vom Mittelpunkte der Erde aus beobachtet 
wäre. Sucht man dann aus den Ephemeriden diejenige Zeit 
des ersten Meridians, für welche dieselbe Distanz berechnet 
ist, so giebt diese Zeit, mit der beobachteten Ortszeit vergli- 
chen, sogleich die Länge des Beobachtungsortes. Da indes- 
sen bei dieser Methode die Tafeln als richtig vorausgesetzt 
werden, also der Fehler derselben in dem Resultate nicht 
eliminirb ist, so gewährt dieselbe schon aus diesem Grunde 
lange nicht die Genauigkeit wie die correspondirenden Beob- 
achtungen bei Finsternissen. Ueberdies lüfst sich die Zeit 
der Ründerberührung zweier Gestirme viel genauer beobach- 
ten, als cine Distanz. 

Zur Berechnung der Refraction und der Höhenparallaxe 
der beiden beobachteten Gestirme muls man deren Höhen 
selbst kennen. Man beobachtet daher zur See kurz vor und 
nach der Messung der Distanz die scheinbaren Höhen bei- 
der Gestrne und da die Aenderungen derselben in kurzen 
Zwischenzeiten als der Zeit proportional angesehen werden 
kónnen, so kann man durch eine einfache Proportion die 
scheinbaren Höhen der Gestirne für den Augenblick, wo die 
Distanz beobachtet ist, finden. Durch Anbringung der Refrac- 
tion. der Parallaxe und des Halbmessers der Gestirne erhält 
man daraus die wahren Höhen der Mittelpunkte beider Ge- 
strne. 
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Sicherer ist es indessen, die wahren und scheinbaren 
Höhen der beiden Gestirne durch Rechnung zu suchen. Man 
nimmt zu dem Ende deu Längenunterschied des Beobach- 
tungsortes vom ersten Meridian als näherungsweise bekannt 
an und sucht für die genäherte Zeit des ersten Meridians, 
zu welcher die Distanz beobachtet ist, den Ort des Mondes 
und des anderen Gestirns aus den Ephemeriden. Darauf be- 
rechnet man nach den Formeln in No. 7 des ersten Abschnitts 
die walıren Höhen der beiden Gestirne und, wenn man die 
Abplattung der Erde berücksichtigen will, wenigstens beiläufig 
auch die Azimute derselben. Nach den Formeln in No. 3 
des dritten Abschnitts rechnet man dann die Höhenparal- 
laxen, indem man für den Mond die strengen Formeln: 


! 


A sin p = ọ sin p sin [z Le — g^) eos A] 


Sup = 1 — e sin p cos [z — (p — g’) cos A], 


anwendet und sucht endlich für diese mit der Parallaxe be- 
hafteten Hóhen mit Rücksicht auf den Stand der meteorolo- 
gischen Instrumente die Refraction, nach deren Anbringung 
man die scheinbaren Höhen der beiden Gestirne erhält. Da 
man aber für die Berechnung der Refraction schon immer 
die scheinbaren d.h. die mit der Parallaxe und Refraction 
behafteten Höhen anwenden muß, so hat man diese Rech- 
nung doppelt zu machen. 

Man beobachtet nun niemals die Distanz der Mittelpunkte 
der beiden Gestirne, sondern imuner die Distanz ihrer Rän- 
der; man muls daher zu der beobachteten Distanz noch die 
Summe der scheinbaren Halbmesser der Gestirne addiren 
oder dieselbe davon abziehen, je nachdem man die Distanz 
der nächsten (inneren) oder entfernteren (äufseren) Ränder 
beobachtet hat. Ist aber r der Horizontalhalbmesser des 

“Mondes, so ist der durch die Parallaxe vergrölserte Halb- 
messer: 
1! = or [1-4 p sin 4], 
wo p die Horizontalparallaxe in Theilen des Radius bedeutet. 

Da nun die Refraction den verticalen Halbmesser der 
Gestirne verkleinert, während sie den horizontalen Halbmes- 
ser ungeändert lälst, so ist der in der Richtung der Distanz 
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gezogene Halbmesser der Radius vector einer Ellipse, deren 
halbe grofse Axe der mit dem Horizonte parallele Halbmes- 
ser und deren halbe kleine Axe der verticale Halbmesser 
des Gestirns ist. Die Verkürzung des verticalen Halbmes- 
sers kann man nun nach den später in VIII des siebenten 
Abschnitts vorkommenden Formeln berechnen, man findet 
aber dafür auch in jedem nautischen Handbuche Tafeln, wel- 
che die Höhe des Gestirns zum Argumente haben. Nennt 
man dann z den Winkel, welchen die Richtung der Distanz 
mit dem durch das eine Gestirn gehenden Verticalkreise 
macht, A die Höhe des andern Gestirns, A die Distanz bei- 
der Gestime, so ist: 
T sin CA) — 4) eos A 


sin 7t F 
sin A 
` : sin À' — cos A sin À 
oder auch Ab. E A 
sin A cos h 


mithin: 
Lag nm 0083 (A cb hoe P) sin 1 (A E — 1) 
tang dm — sin 4(A-- À — A) cos 4 (h HN — A) 
Aus der Gleichung der Ellipse findet man dann aber 
leicht, wenn man den verticalen und horizontalen Halbmesser 


mit b und a bezeichnet: 


Nachdem man nun auf diese Weise die scheinbare Di- 
stanz der Mittelpunkte der beiden Gestirne berechnet hat, 
so erhält man hieraus in Verbindung mit den scheinbaren 
und wahren Höhen beider Gestime die wahre Distanz der 
Mittelpuukte, wie man dieselbe vom Mittelpunkte der Erde 
aus beobachtet hätte. Bezeichnet man nämlich mit H. AN 
und A die scheinbaren Höhen und die scheinbare Distanz 
der beiden Gestirne, mit E den Unterschied der beiden Azi- 
mute, so hat man im Dreieck zwischen dem Zenith und den 
scheinbaren Oertern der beiden Gestirne: 

cos Al = sin DH sin A’ + cos H' cos A’ cos E 
= cos (H' — A) — 2 cos IJ' cos A sin y ET, 

Ebenso erhält man, wenn H, h und A die wahren Höhen 

und die wahre Distanz der beiden Gestirne bezeichnen: 


cos A = sin M sin A -+ cos H cos A cos bh 
= cos (H — h) — 2 cos FF cos h sin ET, 
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und wenn man 2 sin j E? aus beiden Gleichungen eliminirt: 
eos A = cos (H — A) + D [cos A — cos (7' — A]. (a) 
Setzt man nun: 
cos JI cos h 1 
cos Dee" C un 
so wird in den meisten Fällen C>1 sein und nur, wenn die 
Höhe des Mondes sehr grols und die Höhe des anderen 
Gestirns sehr klein ist, wird das Gegentheil statt finden. 
Setzt mau ferner: 
MIN e nal Mrd (B) 
und nimmt d und d immer positiv, so wird es auch er- 
laubt sein 
ed —cos d" und Fuga = cos AT (€) 
zu setzen, weil für den Fall, dafs C < 1 ist, cos d' und cos A’ 
klein sind. Dadurch geht aber die Gleichung (a) über in: 
cos A — cos A” = cos d — cos d” 
oder, wenn man die Sinus der halben Summe und Differenz 
der Winkel einführt und den Sinus des kleinen Winkels A — A" 
mit dem Bogen vertauscht: 
sin J (d 4-4") 
N heen 
Nimmt man nun hier zuerst sin | (A-H A") stattsin (A+ A") 
und setzt: 
IE ol t in --42. 
sing (V LA) 


(D) 
so erhält man: 
A — Al +r, LEI 

eine Näherung, welche in den meisten Fällen schon genau 
sen wird. Ist aber A beträchtlich verschieden von A, so 
mufs man die letzte Rechnung wiederholen, indem man mit 
dem eben gefundenen A ein neues w berechnet nach der 
Formel: 
sin 4 (d-+d") D 
sin 3 (À-I-AP) ^ 

Dier ist nun vorausgesetzt, dafs der Winkel E von einem 
Orte der Oberfläche der Erde und vom Mittelpunkte aus 


ze (d —d") 


*) Bremicker, über die Reduetion der Monddistanzen. Astronomische 
Nachrichten No. 716. 
24* 
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gesehen derselbe sei. In No. 3 des dritten Abschnitts hat 
man aber gesehen, das die Parallaxe auch das Azimut des 
Mondes ändert und dafs man, wenn A und M Azimut und 
wahre Höhe bedeuten, zu dem vom Mittelpuukte der Erde 
gesehenen Azimut den Winkel: 
me sin p (p — oi sin A 

cos H 
addiren muls, um das von der Oberfläche gesehene Azimut 
zu erhalten. Man hätte daher m der Formel für cos A nicht 
cos E = cos (A — a), sondern eos (E — AA) anwenden müs- 
sen. Die daraus entstehende Aenderung von A ist aber: 
cos H cos h sin Kal (t) 


A A 


dA-— SCH dA 
"IMS EE CTS sin p (p—9) SE sin A sin (A — a) 
sin å 


Diese Correction hat man dann noch zu dem vorher 
berechneten A hinzuzufügen. 

Beispiel Am 2. Juni 1831 wurde an einem Orte, 
dessen nördliche Breite 19* 31' und dessen geschätzte Länge 
von Greenwich 8^ 50* östlich war, um 23" 8» 45* wahre Zeit 
die Distanz der nächsten Ränder der Sonne und des Mondes: 

A — 96° 4v 10" 
gemessen. Das Barometer zeigte 29.6 englische Zoll, das 
Thermometer desselben 88* Fahrenheit, die Temperatur der 
Luft war 90° Fahrenheit. 

Nach dem Nautical Almanae waren die Oerter des Mon- 
des und der Sonne die folgenden: 


M. Zeit Greenw. Rect. Ç Decl. C Parallaxe 
Juni2 12h 336° 6'24".0 — 10° 50' 58". 0 56’ 44". 0 
13h Be A 41 48 A An 
14h 337 945.7 32 35 0 41.9 
15h 41 27 .0 ORT 49 .9 
Rect. (2 Decl. © 

Juni 2 12h TROU Bi mg". m + 22? 11' 48". 9 

13h 756.9 I ehe 

14h 10 30.5 d mu sm 

15h ler a a | RI AT a 3 


Die beobachtete Zeit entsprach nun der Greenwicher 
Zeit 14" 18" 45° und für diese Zeit erhält man: 
Rect. C= 337° 19'39".6 Rec. © = 70° 11’ 48". 5 
Decl (= —10 2941.3 Decl (Q)—--22 1233.9 
P = 56 48 .5 m = Eg 


und damit die wahren Höhen, und Azimute des Mondes und 
der Sonne für die Standenwinkel:' 


-+ 80° 2' 53", 8 
uud: 
— 12° 48' 45". 0: 
IT= 5° 41' 58", 4 h= 119 43 56". 7 
A —-4- 76? 43'.6 a = — 15? 4,4. 


Die Parallaxe des Mondes, nach der strengen Formel: 
EE o sin p sin [z — (p — g’) cos A] 
3 1 — ọ sin p cos [z — (p — 9) cos A] 
berechnet, ist p'— DO 85". 4, also ist die scheinbare Höhe IT 
des Mondes gleich 4" 45 23". 0. Hieran ist nun noch die 
Refraction anzubringen. Man sucht zu dem Ende einen ge- 
nüherten Werth für dieselbe, berechnet damit die scheinbare 
Höhe und sucht hierfür noeh eimmal die Refraction, indem 
man zugleich auf den Stand der meteorologischen Instrumente 
Rücksicht nimmt. Dann erhält man 9 = 9'3".2, also wird 
die scheinbare Höhe des Mondes: 
JA emt OS, 
Für die Sonne wird: 
TE VC EI es 
Aus der Horizontalparallaxe findet man dureh Multipli- 
cation mit 0,2725 den Horizontalhalbmesser des Mondes: 
jp ed SET, i) 
und hiermit den durch die Parallxe vergrófserten Halb- 
messer: 
ROLE 
Die Verkleinerung des verticalen Halbmessers durch die 
Refraction beträgt 26". 0, der Winkel æ ist 5° A8, also wird 
der Halbmesser des Mondes in der Richtung der gemessenen 
Distanz: 
"—=15'4".6, 
und da der Halbmesser der Sonne 15’ 47".O war, so ist die 
scheinbare Distanz der Mittelpunkte der Sonne und des Mondes: 
A = 91" 18 1". G. 
Nach den Formeln (A), (B) und C erhält man ferner: 
log C — 0.000463 
d= 72° 1'58" 
d'— 12 49 40 
gie 9 50.48 
A' = 97 17 33 
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und endlich durch eine doppelte Berechnung vou æ naeh den 
Formeln (D) und (E) die wahre Distauz der Mittelpunkte 
der Sonne und des Mondes: 

A= 96° 30' 39". 

Für die wahren Greenwicher Zeiten 12^, 13% etc. sind 
nun aber die wahren Distanzen der Mittelpunkte beider Ge- 
stirne: 

12h 97? 43'0".4 


13h 13 4.5 
14h 96 436.5 
15h 13 6 .2 


also ist die wahre Greenwicher Zeit, welche der Distanz 
96° 30' 39" entspricht, 14^ 24" 555,2, Da nun die wahre Orts- 
zeit der Beobachtung 23^ 8" 4550 war, so ist der Längen- 
unterschied von Greenwich: 

8h 43m 495,8 östlich. 

Der hier gefundene Meridianunterschied ist so nahe gleich 
dem vorher angenommenen, dals aus der Berechnung der 
Oerter der Sonne und des Mondes für die nach letzterem 
gefundene Greenwicher Zeit, nur ein kleiner Fehler entstehen 
kann. Wäre der Unterschied bedeutend gewesen, so hätte 
man die Rechnung wiederholen müssen, indem man die Oerter 
von Sonne und Mond jetzt für die Greenwicher Zeit 14^24"55* 
berechnet hätte. 

Bessel hat in No. 220 der astronomischen Nachrichten *) 
eine andere Methode bekannt gemacht, durch welche inau 
die Länge aus beobachteten Monddistanzen mit grofser Ge- 
nauigkeit finden kann. Da man sich aber zur See immer der 
vorigen oder wenigstens einer gauz ähnlichen Methode be- 
dient, auf dem Lande aber die Läuge immer durch andre, 
eine grölsere Genauigkeit gewährende Mittel bestimmt werden 
kann, so ist es nicht weiter nöthig, die Besselsche Methode 
hier näher auseinander zu setzen. 


33. Ein vorzügliches Mittel zur Längenbestimmung ge- 
währt die Beobachtung der Culmination des Mondes an ver- 


*) Diesem Aufsatze von Bessel ist auch das eben gegebene Beispiel ent- 
nommen. 
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schiedenen Orten. Wegen der schnellen Bewegung des Mon- 
des ist nämlich die Sternzeit der Culmination des Mondes 
für einen jeden Ort der Erdoberfläche eine andre. Kennt 
man daher die Geschwindigkeit, mit welcher die Rectascension 
sich ändert, so kann man aus dem Unterschiede der Stern- 
zeiten der Culmination an verschiedenen Orten deren Längen- 
unterschied finden. Da die Beobachtungen im Meridiane an- 
gestellt werden, so gewährt diese Methode noch den Vortheil, 
dals weder die Parallaxe noch die Refraction einen Einfluls 
darauf haben. Um nun auch von den Fehlern der Instru- 
mente unabhängiger zu sein, beobachtet man an beiden Orten 
nicht. die Sternzeit der Culmination selbst, sondern den Un- 
terschied der Sternzeiten der Culmination des Mondes mit 
denen einiger seinem Parallele nahe stehender Sterne, welche 
in den astronomischen Ephemeriden schon im Voraus angege- 
ben werden, damit die Beobachter an den verschiedenen Or- 
ten auch dieselben Sterne wählen. 

Diese Methode zur Längenbestimmung wurde schon im 
vorigen Jahrhundert von Pigott vorgeschlagen, indessen hat 
erst die feinere Beobachtungskunst der neueren Zeit den 
dadurch gewonnenen Resultaten die nöthige Sicherheit ge- 
geben. 

Für irgend einen ersten Meridian seien für die Zeit T 
die Rectascension des Mondes gleich e, und deren Differen- 
da d” 
dt’ di 
östliche Läuge d ist, sei dann zu einer Zeit, die der Zeit, 
T- t£ des ersten Meridians entspricht, also zur Ortszeit 
T--t-+d die Culmination des Mondes beobachtet. Dann 
wird zu dieser Zeit die Rectascension des Mondes gleich: 


. D m . 
tialquotienten 4, ete. berechnet. An einem Orte, dessen 


ar. E "c re tn 
gewesen sein. Ist dann ebenso an einem andern Orte, dessen 
östliche Länge d' ist, die Culmination des Mondes zur Zeit 
T -t- t des ersten Meridians, also zur Ortszeit T -1- t'-1- d' beob- 
achtet, so gehört zu dieser Zeit die Rectascension: 


la do 


apt D he T pe Dues 
dt 


Da nun die Beobachtungen im Meridiane angestellt sind, 
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so sind die Sternzeiten der Beobachtungen gleich der wahren 
Reetascension des Mondes. Nimmt man also an, dafs die 
Tafeln, aus denen man die Werthe vou « und deren Diffe- 
rentialquotienten entnommen hat, die Rectascension des Mon- 
des um die Grófse Ae zu klein geben, so wird man, wenn 
man 

T+t +d eg 
und 

T+t+d=0 


setzt, die folgenden Gleichungen haben: 


- da nn. E med o 
Said Ani ddl "TERES pps pl 
T da m mad 
O =a + hatt. u t qur us Fu 
mithin: 
da d'a 
6! — 0 = (l — A — 2-1 (5 — 10 2 Mew Wu: 
( (' — i Je 4rd (t t ) m + (a) 
Da nun aber auch: 
e le — Gn on) (2) 


so hat man also, um d'—d berechnen zu können, nur noch 
t—1 aus der Gleichung (a) zu bestimmen. Diese Gleichung 
ist nun keine reine Function von t'— t, indem sie auch t'?— 1? 
enthält, sie kann aber durch eine geschickte Wahl von T in 
eine solche verwandelt werden. Führt man nämlich statt der 
Zeit T das arithmetische Mittel der Zeiten T+-t und T-t, 
d.h. die Zeit T-+: (t-t) = T' em, so hat man statt der 
Zeiten T+t und T— t' jetzt respective T" — 3 (t' 0 und 
T'--1(t —0) zu setzen. Nimmt man daher an, dals « und die 


; ' 4 d Tu S a 
Differentialquotienten d; etc. zur Zeit T” gehören, so erhält 


man die Gleichungen: 


d p 
6 —a--Aa— 40—925 EE pt eer de D 5 H 


SEET iq —o a rds (i—i Se 
mithin auch: 
Sid. eT C da ss „Pa 
6' — 9 —('—1 di + (tt) dp 


und, wenn man die letztere Gleichung so auflóst, dals man 
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zuerst das zweite Glied der rechten Seite vernachlässigt, nach- 
her aber den so gefundenen Werth von t'—t in dies Glied 
substituit : 


r a eg "ei 9]? da 


— e 
de 23 da dt? jd 


dt Ed 


Ist die Meridiandifferenz der beiden Orte nicht grölser 
als zwei Stunden, so ist das letzte Glied so klein, dafs man 
es ganz vernachlässigen kann. 


Damit ist nun das Problem gelöst, doch sind für die 
praetische Anwendung noch einige Derücksichtigungen nóthig. 
Man sicht übrigens, dafs die Auflösung wieder eine indirecte 

[e] I Ge 
ist, weil die Bestimmung der Zeit T" schon eine genäherte 
Keuntnils des Meridianunterschiedes erfordert. 


Es scien nun © und O' in Sternzeit gegeben und der 
Unterschied 9'— O in Sternzeitsecunden ausgedrückt. Soll 
dann /—1 ebenfalls in Secunden gefunden werden, so muís 


da o T k s 
v die Bewegung des Mondes während einer Zeitsecunde 


ausdrücken. Nennt man also h die Aenderung der Rect- 
ascension des Mondes im Bogen während einer Stunde Stern- 
zeit, so ist: 


In den Ephemeriden sind aber die Oerter des Mondes 
nicht für Sternzeit, sondern für mittlere Zeit augegeben; man 
wird also daraus die Bewegung des Mondes wührend einer 
Stunde mittlerer Zeit entuelunen. Da nun aber 366.24220 
Sterntage gleich 365.24220 mittleren Tagen sind, also 

ein Sterntag = 0.9972693 mittleren Tagen 


ist, so erhält man, wenn h' die Bewegung des Mondes in 
Rectascension m einer Stunde mittlerer Zeit bedeutet: 


de, 0.9972693 „, 


ge^ O 


mithin: 
|, 15x3600 og 


— t= d 
0.9972693 A 


H 


878 
oder nach der Gleiehung (5): 


d—a- (9—e)(1— SH A, 


0.9972693 A 
Beim Monde ist nun das zweite Glied in der Klammer 
immer grófser als eins; man schreibt also besser: 


15x3600 _ 1 


El STEI 
diei ele ere D Gei 


und je nachdem EI — O positiv oder negativ ist, liegt der 
zweite Ort, für den © die Zeit der Beobachtung ist, west- 
lich oder óstlich vom ersten. 

Man beobachtet nun niemals die Culmination des Mittel- 
punkts des Monds, dessen Ort in den Tafelu angegeben ist, 
sondern einen Rand; man muls daher aus der Beobachtungs- 
zeit die Culminationszeit des Mittelpunktes berechnen. Im 
siebenten Abschnitte wird man die strenge Art und Weise 
der Reduction der im Meridian angestellten Beobachtungen 
des Mondes kennen lernen. Hier wird indessen das Folgende 
genügen. Der erste Rand heifst derjenige, welcher zuerst in 
den Meridian kommt, dessen Rectascension also kleiner ist 
als die des Mittelpunkts des Mondes. Um daher die Rect- 
ascension des Mittelpunkts zu erhalten, wird man, wenn der 
erste Rand beobachtet ist, zu der Beobachtungszeit eine Grófse 
hinzuzufügen haben, dagegen wird man dieselbe Grófse von 
der Beobachtungszeit abziehen müssen, wenn der zweite oder 
folgende Rand beobachtet ist. Diese Grófse wird aber gleich 
sein der Zeit, welche der Halbmesser des Mondes braucht, 
um durch den Meridian zu gehen, d. h. gleich dem dem Halb- 
messer entsprechenden Stundenwinkel. Denkt man sich nun 
das rechtwinklige Dreieck, dessen eine Ecke der Pol, die 
andre der im Meridiane befindliche Mondrand, die dritte der 
von der Parallaxe befreite Ort des Mittelpunkts des Mondes 
ist und bezeichnet die geocentrische Declination und den 
geocentrischen Halbmesser des Mondes durch 9 und R, den 
Stundenwinkel des Mittelpunkts durch r, so ist: 


A sin A 
nr= 
cos Ó' 
oder: 
TR 
7 — lt et 
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wenn man z gleich m Zeit erhalten will. Da nun aber die 

ltectascension des Mondes fortwährend wächst, so wird die 

Zeit, welche der Mond gebraucht, um den Stundenwinkel t 
H T H . 

zu durchlaufen, gleich j; gell, wem A die Zunahme der 


Rectascension in einer Zeitsecunde, oder den durch die Glei- 


] la 
chung (d) gefundenen Werth von ` = bedeutet. Da ferner 


auch ò und R mit der Zeit veränderlich sind, so hat man, 
wenn d und 3’ die Zeiten bedeuten, zu denen der Rand des 
Mondes an beiden Orten im Meridiane beobachtet ist *): 

w n 1 


Be 9 Mk Lee La 
! McosÓ' — cos 3 [eet 


mithin nach Gleichung (e): 
0.9972693 A 
3600 


a AR Tuc 
—Z ec] e ts X M ees 2 
bes a S G (50 cosd/ 4 2 G » GA 


wo h die Bewegung des Mondes in Rectascension in Zeit wäh- 


Je: 


rend einer mittleren Stunde ist und wo das obere oder untere 
Zeichen gilt, je nachdem der erste oder zweite Rand beob- 
achtet ist. 

Stände nun das Instrument, an welchem man die Cul- 
mination des Mondes an dem einen Orte beobachtet, nicht 
genam im Meridiane, so würde man also den Mond daselbst 
in einem. von Null verschiedenen Stundenwinkel beobachten 
und würde daher, wenn dieser gleich s ist, den Längenun- 
terschied der beiden Orte um die Grölse 

( 15Xx3000 _ 

X0, 9972093 A A 
fehlerhaft finden. Ffir Reisende, für welche es immer Schwie- 
rigkeit hat, ein Instrument ganz genau in den Meridian zu 
bringen, würde also diese Methode nicht gut anwendbar sein, 
zumal da dieselbe auch eme sehr genaue Zeitbestimmung 
voraussetzen würde. Man vermeidet aber diese Fehler, wenn 
man solche Sterne mit dem Monde vergleicht, welche in dem 
Parallel desselben liegen, wei daun die Fehler des Instru- 


*) Vergl. No. 21 des siebenten Abschnitts. 
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ments auf die Beobachtungen des Mondes nnd Sterns densel- 
ben Einflufs haben. Beobachtet man also an beiden Orten 
statt der Rectascension des Mondes blos den Unterschied der 
Rectascension des Mondes und des Sterns, also die Zeit, 
welche zwischen den Durchgängen beider Gestirne verflieist, 
so ist dieser Unterschied von den Fehleru des Instruments 
ganz unabhängig. Da man aber doch den Rectascensions- 
unterschied nicht für die Zeit der Culmination des Mondes 
beobachtet hat, sondern für die Zeit, wo derselbe in dem Stun- 
denwinkel s stand, wo derselbe also durch den Meridian eines 
Ortes ging, dessen Längenunterschied von dem Beobachtungs- 
orte gleich s ist, so erhält man den gesuchten Meridianunter- 
schied der beiden Orte um die Grófse s fehlerhaft. Man muls 
daher zu dem gefundenen Längenunterschied noch den abso- 
luten Werth des Stundenwinkels, in welchem man Mond und 
Stern beobachtet hat, mit positivem oder negativem Zeichen 
hinzulegen, je nachdem der Meridian des Instruments zwi- 
schen oder aufser denen der Orte liegt”). Wie man aber den 
Stundenwinkel s aus den Fehlern des Instruments herleitet, 
wird später bei der Theorie des Passageninstruments in No. 18 
des siebenten Abschnitts gezeigt werden. 


Damit nun die Beobachter immer dieselben Sterne zum 
Vergleichen mit dem Monde wählen, wird jährlich in dem 
Nautical Almanae und danach auch in den audern astrono- 
mischen Ephemeriden ein Verzeichnifs der Sterne im Parallel 
des Mondes für alle Tage, an welchen der Mond im Meridiane 
beobachtet werden kann, bekannt gemacht. 


Beispiel. Am 13. Juli 1848 wurden in Bilk die Mond- 
sterne beobachtet und die folgenden Durchgangszeiten durch 
den Meridian ohne Anbringung des Standes der Uhr ge- 


funden **): 


*) Man kann auch zu dem beobachteten Rectascensionsunterschiede des 
Mondes und Sterns die Gröfse 


hinzulegen. 


**) Vergl. No. 21 des siebenten Abschnitts. 
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y Ophiuchi i?h 1m525,64 
e Ophiuchi 12 6.58 
Mond- Mitte 27 34.60 
«a! Sagittarii 132540521509 
A Sagittarii 18 48 o 


An demselben Tage wurden die Mondsterne auch in 
Hamburg beobachtet, und es waren die Zeiten der Culmi- 
nation: 


7 Ophinchi 17h 1m42s.01 


e Ophiuchi == 44 a mil 

Ç I. Hand = 25 50 .43 
u’ Sagittarii = 18 4 43.53 
À Sagittarii = 18 38 . 56. 


Der Halbmesser des Mondes für die Zeit der Culmination 
in Hamburg war 15'2".10, die Declination — 18" 10'.1, die 
Aenderung der Rectascension in einer Stunde mittlerer Zeit 
= 129°. 8, also 2 = 0.03596. Es wird daher: 

R 
(1 — 2) cos à e" 
mithin die Zeit der Culinination der Mitte des Mondes: 
17h 26m 568,09, 


655 .66, 


Ferner erhält man die Unterschiede der Rectascensionen 
der Sterne und der Mitte des Mondes: 


für Bilk: fir Hamburg: 
5; Ophiuchi -+ 25" 418.96 + 25m 135.48 
o Ophiuehi +15 28 .01 a 59.8 
m Sagittari — 37 18 .39 — 37 47 .44 
4 Sagittarii — 51 13 .52 —— e cn 


also werdeu die Unterschiede zwischen den Beobachtungen 
in Bilk und in Hamburg: 
OH G = +28°,48 
28 .83 
29 .05 
ln: 
im Mittel — 283,83, 
Nun waren in No. 15 der Einleitung die stündlichen Be- 
wegungen für die nachstehenden Berliner Zeiten gefunden: 
10h — 2m 9s, 77 
11h 2 90.91 
12h 2 10 .05. 
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Da nun die Beobachtung in Bilk etwa der Berliner 
Zeit 10^ 30», die in Hamburg der Berliner Zeit 10^ 16" ent- 
spricht so ist: 

T' — 10h 23m 
also: 
À]' = 2m 98, 82. 
Hiermit erhält man dann nach Formel (e): 
d — d'= -+ 12" 525.83, 
Um so viel liegt also Hamburg östlicher als Bilk *). 


Anm. Du ungefähr gleich 20' ist, so wird der Cociüciont von 9'— 9 
in der Gleichung (4) etwa 29. Die Beobachtungsfehler werden daher in dem 
Längenunterschicde etwa 29mal vergrölsert erscheinen, sodaís em Fehler von 
05.2 in 9 — 9 einen Fehler von etwa 6% in der Länge erzeugt. 


*) Sind für beide Orte die Beobachtungszeiten cincs Randes angegeben, 
so rechnet man bequemer nach Formel (4A). 


Sechster Abschnitt. 


Bestimmung der Dimensionen der Erde und der 
Horizontalparallaxen der Himmelskörper. 


In den vorigen Abschnitten sind häufig die Constanten 
benutzt, die sich auf die Gestalt und Gröfse der Erde bezie- 
hen, ebenso die Winkel, unter denen der Halbmesser der 
Erde von andern Himmelskörpern aus erscheint oder die Hori- 
zontalparallaxen der Himmelskórper, und es ist nun noch zu 
zeigen, durch welche Methoden diese Constanten bestimmt 
worden sind. Von den Horizontalparallaxen wird nur die 
der Sonne und des Mondes durch unmittelbare Beobachtun- 
gen bestimmt, indem die Entfernungen der Planeten und Come- 
ten von der Erde in Einheiten der halben grofsen Axe der 
Erdbahn sich aus den Bahnen dieser Himmelskórper ergeben, 
die dieselben nach den Keplerschen Gesetzen um die Sonne 
beschreiben. Um daher die Horizontalparallaxen aller dieser 
Himmelskörper zu erhalten, ist nur noch die Kenntnifs der 
Sonnenparallaxe erforderlich, oder auch die Kenntnifs der 
Horizontalparallaxe eines dieser Planeten. 


I. Bestimmung der Gestalt und Grófse der Erde. 


1. Die Gestalt der Erde ist, wie sowohl die Theorie 
zeigt als auch wirkliche Messungen ergeben haben, die eines 
an den Polen abgeplatteten Sphäroids, d. h. eines solchen, 
welches durch die Umdrehung einer Ellipse um ihre kleine 
Axe entsteht. Freilich könnte dies nur dann in aller Strenge 
der Fall sein, wenn die Erde ein flüssiger Körper wäre, das 
abgeplattete Sphäroid ist aber diejenige geometrische krumme 
Fläche, welche der wahren Gestalt der Oberfläche der Erde 
am Nächsten kommt. 
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Die Dimensionen dieses Sphäroids werden durch Grad- 
messungen bestimmt, ein Verfahren, bei welchem man durch 
geodätische Operationen die Länge eines Gradbogens milst 
und zugleich durch die Beobachtung der Polhöhen der An- 
fangs- und Endstation des gemessenen Bogens seine Grölse 
in Graden bestimmt. Diese Methode ist schon sehr alt und 
Schon Eratosthenes (etwa 300 v. Ch.) bediente sich derselben, 
um dadureh den Umfang der von ihm als kugelfórmig be- 
trachteten Erde zu bestimmen. Eratosthenes bemerkte näm- 
lich, dafs die Städte Alexandrien und Syene in Aegypten 
nahe unter demselben Meridiane lagen. Ferner wulste er, 
dals am Tage des Sommersolstitiums die Körper zu Syene 
keinen Schatten warfen und schlofs daraus, dafs dieser Ort 
unterm nördlichen Wendekreise lag. Er mals daher an die- 
sem Tage die Entfernung der Sonne vom Zenith von Alexan- 
drien und fand dafür 7° 12. Der Bogen des Meridians zwi- 
schen Syene und Alexandrien betrug daher ebenfalls 7° 12", 
oder den funfzigsten Theil des Umfangs der Erde. Da nun 
Eratosthenes durch die Vermessuugen der Aegyptischen Län- 
dereien wulste, dals die Entfernung der beiden Orte 5000 
Stadien betrug, so fand er für den Umfang der Erde 250000 
Stadien. Diese Bestimmung mufíste nun aus verschiedenen 
Ursachen fehlerhaft sein. Einmal liegen nämlich die beiden 
Städte nicht unter demselben Meridian, sondern Syene etwa 
3° östlicher als Alexandrien. Ferner legt Syene nicht unter 
dem nördlichen Wendekreise, da die Polhóhe dieses Orts 
nach neueren Bestimmungen 24"8' ist, während die Schiefe 
der Ecliptic zu Eratosthenes Zeiten 23° 44' betrug. Endlich 
war auch die Breite von Alexandrien und die Entfernung 
der beiden Orte von einander fehlerhaft bestimmt. Erato- 
sthenes hat aber das Verdienst, die Messung der Erde zuerst 
versucht zu haben und zwar nach einer Methode, deren man 
sich noch jetzt zu diesem Zwecke bedient. 

Nachdem Newton durch theoretische Betrachtungen ge- 
funden hatte, dafs die Gestalt der Erde nicht kugelförmig, 
sondern sphäroidisch sei, reichte es nicht mehr hin, zur Be- 
stimmung der Dimensionen der Erde eine Gradmessung an 
einem Orte anzustellen, sondern es mulsten dazu zwei Grad- 
messungen an zwei verschiedenen Orten der Erdoberfläche 
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unter möglichst verschiedenen Polhöhen mit einander verbun- 
den werden, um mit der Gróíse auch zugleich die Abplattung 
der Erde bestimmen zu können. 

In No. 2 des dritten Abschnitts waren nun für die Coor- 
dinaten eines Punktes auf der Erdoberfläche, bezogen auf ein 
in der Ebene des Meridians liegendes Axensystem, dessen 
Anfangspunkt im Mittelpunkte der Erde und dessen Axen 
der z und y respective dem Aequator und der kleinen Axe 
parallel angenommen werden, die folgenden Ausdrücke ge- 
funden: TE VS 

Vi—e? sin p? 
asin e (i—e?) 
end 
wo a und e die halbe grolse Axe und Excentricität der Me- 
ridianellipse, ọ die Polhöhe des Ortes der Oberfläche be- 
zeichnen. 

Ferner ist der Krümmungshalbmesser für einen Punkt 

einer Ellipse, dessen Abscisse x ist: 


(a3— e? zayi 

ES a b 
wo b die halbe kleine Axe bedeutet, oder, wenn man für oe 
seinen eben gegebenen Werth setzt: 

.. a(1—2?) . 


3 
Hu 


H 


(1—e? sin 
Ist daher @ die Länge tege in irgend 
einem Längenmaalse ausgedrückt und « die Polhöhe seiner 
Mitte, so ist: 
MN CU cr 
180 (1 — e? sin 2)? 
wo æ das Verhältnils des Kreisumfangs zum Durchmesser 
= 3.1415927 ist. Ilat man nun einen zweiten Meridiangrad 
G' gemessen, und ist wieder q/ die Polhóhe seiner Mitte, so- 
dafs man die Gleichung hat: 
za (1— s?) 
3 
180 (1 — 2? sing 2) 
so findet man die Excentricität der Ellipse aus der Formel: 


EE š 


Gi — 


e? = 
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und, nachdem man diese kennt, aus einer der beiden Formeln 
für @ oder @' auch die halbe grofse Axe der Erde. 

Beispiel. Die Entfernung der Parallelen von Tarqui 
und Cotschesqui in Peru wurde von Bouguer und Condamine 
gemessen und dieselbe gleich 176875.5 Toisen gefunden. 
Die Polhöhen der beiden Orte wurden zu 

— 3* 4' 32". 068 
und 

+ 0? 2' 31". 387 
bestimmt. 

Ferner fand Swanberg die Entfernung der Parallelen 
der beiden Orte Malórn und Pahtawara in Lappland gleich 
92777.981 Toisen und deren Polhóhen gleich 

65? 31' 30". 265 
und 
67° 8'49". 830. 
Aus der Gradmessung in Peru ergiebt sich für die Länge 
eines Grades unter der Polhóhe 
g — — 1° 31' 0". 34 
G = 56734 . 01 Toisen, 
und aus der Gradmessung in Lappland die Länge eines Gra- 
des unter der Polhöhe: 
g! = 66° 20' 10". 05: 
G' — 51196 . 15 Toisen. 
Nach den vorher gegebenen Formeln erhält man hieraus: 
e? = 0 . 0064351 ` 
a = 3271651 Toisen, 
und da die Abplattung œ der Erde gleich 1 — V 1 — & ist: 

1 

= 310.29" 
Solcher Gradmessungen sind nun mehrere an verschiedenen 
Orten der Erde mit der grölsten Sorgfalt angestellt worden. 
Da man aber aus der Combination je zweier derselben für 
die Dimensionen der Erde immer verschiedene Werthe er- 
hält, woran zum Theil die Beobachtungsfehler, hauptsächlich 
aber die Abweichungen der Erdoberfläche von der wahren 
sphäroidischen Gestalt Schuld sind, so muís man aus allen 
diesen einzelnen Bestimmungen dasjenige Resultat suchen, 
welches sich an alle verschiedenen Gradmessungen am ge- 
nauesten anschlielst, 


a 
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2. Die Länge s des Bogens einer Curve wird gefunden 


durch die Formel: 
e» 
f Vis dri dz. 


Differenzirt man nun die in der vorigen Nummer gege- 
benen Ausdrücke für x und y nach e und substituirt die 
Werthe von dz und dy in die Formel für s, so erhült man 
für die Länge eines Bogens eines elliptischen Erdmeridians 
vom Aequator bis zu einem Orte, dessen Polhóhe q ist: 


=a (1— 22) d E m 
(1— &* gin g?)? 


Entwickelt man den Ausdruck unter dem Integralzeichen 
in eine Reihe, so findet man: 


— i.i EE 
M—-esinp)) | * =1+ ġe? sin g? + 4. oe sinpi e ed sin g5-- , . 


und hieraus, wenn man statt der Potenzen von sin g die 
Cosinus der vielfachen Winkel einführt und die einzelnen 
Glieder nach der Formel 


INES: 
f i dz 7; sináz 


integrirt: 
s = a (1— £’) E [p— «sin 2 + £ sin 4 p ete.], 
wo 


ge € n 45 , 175 , 
E edet ori T + o58 * +... 


nr 15 ,, 525 , 
Face Hz +o? +... 
15 105 
ANE 1 ,--... 
E; 256° + i024 Ë el 


Setzt man hier y — 180°, so erhält man, wenn man die 
mittlere Länge eines Meridiangrades mit g bezeichnet: 
180 g = a (1 —52?) E .m, 
also auch: 
1805 
EE 
Die Entfernung der den Polhóhen o und al entsprechen- 
den Parallelkreise wird daher: 
^ 180g 


CALI. e [p 


[p —« sin 29 4- 8 sin 4p — ...] 


Uu 


—g — 2a sin Lol — p) cos (gp Loi 


-+ 28 sin 2 (g/ — p) cos 2 (+ g)], 
oder, wenn man den gemessenen Bogen q'— zl und die 
p 
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Summe der Polhóhen q'4-$ — 2L setzt, l in Secunden aus- 
drückt und unter w die Zahl 206264.8 versteht: 


Ü 
Ja (s! —- s) —1— 2wa sin leos 2L 4-2wf sin21cos 4 L. 
yg 


Setzt man nun hier für 7 den beobachteten Werth der 
Differenz der Polhóhen und für s'— s die gemessene Länge 
des Meridianbogens, so würde diese Gleichung nur evfüllt 
werden, wenn man für g und e, also für g, « und f die- 
jenigen Werthe nimmt, welche grade dieser Messung entspre- 
chen. Nimmt man nun aber dafür diejenigen Werthe, wel- 
che sich aus allen Gradmessungen ergeben, so wird man, 
wenn die Gleichung erfüllt werden soll, den beobachteten 
Polhóhen kleine Correctiouen hinzufügen müssen. Schreibt 
man also Le und p'r statt o und o, wo x und z' kleine 
Gröfsen sind, deren Quadrate und Producte vernachlässigt 
werden können, so erhält man, wenn man auch den Einflufs 
dieser Aenderungen auf L unberücksichtigt läfst: 


360 
bg )=1— 2wa sin leos 2 L-L-2wgsin2/eos 4 L (x —2) o, 
wo: g = 1 — 2 a cos | cos 2 L — 4 £ eos 2 leos 4 L; 


man hat also auch: 


600 
samt (T (s! — s) — (1—2 wasin leos 2 L +2 wp sin 2 leos 4 L))- 


Eine jede Beobachtung der Polhóhen zweier Orte auf 
der Oberfläche der Erde und der Messung der Entfernung 
ihrer Parallelen giebt also für die an die beobachteten Pol- 
hóhen anzubringenden Verbesserungen eme solche Gleichung. 
Hat man nun die Resultate mehrerer Gradmessungen, sodafs 
man mehr solcher Gleichungen als unbekannte Gröfsen hat, 
so mufs man die Werthe der Unbekaunten g und & so be- 
stimmen, dafs die Summe der Quadrate der übrig bleibenden 
Fehler a — x, etc. ein Minimum wird. Nimmt man nun g, 
und œ, als Näherungswerthe von g und « an und setzt: 


y 
J= 1; und a=a,({+k) 


und vernachlässigt wieder die Quadrate und Producte von i 
und k, so erhält man: 


1 7/3600 
ales (s —3)—17 ur P Tæp sin Lcos 3 E — f, sin 2 leos 4 L 
e D 
1 8900 ^ zc JB ; g 
+ e . i (s' —s)i+ > d sin Lcos 2 D — a, fe sin 2 7 eos 4 L] A. 
0 D ttg 
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Hier bezeichnet 9, den Werth, in welchen £ übergeht, 
wenn man für « den Näherungswerth e, setzt. Um diesen 


: "m " . d d 
ebenso wie den Differentialquotienten 5 " zu erhalten, muls 
a o 


0 
man A durch œ ausdrücken. 


Es war aber: 


3a op KE 
85. t 32° T Toz 
m 
45 175 
— g? Ey. px 6 
Oh ger Ti "ez t o56 + 
NEPOS m on 
en e a 
Ebenso ist: 
a kai 
8 — 356* E osé en. 
Kehrt man nun die Reihe für « um, so erhält man: 
" 
E gena SEET EEN 
und, wenn man dies in den Ausdruck für 8 einführt: 
g— ct 2 zm at -+ 
urs ZE 108 
also auch: 
UN M cms 
ne t ps 
Setzt man daher: 
(0 N 
9 \ fo 7 
2w " 5 2 35 D k 
E "a 12% Fig sin 2 / cos 4 L] (4) 
PESE 
9 Jo 
und: 
2w F Wu al : 
D j [æo sin Lcos 2. — (Š ao? t Das‘ im 2 Lcos 4 LI, 
so erhält man die Gleichung: 
xz —z—n+taitbk, CB) 


und eine ähnliche Gleichung giebt die Verbindung des süd- 
lichsten Punktes einer Gradmessung mit einem jeden nörd- 
licheren Punkte. 

Behandelt man diese Gleichungen nach der Methode der 
kleinsten Quadrate, so werden die Gleichungen des Minimums 
in Bezug auf x, i und k für jede einzelne Gradinessung, wenn 
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u die Anzahl aller bei einer Gradmessung beobachteten Pol- 
höhen bedeutet: 
zt la]i + [b] k+ [n] =0 
la] x+ [aa] i + [ab] k + [an] = 0 
[b] x + [a 5] i- [b b] k [b n] — 0, 
und wenn man c eliminirt, so giebt jede Gradmessung zur 
Bestimmung der wahrscheinlichsten Werthe von ¿ und k die 
beiden Gleichungen: 
0 = [an] + [aa,] i -- [ab] k 
0 = [bn;] -+ [a5,]  4- [00,1 k, 
nach den in No. 23 der Einleitung eingeführten Bezeichnungen. 
Addirt man daher die einzelnen Gröfsen [an,], die man 
für die verschiedenen Gradmessungen findet und bezeichnet die 
Summe mit (an,), ebenso mit (aa,) die Summe aller [aa,], 
etc., so erhält man zur Bestimmung der wahrscheinlichsten 
Werthe von d und k aus allen Gradmessungen die Gilei- 
chungen: 
0=(an,)+ (na,)i-t+ (ab) k 
0 = (bn) + (a06,) i + (bb) k. 
Als Beispiel sollen die folgenden Gradmessungen be- 
rechnet werden: 


1) Gradmessung in Peru. 


Polhöhe DH 
Tarqui — — 3? 4' 32"068 Entfernung der Parallele 
Cotchesqui -0 2 31 387 3" 7' 3" 45 176875.5 Toisen 
2) Gradmessung in Ostindien. 
Polhöhe / 
Trivandeporum + 11° 44' 52", 59 Entfernung der Parallele 

Paudru 13 19 49.02 1^ 34' 56 . 43 89813 . 010. 

3) Gradmessung in Preufsen. 
'Truns 54? 13' 11". 47 

Königsberg 54 42 50.50 0? 29' 39", 03 28211.628 

Memel 55 43 40 .45 1 30 28.98 86116 . 975. 


4) Gradmessung in Schweden. 
Malörn 65° 31' 30". 265 


Pahtawara 67 849.830 1? 37' 19". 56 92717 .981 
Setzt man nun: 
57008 1+%k 
oe, md e = 


H EE 
l-i 400 
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so erhält man: 
log oe = 7.39794 


15 35 

log E ay + i08 = 4.41567 
5 35 T 

log E “+ " et = 4.71610. 


Setzt man ferner: 
10000 ¿=y 
0 kn, 
so erhält man für die vier Gradmessungen die Gleichungen: 
4) x, — az, = 1". 971.1225 y -+ 5.6059 z 
2) z'a — z, =+ 0 . 94 + 0.5697 y -+ 2.5835 e 


3) a, — 24 E 0.1779 y — 0.2852 2 
x", — v3 =+ 3 . 19 + 0.5433 y — 0.9157 z 
Ay ul oen emm 0) . 51 + 0.5839 y — 1.97112 
und daraus: 
[n] [a] [5] [er] [aa] [a5] 


1) 1.97 -4-1.1228 5.6059 + 2.2113 + 1.2000 -+ 6.2924 
2) +0.94 0.5697 +2.5835 -0.5355  4- 0.3240 —+ 1.4718 
3) +3.42 -4-0.7212 — 1.2009  4- 1.9933 -+ 0.3268  — 0.5482 
4) —0.51 -4-0.5839 — 1.9711  — 0.2978  -1- 0.3409 — 1.1509 


[èn] [b b] 
1) + 11.0436 + 31.4254 
2) + 2.4284 6.6742 
3) — 3.3650 0.9198 
4) -+ 1.0026 3.8853 
und: 
N Leg Eau 
1) —+ 1.1056 + 0.6300 — 3.1462 
2) + 0.2678 + 0.1623 +- 0.7359 
3) + 1.1711 +- 0.1534 — 0.2595 
4) — 0.1489 + 0.1705 — 0.5755 
(ani) = * 2.3956, (aa,) — + 1.1162, (a5,) — + 3.0471, 
UD [bb] 
—- 5.5218 + 15.7127 
+ 1.2142 + 3.3371 
— 1.9960 + 0.4391 
+ 0.5013 + 1.9426 


(bn) = 5.2413, (bb,) = + 21.4315. 
Man erhält somit für die Bestimmung von y und a die 


beiden Gleichungen: 


0 = + 2.3956 -+ 1.1162 y + 3.0471 z 
0 = + 5.2413 + 3.0471 y + 21.4315 z, 
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durch deren Auflösung man findet: 
z = + 0.099012 


y = — 2.4165, 
also: 
i= — 0.00024165 und k= + 0.0099012 ; 
mithin: 
57008 
I True DOE 
und: 
amm 10.009901? _ 002524753 
400 
Da nun 
8 32 
2 ya 2 3 
E 3 9 oi Ae 


war, so erhält man: 
e? =— 0.006710073, 
— 1 
also für die Abplattung der Erde CCS 


Ferner ist: 
b E 
log — = log H 1— s? —9.9985380, 
a 


und da 
180 
nn am 
war, so findet man: 
log a = 6.5147884, 
also: 


log b = 6.5133264. 


Auf diese Weise hat nun Bessel die Grölse und Ab- 
plattung der Erde aus 10 verschiedenen Gradmessungen be- 
stimmt *) und dafür die schon oben in No. 1 des dritten Ab- 
schnitts angeführten Werthe erhalten: 

1 


ec? 1 
299.1528 

Halbe grofse Axe a in Toisen == 3272077.14 

Halbe kleine Axe b r = 3261139.33 

log a = 6.5148235 

log b = 6,5133093. 


die Abplattung o 


*) In Schumacher’s astronomischen Nachrichten No. 333 und 438. 
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IL Bestimmung der Horizontalparallaxen der 
Gestirne. 


3. Wenn man den Ort eines der Erde nahen Gestirns 
von zwei verschiedenen Punkten der Erdoberfläche aus beob- 
achtet, so kaun man dadurch die Parallaxe desselben oder, 
was dasselbe ist, seine Entfernung, in Einheiten der halben 
grofsen Axe des lirdsphaeroids ausgedrückt, bestimmen. Da 
aber nach dem Vorigen die Gröfse dieser Axe selbst bekannt 
ist, so kanun man also die Entfernung des Gestirns auch in 
einem bekannten Längenmaalse ausdrücken. 

Es soll nun angenommen werden, daís die beiden Beob- 
achtungsorte unter demselben Meridiane zu verschiedenen Sei- 
ten des Aequators liegen, und dafs man an beiden Orten die 
Zeuithdistanz des Gestivus bei seiner Culmination beobachtet 
habe. Dann ist nach No. 8 des dritten Abschnitts die Höhen- 
parallaxe des Gestirns an dem einen Orte gegeben durch die 
Gleichung: 

sin p' — o sin p sin [z — (p — g/)], 
wo p die Horizontalparallaxe, » die beobachtete, von der 
Refraction befreite Zeniihdistanz, p und oi die geographische 
und verbesserte Polhóhe und o die Entfernung des Orts vom 
Mittelpunkte der Erde bezeichnen. Man hat also: 
4 — esin[z — (p — p] 
sinp sin p' 
und ebenso für den zweiten Ort, dessen geographische und 
verbesserte Polhóhe g, und oi: und dessen Entfernung vom 
Mittelpunkte o ist: 
4 e sin [s — (o, — $3)] 


sinp sin p 


Betrachtet man nun die beiden Dreiecke, welche durch 
den Ort des Gestirns, den Mittelpunkt der Erde und die bei- 
den Beobachtungsorte gebildet werden, so ist in dem einen 
Dreiecke der Winkel am Gestirne p', der Winkel am Beob- 
achtungsorte 180" — z + p — q' und der Winkel am Mittel- 
punkte q¢'== ô, wo ô die geocentrische Declination des Gestirns 
ist und wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem 
das Gestirn und der Beobachtungsort sich auf derselben oder 
auf verschiedenen Seiten des Aequators befinden. In dem 


394 


anderen Dreiecke sind diese Winkel ni, 180° s,-4- q, — g, 
und p',==6d. Man hat also: 

pP =z —p' =Ò 

py — gar d 
und: 

PHP =+ z, ES —g,. 
Bezeichnet man daher die bekannte Grófse p' -+ p', mit 7, 

so erhält man die Gleichung: 


e sin [x Er er] eine ele, 


sin p' sin (v — p) 


woraus folgt: 


Q sin vt sin [e — Le — g^ 
ei sin k: — (pı — pg] + g cos m sin [z — (p — 9)] ` 


tang p' = 


oder auch: 
gı sin z sin [s, — (pı — q^1)] 


tangp! m ————— st -— EN Br 
BN" e sin [s—(g — eil + ei cos z sin [z1 — (pı —9 1] 


Nachdem man dann p' oder p', durch eine dieser Glei- 
chungen gefunden hat, erhält man p entweder aus: 


"E sin p' 
WC m p sin [z — (p — g^ 
oder aus: 
rm sin p', 


gı sin lz, — (pı — p1) 

Es war nun hierbei vorausgesetzt, dafs die beiden Orte 
auf verschiedenen Seiten des Aequators liegen, wie es auch 
für die Bestimmung von p am Vortheilhaftesten ist. Ist dies 
aber nicht der Fall, sondern liegen die Orte auf derselben 
Seite des Aequators, so sind jetzt die Winkel am Mittel- 
punkte der Erde in den vorher betrachteten Dreiecken andere, 
nämlich in dem einen Dreiecke q'-- ò und in dem andern 
q 2-0. Setzt man dann aber: 

ET —p' =z, —z — (pı —p), 
so erhält man p' oder p', durch dieselben Gleichungen wie 
vorher. 

Liegen die beiden Orte nicht, wie es angenommen war, 
unter demselben Meridiane, so werden die beiden Beobach- 
tungen nicht mehr gleichzeitig sein und man mufs dann die 
Aenderung der Declination in der Zwischenzeit in Rechnung 
bringen. 
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Auf diese Weise wurden in den Jahren 1751 und 1752 
die Parallaxe des Mondes und des Mars bestimmt. Zu dem 
Ende beobachtete Lacaille die Zenithdistanz der beiden Ge- 
stirne bei ihrer Culmination am Cap der guten Hoffnung, 
während gleichzeitig Cassini in Paris, Lalande in Berlin, Za- 
notti in Bologna und Bradley in Greenwich beobachteten. 
Diese Orte sind sehr günstig gelegen. Der grölste Unter- 
schied der Polhöhen ist der vom Cap und Berlin und be- 
trägt 86}°, der gröfste Unterschied der Längen ist dagegen 
der vom Cap und Greenwich, der 14 Stunde beträgt, eine 
Zeit, für welche man die Bewegung des Mondes in Decli- 
nation vollkommen scharf in Rechnung bringen kann. 


Die Beobachter fanden damals die Horizontalparallaxe 
des Mondes in seiner mittleren Entfernung von der Erde 
gleich 57' 5". Eine neue von Olufsen ausgeführte Berech- 
nung aller dieser Beobachtungen, ergab aber dafür den 
Werth 57' 2". 64 unter der Voraussetzung, dafs die Abplat- 
tung der Erde 352-53 ist. Mit dem wahrscheinlichsten W er- 


the der Abplattung erhält man dagegen 57'2".80 *). 


1 
299.15 
In neuester Zeit beobachtete auch Henderson in den Jahren 
1832 und 1833 am Cap der guten Hoffnung Meridianzenith- 
distanzen des Mondes, aus denen er in Verbindung mit gleich- 
zeitigen Greenwicher Beobachtungen die mittlere Horizontal- 
parallaxe 57' 1".8 fand**). In den Burkhardtschen Mondtafeln 
ist für diese Constante der Werth 57'0".52 angenommen, in 
den Hansenschen 56’ 59". 59. 


Für den Mond wird nun übrigens das Problem, seine 
Parallaxe aus Beobachtungen an verschiedenen Orten der 
Erde zu finden, nicht so einfach, wie dasselbe vorher aufge- 
stellt war, weil man immer nur den Rand des Mondes an 
beiden Orten beobachten kann, also zur Reduction die Kennt- 
nifs des Halbmessers nóthig hat, welcher selbst durch die 
Parallaxe geändert wird. 

Bezeichnen r und r' den geocentrischen und scheinbaren 


*) Astron. Nachrichten No. 326. 
**) Astron. Nachrichten No. 338. 
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Halbmesser des Mondes, A und A’ die Entfernungen vom 
Mittelpunkte der Erde und dem Beobachtungsorte, so ist: 
sins A 
sinr A 
In dem Dreiecke, welches vom Mittelpunkte der Erde, 
dem Mittelpunkte des Mondes und dem Beobachtungsorte 
gebildet wird, hat man aber: 
A _ sn 1800) 
A ^—sin(g —p5 
wo a den Winkel bezeichnet, den die Richtung vom Beobach- 
tungsorte nach dem Mittelpunkte des Mondes mit der ver- 
längerten Richtung vom Mittelpunkte der Erde nach dem 
Beobachtungsorte macht, oder da 
zs =z —(p— p) =r 
ist, wo z die beobachtete Zenithdistanz des Mondrandes be- 
zeichnet und das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem 
der obere oder untere Rand beobachtet ist: 
ESI SE Be) 
N sing] 
Sın p- 


Führt man diesen Ausdruck in die Gleichung für ^ 
5 


in 
ein und eliminirt p' durch die Gleichung: 


sin p' = p sin p sin [e — (p— gp) = r, 
so erhält man, wenn man der Kürze wegen z — (p — a) blos 
dureh z bezeichnet und o gleich Eins setzt: 

sin 7' = sin r + sin »' sin p cos (z = »^) + 4 sin?” sin p? sin (z = r")?, 
oder bis auf Grófsen von der dritten Ordnung genau: 

r = r+ sin v sin p cos (z = r) + # sin r sin p? sin (2 2 7)?. 

Ist nun Z die geocentrische Zenithdistanz des Mittel- 
punkts des Mondes, so ist dieselbe durch die Zenithdistanz 5 
des beobachteten Randes ausgedrückt: 

Zi —2 zs — sin p sin (z =r) — au ae , 
oder, wenn man für r' seinen eben gefundenen Werth sub- 
stituirt: 
Z= zŒ r Æ sinr sin p cos k = 7) Æ į sinr sin p? sin e Æ r)? 
sin p? sin (z cke 7 . 
6 


— sin p sin Lë Œ= r) 


Entwickelt man diese Gleichung und vernachlässigt wic- 
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der die Glieder, welche in Bezug auf p und r von einer höhe- 


ren Ordnung als der dritten sind, so erhält man: 
Z =z y 


sin r? sin p sin z =Æ 4 sin r sin p? sin z? 
3 


: ` A. BE ae sin p? sinz 
— sin p cos r sin z -+ $ sin p sin r? sin z — - Ze 
oder, wenn man 1 — isinr? statt cos r und wieder o sin p 


statt sin p einführt: 


Hi 


Z= z Ær — ọ sin p sin z — 3 ọ sinp sinz sinr? =Æ } o? sin p? sin v sin 2? 
oi sin p? sin 2? 
BEES we dm AN 
D 
und endlich, wenn man 
sin r = Ek sin p, 
also 
r= k sin p + 4 k? sin p? 
setzt und auch wieder a — 4 statt z einführt, wo 4— y — q' ist: 
1 3 

Z= z— Á — sin p [ọsin (e —4) 2p k] — Ce kane 4) 2E K]?. 

Ist dann D die geocentrische Declination des Mittelpunk- 
tes des Mondes, d die beobachtete Declination des Bandes, 
so ist, weil D = «' — z und ò= q' — (s — 4): 

be? 
D = ò + sin p [p sin (z —4) = k] + = In sin (e — A) 2r k]. 

Die Grófsen o und A hüngen nun von der Abplattung 
der Erde ab. Da es nun wüuschenswerth ist, die Parallaxe 
des Mondes so zu finden, dals man die Aenderung, welche 
eine andre Abplattung als die zum Grunde gelegte hervor- 
bringt, leicht daran anbringen kann, so muls man den Aus- 
druck so entwickelu, daís derselbe die Abplattung explicite 
enthält. Nun war aber in No. 2 des dritten Abschnitts ge- 
funden: 


= Se lU ee 


Führt man hier die Abplattung « ein, gegeben durch 
die Gleichung: 
p 
1— —-—2a«—a* 
ft 
und vernachlässigt die Glieder von der Ordnung oi, so wird: 


p— gp = Å= a sin2g. 


Ferner war: 
, (1—e?)?singp* 
— e? sing? ' 1-— e? sin p” 
n 


p? =r? +=, 
_1—2e sing? +e 
Teng: 


Führt man auch hier wieder « ein durch die Gleichung: 


sin p? 


e? —2a—2? 
und vernachlässigt die Glieder von der Ordnung ei, so er- 
hält man: 
e=1— asin g?. 
Damit wird dann der zuletzt für D gefundene Ausdruck 
der folgende: 
D = 4-[sin z =Æ F] sin p — [sin g? sin z -+ sin 29 cos z] « sin p 
-+ [sin z = EI? iz 
Eine solche Gleichung giebt also eine jede Beobachtung 
eines Mondrandes an einem Orte auf der nördlichen Halb- 
kugel der Erde und es gilt hier das obere oder untere Zei- 
chen, je nachdem man den oberen oder unteren Rand des 
Mondes beobachtet hat. 
Für einen Ort auf der südlichen Halbkugel der Erde 


findet man ebenso: 

1 3 
B * " an p 
D= A —[sinzy = lena n e e s]? = 

-+ [sin p,? sin z; + sin 2g, cos zı] sin p,. 
Es seien nun £ und f, die den beiden Beobachtungen 
entsprechenden mittleren Zeiten irgend eines ersten Meri- 


dians, ferner sei D, die geocentrisehe Declination des Mondos 
NUT : S GC Els D 
für irgend eine Zeit T, und qı Me Aenderung der Declina- 


tion des Mondes während einer Stunde inittlerer Zeit, positiv 
genommen, wenn der Mond sich nach dem Nordpole zu be- 
wegt, so geben die beiden Gleichungen für D und D: 

dD 


(t,— 1t) ij; BEEN à — [sin z, 2g & — « (sin gp, ? sin z; + sin 29g, cos z,)] sinp, 
at 


— [sin z Æ k — a (sin p? sin z + sin 29 cos z)] sin p 
sin p, ? sin p? 


— [sin 2,27 EI? — [sin z kj z 


[: 
Ist ferner p, die Parallaxe für die Zeit T und d die 


stündliche Veränderung derselben, so wird: 
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d 

sin p = sin p, Foos p, z w= T) 
dp 

sin p, — sin pa 008 pg 7. lu T) 


mithin erhält man für die —à der Parallaxe zur 
Zeit T die Gleichung: 


1 säll a 
(Ese my d — [Ginz, == k)? + sin («== E)?] Ii - 


2 cos po [Csin z Æ k) (4 — T) + (sin z, Œ Kk) (t, — 77] 


sinp’sinz+sin2peosz |], 
-Hsinp,*sinz, sin29, cosz, 
Sind nun an den beiden Orten verschiedene Ründer des 
Mondes beobachtet, so wird der Coefficient von sin p, unab- 
hängig von k und da diese Gröfse dann nur noch in den 


— [sin z; -sinz & E] sinp, Lo sinpg 


ó i o dn N o 
kleinen, mit sin p,? und + multiplicirten Gliedern vorkommt, 
gj 0 


so wird auch der PO Werth von p, unabhüngig von 
einem etwaigen Fehler in k. Da man nun ferner die Paral- 
luxe aus Bt Gg Bestimmungen als soweit annähernd bekannt 
voraussetzen kann, um damit das dritte und vierte Glied der 
Formel ohne merklichen Fehler zu berechnen, so kann man 
also die vier ersten Glieder als bekannt voraussetzen, weil 
alle darin vorkommenden Gröfsen entweder durch die BL. 
achtungen gegeben sind oder aus den Mondstafeln entnom- 
men werden können. Bezeichnet man daher die Summe die- 
ser Glieder mit w, den Coefficienten von sin p, mit a und 
den von oe sin p, mit b, so erhält man die Gleichung: 
0 =n — sin py (a — ba), 

aus welcher man p, als Function von « findet. Man will 
nun aber nicht allein die Horizontalparallaxe p,, welche zur 
Zeit T statt findet, kennen, sondern die sogenannte mittlere 
Dog d.h. den Werth, welchen die Horizon- 


*) Will man auf die zweiten Differentialquotienten Rücksicht nehmen, 
so muls man noch das Glied hinzufügen: 
; xong EDI 
+46 - T0792 


nimmt man aber: 


T== $ ü, Ze D) H 
so fällt dies Glied fort. 
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talparallaxe in der mittleren Entfernung des Mondes von der 
Erde*) hat. Ist aber X die in den Mondstafeln angenom- 
mene mittlere Horizontalparallaxe und æ die aus denselben 
Tateln für die Zeit T entuommene, so hat man, wenn man 
die gesuchte mittlere Horizontalparallaxe mit // bezeichnet: 


o SÉ e j 
sin p, = Ae sin II — qc sin II, 
X 


also wird die Bedingungsgleichung jetzt: 


Q— X gl te ba). 
H 


Beispiel. Am 23sten Februar 1752 beobachtete Lalande 
in Berlin die Declination des unteren Randes des Mondes: 
d=-+ 20° 26' 25". 2, 
dagegen Lacaile am Cap der guten Hoffnung die Declina- 
ton des oberen Randes: 
9 — + 24° 46 44". 8, 
Für die m der Mitte zwischen beiden Beobachtungen 
liegende mittlere Pariser Zeit: 
T= 6h40, 
hat man ferner nach den Burkhardtschen Mondstafeln: 


c 415 
mz — 59' 24". 54 


Ue 1-07 98; 
di 


endlich ist: 
p= 52° 30' 10" 


und 
yı=33 56 3 südlich. 

Da der östliche Meridianunterschied des Caps von Ber- 
lin 20" 195.5 beträgt und die stündliche Zunahme der Rect- 
ascension des Mondes gleich 38'10" im Bogen war, so er- 
folgte die Culmination des Mondes in Berlin 21” 11° später 
als am Cap, mithin ist: 


t—t, =+21m11s, also (2 — t1) "t — 12".06 
d 


ferner: 
8, — 8 — + 1" 20 19", 6. 


*) Nümlieh wenn diese Entfernung gleich der halben grofsen Axe der 
elliptischen Bahn des Mondes ist. 
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Das dritte Glied, welches von sin p° abhängt, erhält man, 
wenn man k= 0.2125 nimmt, gleich — 0". 12; es ist daher, 


wenn man das hier ganz unbedeutende in dp multiplicirte 
Glied vernachlässigt: 
m = 4- 1° 20' 1". 42 
oder in Theilen des Radius: 
n = + 0.023307 
und da die in den Burkhardtschen Mondstafeln angewandte 
Constante der Parallaxe: 
5040/52 
ist, so wird: 
log u = 0.01792, 
also: Z= + 0.022365. 
Berechnet man die Coefficienten a und b, so erhält 
man, da 
eege 050 AE 
war: 
a= + 1.3571 und b = + 1.9321 


und somit für die Bestunmung von sin 77 die Gleichung: 
0 = + 0.022365 — sin I (1.3571 — 1.9321 a). 
Eine solche Gleichung von der Form: 
Q— " — z (a — ba) 
H 
giebt nun die Verbindung je zweier Beobachtungen. Hat 
man nur eine solche Gleichung, so kann man daraus für 
einen bestimmten Werth von « denjenigen Werth suchen, 
welcher diese Gleichung erfüllt. So erbält man aus der vo- 


! E 1 : 
rigen Gleichung, wenn man o = a e nimmt: 


299.15 
log sin D — 8.21901 
IT DÉI 55", 4. 


Hat man aber mehrere Gleichungen, so erhält man nach 
der Methode der kleinsten Quadrate für die Gleichung des 
Minimums in Bezug auf æ: 


PADS SE E-U. 


also: Bros 
[ea] . [aa] E 

ez] lo] uen, 

[aa] ^ [aa] [aa] 


26 
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Auf diese Weise wurde von Olufsen für die mitt- 
lere Horizontalparallaxe des Mondes der oben angeführte 
Werth 57'2". 80 gefunden *). Da die Parallaxe des Mondes 
übrigens so grols ist, so kann man dieselbe schon aus den 
Beobachtungen an einem und demselben Orte der Erde mit 
einiger Annäherung ableiten, indem man dem Zenithe nahe 
gelegene Beobachtungen, für welche die Höhenparallaxe ge- 
ring ist, mit Beobachtungen in der Nähe des Horizontes ver- 
bindet, für welche die Parallaxe also nahe ihr Maximum er- 
reicht. Auf diese Weise wurde auch die Mondsparallaxe 
von Hipparch entdeckt, indem derselbe in der Bewegung des 
Mondes ein Glied auffand, welches von der Höhe desselben 
über dem Horizonte abhing und die Periode eines Tages 
hatte. 

4. Die Horiontalparallaxe der Sonne kann ihrer Klein- 
heit wegen durch diese Methode nicht mit Sicherheit gefun- 
den werden, indessen wurden doch die ersten genäherten 
Bestimmungen derselben auf diese Weise erhalten. Im Jahre 
1671 beobachteten nämlich Richer in Cayenne und Picard 
und Römer m Paris Meridianhóhen des Mars und fanden 
daraus nach der vorher gegebenen Methode die Horizontal- 
parallaxe desselben gleich 25”.5. Kennt man nun aber die 
Parallaxe oder die Entfernung eines Planeten, so kann man 
daraus nach dem dritten Keplerschen Gesetze, wonach die 
Cuben der halben grofsen Axen der Planetenbahnen sich 
wie die Quadrate der Umlaufszeiten verhalten, die Entfer- 
nungen aller übrigen und auch die der Sonne finden. So 
erhielt man aus der angegebenen Parallaxe des Mars die 
Parallaxe der Sonne 9".5. Noch weniger genau wurde diese 
Constante durch die von Lacaille und Lalande angestellten, 
schon vorher erwähnten correspondirenden Beobachtungen 
bestimmt, nämlich gleich 10".25. Die neuerdings von Gilliss 
in Chili gemachten Beobachtungen haben auch, zum Theil 
wegen des Mangels correspondirender Beobachtungen in der 
nördlichen Hemisphäre, Niehts zu einer genaueren Bestim- 
mung der Parallaxe beigetragen. Wiewohl somit alle durch 
diese Methode bisher erlangten Resultate ungenügend sind, 


*) Astron, Nachrichten No. 326. 
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so wäre es doch immer wüuschenswerth, dals dieselbe ein- 
mal wieder ausgeführt oder auch die ganz ähnliche, von 
Gerling in No.599 der astronomischen Nachrichten vorge- 
schlagene Methode der Beobachtung der Venus um die Zeit 
ihres Stillstandes zur Bestimmung der Sonnenparallaxe ange- 
wandt würde, weil durch die jetzt so sehr vervollkommneten 
Instrumente gewifs auch auf diesem Wege genauere Resul- 
tate zu erhalten wären. 

Das geeignetste Mittel für die Bestimmung der Sonnen- 
parallaxe gewähren indessen die Beobachtungen der Vorüber- 
gänge der Venus vor der Sonnenscheibe, welche zuerst von 
Halley zu diesem Zwecke vorgeschlagen wurden. Die Be- 
rechnung dieser Erscheinungen kann nach den in No. 29 
und 31 des vorigen Abschnitts gegebenen Formeln ausge- 
führt werden. Etwas bequemer ist aber noch eine von Encke 
im astronomischen Jahrbuche für 1842 mitgetheilte Methode, 
welche zuerst die Erscheinung für den Mittelpunkt der Erde 
bestimmt und dann hieraus dieselbe für jeden Ort auf der 
Oberfläche zu finden lehrt. 

Bezeichnen «, à, A und D die geocentrischen Rectascen- 
sionen und Declinationen der Venus und der Sonne für eine der 
Conjunetionszeit nahe Zeit T eines ersten Meridians, so hat 
man iu dem sphärischen Dreiecke, welches durch den Pol 
des Aequators und die Mittelpunkte der Venus und der Sonne 
gebildet wird, wenn man die Entfernung beider Mittelpunkte 
int m nnd die Winkel am Mittelpunkte der Sonne und der 
Venus mit M und 180 — M bezeichnet, nach den Gaufsischen 
Formeln: 

sin Än. sin + (4L 4- M) == sin 4 (a — A) cos 4 (8 + D) 
sin 4 m. cos + (M' -+ M) = cos} (a — A) sin + (0 — D) 
eos Lin. sin X (M' — M) e sin. 1 (a — A) sin 3 (0 -+ D) 
cos 4 m . cos 4 (M! — M) == eos + (e — A) eos + (0 — D), 
oder da für die Zeiten der Rándexberührungen o —A und 9 — D, 
mithin auch m und M'— M kleine Grófsen sind: 
m sin Mz («a — A) cos 4 (+ D) 


m cos M = à — D. (4) 
Setzt man daun auch: 
n sin D c cos 1 (8 + D) 
E (B) 
N d(8 — D) 
n cos c di a 


26* 
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= A) ad um D) de 
ascension und Declination in der zum Grunde gelegten Zeit- 
einheit bezeichnen, und nennt T-+ r die Zeit, zu welcher eme 
Ränderberührung statt findet, so hat man: 

[m sin M- « n sin N]? > [m cos M+ 7 n eos IN ]? = [R e 7]?, 

wo R und r die Halbmesser der Sonne und der Venus be- 
zeichnen, und wo das obere Zeichen für äulsere, das untere 
für innere Berührungen gilt. 

Aus dieser Gleichung erhält man: 
r yi rin (M— N)? 

(RE 


relative Aenderung der Rect- 


` 2 eis 
r= UAN E 
n n 


Setzt man daher: 
in CH 
so wird: 


d -i 
t= — - cos (M — N) Ad 


COS w, (D) 


n 

wo das obere Zeichen für den Eintritt, das untere für den 
Austritt gilt, sodaís also für den Mittelpunkt der Erde in 
Zeit des angenommenen ersten Meridians der Eintritt zur Zeit: 


- 
T— cos (M — N) — 5 COS Y 
und der Austritt zur Zeit: 
E 
T — 9. cos (M — N) w- BER cos y 
"n n 


erfolgt. 

Bezeichnet man endlich mit © den Winkel, welchen der 
vom Mittelpunkte der Sonne nach dem Berührungspuukte 
gezogene grófste Kreis mit dem durch den Mittelpunkt der 
Sonne gehenden Declinationskreise macht, so ist: 


(R =r) cos © = m cos M nees N.c 
(RÆ r) sin © = n sin M+ n sin N. v 


oder: 
cos © = — sin N sin y = cos N cos w 
sin (2 = sin y cos N= cos ysin N, 
mithin für den Eintritt: 
(9 — 180* + N— y (E) 


und für den Austritt: 
Q-N- y. (E) 
Die Formeln (A) bis (F) dienen also zur vollständigen 
Vorausberechnung der Erscheinung für den Mittelpunkt der 
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Erde. Um nun hieraus die Zeiten des Ein- und Austritts 
für einen Ort auf der Oberfläche der Erde zu berechnen, 
muís man die zu einer Zeit von diesem Orte gesehene Distanz 
der Mittelpunkte beider Gestirne durch die vom Mittelpunkte 
der Erde gesehene Distanz ausdrücken. 

Es ist aber: 

cos m = sin dain D + cos d cos D cos (a — A). 

Bezeichnet man nun mit e, d, A’ und D' die von dem 
Orte auf der Oberfläche gesehenen scheinbaren Rectascen- 
sionen und Declinationen der Venus und der Sonne und 
mit ad die scheinbare Distanz der Mittelpunkte beider Gestirne, 
so ıst auch: 

cos m' = sin Ó' sin D'— cos d cos D' cos tel — AN) 
mithin auch: 
cos m' == cos m + (0 — à) [eos 0 sin D — sin Ó cos D cos (a — A)] 
-i- (D'— D) [sin à cos D — cos 9 sin D cos (a — A)] 
— (a! — o ) cos d cos D sin (a — A) 
++ CA'— A) eos ô cos D sin (a — A). 

Nach den Formeln in No. 4 des dritten Abschnitts war 

aber *): 

ð — 8 =n [cos p sin Ò cos (a — 6) — sin y cos dl 

D'— D =p [cos e sin D cos (a — 0) — sin p cos D] 

a — a =x sec d sin (a — O) cos y 

A' — A =p sec D sin (A— O) cos p, 
wo z nnd p die Horizontalparallaxen der Venus und der 
Sonne bezeichnen; mithin erhält man, wenn man diese Werthe 
in die Gleichung für cos m’ seizt: 

cos ml = cos m 

—+ [cos dein D— sin ô cos D cos (a — A)] [7 cos g sind cos (a — O) — ~ sin g cos dl 
—+ [sin ô cos D — cos Ösin P cos (e— 4)] [p cos psinD cos (a — 9) — p sin y cos D] 
— cos D sin (a — A) . z sin (a — ©) cos p (a) 
-+ cos Ô sin (a — A). p sin (A— 0) cos g. 


*) Es war nümlich nach den dortigen Formeln: 


A = sing giu — v sin p [sin ô cotang y — cos 9]. 
sin y 
Da aber: 
cotang y = cos (a — 0) . cotang P, 
80 wird: 


F — 8 = x [cos g sin 9 cos (a — O) — sin p cos à]. 
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Entwickelt man diese Gleichung, so findet man zuerst 
für den Coefficienten von cos q: 
x [sin ô cos ô sin D cos (æ — ©) — sin ô? cos D cos (e — O) cos (a — A) 
— cos D sin (a — 6) sin (« — 4)] 
-+ p [sin à cos D sin D cos (a — 0) — cos 9 sin D? cos (« — 0) cos (a — A) 
— cos d sin (e — ©) sin (e — A)] 
oder da 
sin à? = 1 — cos Ó? nnd sin D? = 1 — cos D? : 
7t [Csin dsin D cos ô cos Dcos (æ —4)) cos cos(« — 0) — cosD cos (A— 0)] 
-+ p [(sin dsin D -+ cos ô cos Dcos (e —A) ) cos D cos (4— 9) — cos cos (a —6)], 
mithin: 
zt cos m cos Ô cos (« — 6) — sr cos D eos (A — 0) 
+ p eos m cos D cos (4 — O) — p cos Ò cos (e — 0). 
Sondert man hier Alles ab, was sich auf einen bestimm- 
ten Ort der Erde bezieht, so erhält man: 
[x eos m cos d cosa — sr cos Dcos A] cos 9 
—+ [p cos m cos Dcos A — p cos d cos a] cos O 
—+ [ cos m cos d sin a — r cos Dain A] sin © 
-+ [p cos m cos Dsin A — p cos 9 sin a] sin ©, 
es wird daher das in cos q multiplieirte Glied der Glei- 
chung (a): 
[Cr cos m — p) cos Ò cos æ — (m — p cosm) cos D cos A] cos p cos 9 
~t- [( cos m — p) cos Ô sin a — (m —p cosm) cos D sin A] cos p sin ©. 
erner wir er Coefficient von sin o in der Glei- 
F d der Coeff t der Gl 
chung (a): 
7t [— cos 0* sin D -+ sin à cos ô cos D cos (a — A)] 
+ p [— sin ò cos D? -+ sin Dcos D cos Ò cos (a — A)], 
oder, da cos ð’ — 1 — sin à? und cos D? — 1 — sin D^ ist: 
zt [— sin D -+ sin d (sin ô sin D -+ cos ô cos D cos (« — 41))] 
-p [— sin Ò + sin D (sin 9 sin D -+ cos d cos D cos (a — A))]. 
Das in sin g multiplicirte Glied der Gleichung (a) wird 
daher: í 


(b) 


(x cos m — p) sin Ó sin p — (zt — p cos m) sin D sin p, 

und die Gleichung (a) gebt mithin über in die folgende: 
cos m’ = cos m 

-H [Gr eos m — p) cos Ò cos a — (zt — p cos m) cos D cos A] cos cos gi 

-+ [(zt cos m — p) cos Ô sin « — (zt — p cos m) cos D sin A] cosp sin © (c) 

—+ [7 eos m — p) sin à — (x — p cos m) sin D] sin o. 

Setzt man nun: 

a cos m — p = f sin s 


(d) 


— s sin m == f cos s, 
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so wird: 
a —p cos m — f sin (s —m), 
mithin: 


D 
cos m == COS m 


+ / [sin s cos Ò cos « — sin (s — m) cos D cos A] cos p cos gi 
+ / [sin s cos Ò sin a — siu (s — m) cos D sin 4] cosg sing (e) 


+ f[sin s sin d — sin (s — m) sin D) sin p. 


Setzt man ferner: 
sin s cos Ô cos « — sin (s — m) cos D cos A == P cos À cos B 
sin s cos Ô sin æ — sin (s — m) cos D sin A = P sin À cos 8 (03) 
sin s sin d — sin (s — m) sin D — P sin B, 
so erhält man durch die Quadrirung dieser Gleichungen zur 
Bestimmung von P die folgende: 
D? = sin s? + sin (s— m)? — 2 sin s sin (s —m) cos m 
== sin s? — sin s? cos m? + cos s? sin m? = sin m?, 
Es wird daher erlaubt sein zn setzen: 
sin s cos Ô cos a — sin (s— m) cos D cos A = sin m cos A cos £ 
sin s cos Ò sin « — sin (s-—m) cos D sin A = sin m sin A cos £ 
sin s sin d — sin (s — m) sin D == sin m sin B, 
oder auch: 
sin m sin (4 — A) cos £ = sin s cos Ô sin (a — A) 
sin m cos (4 — A) cos d = sin s cos Ô cos (a— A) — sin (s— m) cos D — (9) 
sin m sin 8 = sin s sin d — sin (s —m) sin D. 
Nun ist aber: 
sin s cos Ô cos (a—.4) — sin (s—m) cos D = sin s [cos cos (a— 4) — cos m eos D] 
- coss. sin m eos D 
und: 
sin s sin d — sin (s — m) sin D = sin s [sin d — cos m sin D] 
-+ cos s . sin m sin D. 

Im Dreiecke, welches vom Pole des Aequators und den 
geocentrischen Oertern der Mittelpunkte der Sonne und der 
Venus gebildet wird, hat man aber auch, wenn man den 
Winkel an der Sonne mit M bezeichnet: 

sin m sin M == cos Ô sin (a — A) 
sin m cos M = sin d cos D — cos Ò sin D cos (a — A) (A) 
cos m = sin d sin D+ cos Ó cos D eos (« — 4), 
also wird: 
cos Ô cos (a — A) — cos D cos m — sin D sin m cos M 
sin Ò — sin D cos m -+- cos D siu m cos M, 
und die Gleichungen (g) gehen daher i die folgenden über: 
sin (4 — A) cos # = sin s sin M 
cos(& — A) cos 8 = cos s cos D — sin s sin D cos M Wu 
sin B = cos s sin D + sin s cos D cos M, 
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wo s und M durch die Gleichungen (d) und (h) gefunden 
werden. Hat man dann aus den Gleichungen (i) A und £ 
bestimmt, so findet man nach (e) und (f) m' durch die 
Gleichung: 
cos m = cos m + f sin m [cos A cos £ cos p cos © + sin À cos B cos g sin ® 
+ sin £ sin gl 
— cos m + f sin m [sin p sin 8 -+ cos v cos £ cos (4 — 6)]. 

Es sei nun 7 die mittlere Zeit des ersten Meridians, 
für welche die Grófsen ce, ô, A und D berechnet sind und L 
die hierzu gehörige Sternzeit, ferner sei | die östliche Länge 
des Ortes, auf welchen sich © und beziehen, so ist: 

6-—i-4- L, 
also: 
ÀA—O0-4—L-—l 
Setzt man daher: 
A=1-—1L, ) 
cos € = sin g sin 2 + cos g cos f? cos (71 — D ( 
so wird: (M 
cosm = cos m +- f sin m cos & 

Alle Orte, für welche cos ¢ gleich ist, schen also in dem- 
selben absoluten Augenblicke, welcher der Sternzeit L oder 
der mittleren Zeit T des ersten Meridians entspricht, mithin 
jeder zu der mittleren Zeit T-+-I des Ortes, dieselbe schein- 
bare Distanz m' Um nun die Zeit zu finden, wann diese 
Orte die Entfernung m sehen, hat man: 


dm = — f cos €, 
mithin: 
d=— Ban . 
dm 
dt 


Ist aber m eine kleine Gröfse, wie dies z. B. für die 
Zeiten der Ränderberührungen der Fall ist, so hat man nach 
den Formeln (A): 

m= (a — A) cos } (ò -+ D) sin M+ (0 — D) cos M 


dm d(a—.A) y d(ó — D 
Të E 10- D) sin M+ D cos M, 
oder nach den Formeln (B): 
dm 


di 77 095 (M — AN), 


mithin: 
feosd 


li = . 
j n cos (M — N) 
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Wenn daher der Beobachter im Mittelpunkte zur Zeit T 
die Entfernung m sieht, so wird man an einem Orte auf der 
Oberfläche der Erde diese Entfernung zur Zeit des ersten 
Meridians 


Ta fcos E 
| neos (M — N) 


oder zur Ortszeit 
eot — 
n cos (.M —N) 


T+1+ 
sehen. 

Um nun aus den Zeiten des Ein- und Austritts für den 
Mittelpunkt der Erde die Zeiten des Ein- und Austritts für 
einen Ort auf der Oberfläche zu finden, hat man nur R=r und 
© statt m und M zu nehmen, und da nach den Formeln (E) 
und (F) für den Eintritt © = 180" -+ N —w, für den Austritt 
dagegen © = N- war, so wird man also zu den Zeiten 
des Ein- und Austritts für den Mittelpunkt der Erde hinzu- 
zulegen haben: 

EE 


n cos Ka 
und: 


cos 
Lose, 
n cos w 
Die sämmtlichen Formeln für die Vorausberechnung eines 
Venusdurchgangs sind daher die folgenden: 


Yür den Mittelpunkt der Erde. 


Für one der Conjunctionszeit nahe Zeit eines ersten 
Meridians suche man die Rectascensionen e, A und die De- 
clinationen d. D der Venus und Sonne und ebenso die Halb- 
messer r und R beider Gestirne. Dann berechne man: 

m sin I= (a — Á) cos} (0 -+ D) 
mcos M= ò — D 
d (a — A 
c 4) cos 4 OD) 
Ü 
d (0 — D) 
dt 


n sin N = 


ncos N = 


m h > R=er 
ee cos(AE— N) — cos y 
n n 


J 


m d SÉ R = K 
t = — — cos (M — N) + -- Cos v, 
n n 
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so erfolgt der Eintritt zur Zeit: 


t—— T4 
wobei: 
a 180? -+ N — v, 
und der Austritt zur Zeit: 
DË E 
und es ist 
O=N-+w. 


Für einen Ort dessen östliche Länge ! und dessen 
Polhöhe q ist. 


Für den Ein- und Austritt rechne man mit den entspre- 
chenden Winkeln © die Formeln: 
7t cos (R == r) — p = f sin s 
— n sin (R=Æ=r) = fcoss 


J 


n cos y 9 


sin (4 — A) cos £ = sin s sin © 
cos (4 — A) cos f = cos s cos D — sin s sin D cos © 
sin & = cos s sin D -I- sin s cos D cos ©) 
ium À—L 
cos 5 —sin £ sin p -+ cos B cos p cos (A — 1) *), 
wo L die den Zeiten t oder t' entsprechende Sternzeit ist. 
Dann ist in mittlerer Ortszeit die Zeit des Eintritts: 


t-- 0— 9 cos 5, 
und die Zeit des Austritts: 
i 47 L4 g cos E. 


Diejenigen Orte, für welche die Grölse 
sin £ sin 9 -+ cos £ cos p cos (A — D 
gleich == 1 wird, sehen die Erscheinung unter allen Orten 
am frühesten oder spätesten. Die Dauer der Erscheinung 
kann aber für einen Ort auf der Oberfläche um 2g von der 
Dauer der Erscheinung für den Mittelpunkt verschieden sein, 
und da nun für centrale Durchgünge sehr nahe 
m—p 
EE 


n 
ist, so kann also der Unterschied in der Dauer die doppelte 
Zeit betragen, welche die Venus braucht, um vermöge ihrer 
relativen Geschwindigkeit gegen die Sonne einen Bogen zu 


*) & ist der Winkelabstand des Punktes, dessen Länge / und Breite 9 
ist, von einem Punkte, dessen Länge und Breite 4 und f ist. 
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beschreiben, welcher gleich dem doppelten Unterschiede ihrer 
Paralaxe mit der der Sonne ist. Da nun der Unterschied 
dieser Parallaxen 23" und die stündliche Bewegung der Venus 
zur Zeit ihrer Conjunction mit der Sonne 234” beträgt, so 
kann dieser Unterschied nahe 12 Minuten ausmachen. Dar- 
aus sieht man also, dafs aus diesen Erscheinungen die Dif- 
ferenz der Parallaxen von Sonne und Venus und somit auch 
nach dem dritten Keplerschen Gesetze die Parallaxe der 
Soune selbst mit grofser Genauigkeit bestimmt werden kann. 


Beispiel. Für den Venusdurchgang am 5. Juni 1761 
hat man die folgenden Oerter der Sonne und der Venus: 


M. Par. Zeit A D a d 
16h 74" 47 1".8 + 220 41' 3". 7 74° 2550". 3 + 22° 33/417". 6 
17h 19 36.4 41 19.1 y. 318) n2 92 324.4 
18h 22 10 . 9 4134.5 2236.2 3141.1 
19h 2443.9 41 49.9 2059.2 91 1,9 
20h 2120.1 dE a8] 198 22.2 30 16.6, 
ferner: 


z = 29", 6068 R= 946". 8 
p= 8".4408 ge PX 0, 


Um nun hieraus die Zeit der äulseren Berührungen für 
den Mittelpunkt der Erde zu berechnen, hat man für 


el 
le dA 
m WICH —J c n. ee dis ee UD H 
m — i0 E 8 49.2, 5T — 77 PETUR: 
dô dD 
has == — DO. Op ‚== 075". 8. 
T di DOT On, R+ı 175.8 
Damit erhält man: 
M — 154° 7.2 N= 255° 21". 9 
log m = 2.760746 log n — 2.38028 
M — N= 258° 45'.3 
v—— 36 2.6 
— ™ eos (M-—N) =+ 0.4256 r = — 2h. 8114 = — 2ħ48m 445. 0 
n 


EE Eet /— 4-3 .7626— 4-3 45 4ü.4. 


n 
Mithin erfolgte für den Mittelpunkt der Erde: 
der Eintritt um 
14h 117» 195, 0 mittlere Pariser Zeit, 


wobei: 
© = 111" 24' 5, 
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und der Austritt um 


20h 45m 453, 4 mittlere Pariser Zeit, 
wobei 


O= 219° 19.3. 

Will inan nun die Zeiten des Austritts für Orte auf der 
Oberfläche der Erde haben, so hat man zunächst die Con- 
stanten A, # und g zu berechnen. Man erhält aber: 

s — 90? 22,7, log/— 1.32564, log g — 9. 03764, 


und da 
(2 — 219? 19'. hg JJ ccm DD g^ gi. diem qao o9. 8. 
so ist: 
j —:9? 15'.9 
und 
f — — 48? A0. 4, 


Da ferner die mittlere Pariser Zeit 20" 45" 455. 4 der 
Sternzeit 1" 45" 34*.6 entspricht, so ist: 
zd wm — 470 77, 7. 
Verlangt man nun z. B. die Zeit des Austritts für das 
Cap der guten Hoffnung, für welches: 


l= + 1h 4m äis 8 

und 
p= — 330 56' 3", 
so findet man: 
log cos € = 9.94043, g cos £ = + 5' 41". 0, 
also die Zeit des Austritts: 
t- l-g eos 5 — 21h 56m 55, 9, 
mittlere Zeit des Caps. 
Differenzirt man die Gleichung: 

T-—t--0- gcos£, 
so erhält man für die Aenderung von T in Secunden: 
a 3600 cos - 


GAIE (x — p) 
n eos y 
3600 eos m— ^ 
m DUE —P dp, ) 
n cos sp ER 
= 40.49 dpo, 


sodals ein Fehler von OU. 13 in dem angenommenen Werthe 
der Sonnenparallaxe die Zeiten der Ränderberührung um volle 
5 Zeitsecunden ändert. Umgekehrt werden Fehler in der 


*) Wo p, die mittlere Horizontal- Aequatoreal-Parallaxe der Sonne be- 
zeichnet, 
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Beobachtung der Berührungszeit nur einen geringen Einfluls 
auf die daraus hergeleitete Parallaxe haben, und da sich die 
Beobachtungen des Ein- und Austritts der dunklen Scheibe 
des Planeten am Sounenrande mit sehr grofser Schärfe an- 
stellen lassen, so sicht man, dafs man auf diese Weise die 
Sonuenparallaxe mit sehr grofser Genauigkeit finden kann. 


9. Um nun die vollständige Bedingungsgleichung zu er- 
halten, welche jede Beobachtung einer Ränderberührung giebt, 
geht man von der Gleichung aus: 

[o — 4’]? cos d,?+ '— DP—=[R=r]?, (a) 
wo oi, A’, ò und D' die scheinbaren, mit der Parallaxe be- 
hafteten Rectascensionen und Declinationen der Sonne und 


Y ! 
der Venus sind, 9, das arithmetische Mittel dad bezeichnet. 


Da aber die Parallaxen beider Gestirne klein und ebenso für 
die Zeiten der Ränderberührungen die Unterschiede der Rect- 
ascensionen und Declinationen kleine Grófsen sind, so kann 
man annehmen: 

a! — A' = a — A + (x — p) sec fo cos p' sin («y — ©) 

F — D'z ô — D + (x — p) [cos ol sin fa cos (aa — 0) — sin v cos ĉo), 


wo: at A 
(tg = nt 


gesetzt ıst. 
Führt man nun die folgenden Hülfsgrölsen eim: 
cos g' sin (a, — 0) = A sin H 
cos p' sin s cos («y — O) — sin ol cos d, = A cos H, 
so geht die Gleichung (a) in die folgende über: 
[e — A + (r — p) A sin sec 0,]?cos d, *4- [8 — D+ (rt — p) h eos H P= [R=]. 
Sind hier «, A, ð, D, m und p die aus den Tafeln ge- 
nommenen Werthe, «-1-de, ö+dö, A--dA, D-I-dD, n--dn 
und p-I-dp dagegen die wahren Werthe und ist dt der Feh- 
ler in der angenommenen Länge des Beobachtungsortes, so 
wird diese Gleichung: 


(A) 


a — A + (x — p) h sin H sce 04 + d (a — A) qA 
dla — A à,* 
| di — p) hin Hsec y — nd pus 
1(8— D 
-+ [9 — D + (x — p) h cos H + d(9 — D) + d(st — p) h cos H — De 


dt 
éier: 
Entwickelt man diese Gleichung und vernachlässigt die 
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Quadrate und Producte von z — p und den kleinen Aende- 
rungen, so erhält man, wenn man setzt: 
a — A+(r — p) h sin IT sec ô, = Al 
à — D+ (x — p) h cos IT ed. 
A'? cos d,?-+ D? — (Rp)? 
= — 2 Al cos de? MU rca e -+ D' h cos IT] d (x — p) 
—2 D dt —D)--2 (47 HS. EN eos os 0, * -- DI Dn di 
+2 (R=&r)d(R=r). 
Bezeichnet man aber: 
A? cosd,?-+ D'?, 
mit m?, so ist, da nahe: 
— UR 5v)? = 2m le — (R=en], 
m [n — (R les — Al cos dei d (a — 4) — D' d (8 — D) 
— [d'h sin dA E -+ D'h cos H] d (x — p) 


+ (a SE 


Setzt man nun SE 
Acosd,=msnM | 


neien DTN diRaja), 


D' = mcos M SC 
dE E 

See EEN | 

Dum Gras us 


so erhält man die Bedingungsgleichung: 

(RÆ&r— m) — sinMcosÓ (a — 4) , cos M d (0 — D) 

ncos(M— N) |  nceos(M — N) n cos (M — N) 
" h cos (M— HT) m — p d(R=#r) 


T ncos(M —N) po s n cos (M — N) 
Wäre die Länge genau bekannt, also dit, so könnte 
man die Divisoren weglassen. Behält man dieselben indes- 
sen bei, so wird dadurch R= r — m in Zeitsecunden ausge- 
drückt, da: 


di+ 
(D) 


dm 


ncos(M— N)— sU 

ist. i 

Beispiel. Die innere Berührung beim Austritt wurde 
am Cap der guten Hoffnung beobachtet um: 

21h 38m 35.9 mittlere Zeit. 
Diese Zeit entspricht der mittleren Pariser Zeit: 
20h 33m 295. 8 — 1h 33m 165, 2 Sternzeit. 
Es war also: 
= 2b 37m 40s, 7 — 39? 27! 25". 


415 


Ferner hat man für die angegebene mittlere Pariser Zeit: 


gom DT IS IT. (QU) DR SET Sy Dc 29 
|. 4-14 28 46 .41 D=22 42 13 .90 
a— As — 10'18".36 d—-D=— 12'22".58 


gi em DEET oer erm aa — O = 34° 50! 12" dy = 22° 36’ 2" 
(zt — p) h sin H = + 10”. 07 H= 31° 34.0 (zc — p) h sin H sec ôo 


(m — p) h eos H — 4-16 .39 logh= 9.95535 = -- 10". 90 
A! — — 10' 7", 46 
D'=— 12 6 .19 
M= T N= 255° 19'.3 
log m = 2.96262 log n = 8.92412. 
Da nun 


R — r = 911". 80 
ist, und; 

po = 8%. 57116, 
so erhält man: 

— 5.3 — 10.684 d (« — 4) + 14.986 d (8 — D) 
+ 42.240 dp, + 18.994 d (R — r). 
Eine solehe Gleichung von der Form: 
Q0 2 n--ad(a — A) H- bd ( — D) -+ edp, H- ed (R — v) 

giebt dann eine jede Beobachtung einer inneren Berührung 
und aus allen diesen Gleichungen muls man dann wieder, 
um die wahrscheinlichsten Werthe zu erhalten, diejenigen 
Werthe suchen, welche die Summe der Quadrate der übrig 
bleibenden Fehler zu einem Minimum machen. 


Auf diese Weise fand nun Encke") aus der sorgfältig- 
sten Discussion aller bei den Vortbergäugen der Venus m 
den Jahren 1761 und 1769 angestellten Beobachtungen die 
Sonnenparallaxe gleich 8".5776. Iu neuester Zeit hat Encke 
nach Auffindung des Originalmanuscripts von Hell’s Beob- 
achtungen des Venusdurchgangs von 1769 in Wardoe im 
nördlichen Lappland diesen Werth noch etwas geändert und 
dafür 

8".57116 
angenommen. Man erhält damit die Entfernung der Sonne 
von der Erde gleich 20682329 geographischen Meilen, von 
denen 15 auf einen Grad des Acquators gehen. 


*) Encke, Entfernung der Sonne von der Erde aus dem Venusdurch- 
gang von 1761. Gotha 1822. 
Encke, Venusdurchgang von 1769. Gotha 1824. 
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Nachdem ınan so die Horizontalparallaxe der Sonne kennt, 
findet man dieselbe für jedes andere Gestirn, dessen Entfer- 
nung vom Mittelpunkte der Erde in Einheiten der halben 
grolsen Axe der Erdbahn ausgedrückt A ist, durch die Glei- 
chung: 

8". 57116 i 


sin p = —— —— 


A 


Anm. Alles, was in No. 4 und 5 über die Venusdurchgänge gesagt 
ist, gilt auch für die Vorübergünge des Mereur vor der Sonne, die indessen 
weit weniger günstig für die Bestimmung der Sonnenparallaxe sind. Da 
nämlich für die Zeiten der unteren Conjunetion des Mereur die stündliche 
Bewegung desselben 550" betrügt, wührend die Differenz der Parallaxen von 
Mereur und Sonne im Mittel etwa 9" ist, so wird der Coefficient von dp, 
für einen Venusdurchgang sich zu dem Coefficienten für einen Mercursdurch- 
gang verhalten wie: 

23 580. 

m ac 
also im ersteren Falle etwa 6mal gröfser sein. Ein Fehler von 5$ in der 
Beobachtung der Zeit des Ein- und Austritts bei einem Mercursdurchgange 
wird daher schon einen Fehler von 0".8 in der Sonnenparallaxe hervorbrin- 
gen. Wegen der starken Excentricität der Mereursbahn kann dies Verhältnils 
indessen günstiger werden, wenn sich nämlich der Mercur zur Zeit seiner 
untern Conjunction zugleich im Aphel oder in sciner gröfsten Entfernung 
von der Sonne befindet. 


Siebenter Abschnitt. 


Theorie der astronomischen Instrumente. 


Ein jedes Instrument, mit welchem man die vollständige 
Bestimmung der Lage eines Gestirns gegen eine Grundebene 
machen kann, stellt ein auf diese Grundebene bezogenes recht- 
winkliges Coordinatensystem dar. Es besteht nämlich ein 
solehes Instrument im Wesentlichen aus zwei Kreisen, von 
denen der eine die Ebene der zy des Coordinatensystems 
vorstellt, während eim daranf senkrechter, das Fernrohr tra- 
gender Kreis sich um eine auf der ersteren Ehene senkrechte 
Axe des lustrunents drehen läfst und also alle gröfsten 
Kreise, welche auf der Ebene der xy senkrecht stehen, vor- 
stellen kann. Wäre em solches Instrument vollkommen rich- 
tig, so würde man an deu Kreisen unmittelbar die spbärischen 
Coordinaten desjenigen Punktes, nach welchem das Fernrohr 
hingerichtet ist, ablesen können. Bei jedem Instrumente muls 
man aber Fehler voraussetzen, welche theils von der Aufstel- 
lung, theils von der nicht ganz mathematisch richtigen Aus- 
führung desselben herrühren und welche bewirken, dafs dic 
Kreise des Instruments nicht mit den Coordinatenebenen, 
welche sie reprüsentiren, zusammenfallen, sondern einen klei- 
nen Winkel mit denselben bilden. Es ist nun die Aufgabe, 
aus den au diesen Kreisen beobachteten Coordinaten die auf 
das rechtwinklige Axensystem bezogenen herzuleiten und zu- 
gleich die Abweichungen der Kreise des Instruments von den 
wahren Coordinatenebenen zu bestimmen. 

Aufserdem kommen bei den Instrumenten noch Fehler 
vor, die theils von der Einwirkung der Sehwere und der 
Temperatur auf die einzelnen Theile des Instruments, theils 
von der unvollkommenen Ausführung emzelner Theile, wie der 
Zapfen, der Theilungen der Kreise u. s. w. herrühren, und 

21 
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man mufs auch Mittel haben, um diese Fehler so weit als 
möglich zu bestimmen, um aus den Angaben des Instruments 
die wirklichen auf die gröfsten Kreise der Himmelskugel be- 
zogenen Coordinaten der Sterne mit so grolser Annäherung 
als möglich herzuleiten. 

Aulser diesen Instrumenten, init denen man zwei auf 
einander senkrechte Coordinaten eines Sterns beobachten kann, 
giebt es nun noch andre, mit welchen man theils nur eine 
einzelne Coordinate, theils deu relativen Ort zweier Sterne 
gegen einander beobachten kann. Für diese Instrumente mufs 
man ebenso die Methoden kennen lernen, durch welche inan 
aus den an denselben gemachten Ablesungen die wahren 
Werthe der beobachteten Grölsen erhalten kann. 


I. Einige alle Instrumente allgemein betreffende 
Gegenstände. 


A. Gebrauch des Niveau's bei Beobachtungen. 


1. Das Niveau dient dazu, die Neigung einer Linie gegen 
den Horizont zu finden. Es besteht aus einer geschlossenen 
Glasröhre, welche fast ganz mit einer Flüssigkeit angefüllt ist, 
sodafs nur em kleiner, mit Luft angefüllter Raum übrig bleibt. 
Da nun der obere Theil der Röhre iu einem Kreisbogen 
ausgeschliffen ist, so stellt sich die Luftblase iu jeder Lage 
der Libelle so, dafs sie den höchsten Punkt dieses Bogens 
einnimmt. Der höchste Punkt für die horizoutale Lage der 
Libelle wird durch den Nullpunkt bezeichnet und zu beiden 
Seiten desselben sind in gleichen Intervallen Theilstriche an- 
gebracht, welche von ihm aus nach jeder Seite hin gezählt 
werden. Könnte man nun das Niveau direct auf eine Linie 
aufsetzen, so würde man, um diese Linie horizontal zu stellen, 
die Neigung derselben gegen den Horizont nur so lange zu 
ändern haben, bis die Mitte der Blase den höchsten Punkt 
einnimmt, also auf dem Nullpunkte steht. Da dies nun aber 
nicht angeht, so wird die Glasröhre zum grölseren Schutze 
zuerst in eine Messingröhre, die nur die getheilte Seite der 
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Libelle frei läfst, fest eingelegt und diese Röhre selbst wie- 
der in eine weite Messingröhre von der Länge der Axe des 
Instruments eingesetzt, deren oberer mittlerer Theil ausge- 
schnitten und nur mit einem Planglase bedeckt ist. In die- 
ser Röhre wird die andre dureh horizontale und verticale 
Schrauben, die zugleich als Correctionsschrauben dienen, be- 
festigt, sodafs die Theilung des Niveau’s sich unter dem Plan- 
glase befindet und durch dasselbe abgelesen werden kann *). 
Die Röhre ist dann mit zwei rechtwinklig ausgeschnittenen 
Stützen zum Aufsetzen auf die Zapfen oder bei gröfseren In- 
strumenten mit eben solchen Haken zum Anhängen an die 
Axe des Instruments versehen. In der Regel werden aber 
diese Stützen oder Haken nicht gleich lang sein. Es sei nun 
Fig. 11. AB Fig. 11 das Niveau, 
Sech AC und BD seien die bei- 

Fee | 

b 

| 


den Stützen, deren Länge 


Xu D 
SS s a und b sein mag, und 


dr 
| —. man denke sich das Niveau 
|a S Iac 7 Pti Ta . lel 
- i auf eine Linie, welche ge- 
N d g 
— —— gen den Horizont um den 


Winkel « geneigt ist, anfgesetzt und zwar so, dals BD auf 
der höheren Seite steht. Dann wird A in der Höhe a -1-c und 


B im der Höhe 
b+c- L tanga 


stehen, wenn L die Länge des Niveau's ist. Freilich ist dies 
nicht ganz richtig, weil die Stützen AC und BD nicht senk- 
recht auf der horizontalen Linie stehen, da hier aber immer 
uur kleine Neigungen von wenigen Minuten, gewöhnlich von 
wenigen Secunden angenommen werden, so genügt diese Nä- 
herung vollkommen. Nennt man nun z den Winkel, welchen 
die Linie AB mit dem Horizonte macht, so wird: 


- EE EE 


oder 


*) Diese Einrichtung wird deshalb getroffen, damit sich das Nivcau in 
einem abgeschlossenen Raume befindet und durch die Wärme des Beobach- 
ters oder der Lampe beim Ablesen nicht gestört wird. 


Les] 
ki 
+ 
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Kehrt man nun das Niveau um, sodals B auf der nie- 
drigeren Seite steht, nennt z' den Winkel, welchen AB jetzt 
mit dem Horizonte macht, so wird: 


Man nehme nun noch an, dafs der Nullpunkt fehlerhaft 
auf dem Niveau angegeben sei und dafs er um 4 näher an 
B als an A stehe; dann wird man, wenn man das Niveau 
unmittelbar auf eine horizontale Linie aufsetzt, bei A ablesen 
I+ 7, wenn 21 die Länge der Blase ist, dagegen l? — X bei B. 
Denkt man sich dagegen das Niveau auf die Linie AB auf- 
gesetzt, deren Neigung gegen den Horizont w ist, so wird 
man auf der Seite von A ablesen: 

A=1+i— re, 
wo r der Halbmesser des Kreisbogens AB ist, nach welchem 
das Niveau ausgeschliffen ist, dagegen auf dem höheren 
Ende B: 

B-i—i-Erz. 

Kehrt man aber das Niveau mit seinen Stützen um, so- 
dafs B auf dem niedrigeren Ende zu stehen kommt, so wird 
man jetzt ablesen: 

EWEG EEN 
LEE EE 

Substituirt man nun für x und z' die vorher gefundenen 
Werthe, so erhält man für die vier verschiedenen Ablesun- 
gen, wenn man die Ungleichheit der Stützen in Theilen des 
Niveau's a nennt: 

A=1l—ra+i—ru 
B -—i-d4ra—À-4- ru 
A=l+ra+i—ru 
B'—i-—ra-À- ru. 

Man ersieht hieraus, dafs man die zwei Gröfsen A und 
ru nicht von einander trennen kann, dais es also für die Ab- 
lesung ganz einerlei ist, ob der Nullpunkt nicht in der Mitte 
ist oder ob die Stützen ungleich lang sind. Dagegen wird 
man durch die Combination dieser Gleichungen 4— ru und 
e finden können. 

Ist das Ende B der Blase auf einer bestimmten Seite 
der Axe eines Instruments, z. B. auf derjenigen, auf welcher 
sich der Kreis befindet und die man das Kreisende nennt, 
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so wird man nach der Umkehrung des Niveau's A auf dieser 
Seite ablesen. Nun ist: 


B—A 
er =—Atrutra 
A o. 
—9  "-^--ru-ra, 
also: 
B—A , A'-B 
Eritz”) 
am - 206265, 


- 
wenn man die Neigung gleich in Bogensecunden haben will. 
. d 200205 . ü E : g : d 
Die Gröfse ist dann die Länge eines Niveautheils in 

= 
Bogensecunden. 


Will man also die Neigung einer Axe eines Iustruments 
durch das Niveau bestimmen, so setzt man dasselbe in zwei 
verschiedenen Lagen auf die Axe und liest beide Enden der 
Blase m jeder Lage ab. Dann zieht man von der Ablesung 
auf der Seite des Kreisendes die an der andern Seite ge- 
machte Ablesunx ab und dividirt das arithmetische Mittel der 
in beiden Lageu gefundenen Werthe mit 2, dann ist dies die 
Erhöhung des Kreisendes der Axe in Theilen des Niveaus 
ausgedrückt. Multiplieirt man endlich diese Zahl mit dem 
Werthe eines Niveautheils in Bogensecunden, so erhält man 
die Erhöhung des Kreisendes in Bogensecunden. 


Wenn man annehmen könnte, dafs sich die Länge der 
Blase während der Beobachtung nicht ändert, so würde man 
auch: 


oder 


haben, d. h. die Neigung würde gleich der Hälfte der Bewe- 
gung des Niveaus an einem bestimmten Ende sein. Wäre 
endlich das Niveau vollkommen richtig, also 4 — ru = 0, so 
würde man gar nicht nóthig haben, das Niveau umzukehren, 
sondern würde aus dem blofsen Stande von B gegen A die 
Neigung finden, indem man den halben Unterschied der bei- 
den Ablesungen nähme. 
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Beispiel. An dem auf der Berliner Sternwarte im er- 
sten Verticale aufgestellten Passageninstrumente wurden 1846 
Aug. 22 folgende Nivellirungen gemacht: 


Kreis - Ende Kreis-Ende 
Objectiv Ost | a i à E v | Objeetiv West K : à e i S 
Zi = +3”, 90 — 6^. 30 
ALB À—ru- — 8.80 k—ru= — 9.20 
Eom c 5 24 +2.90 
— 0#. 50 — 1". 10 
Also ist im Mittel aus den beiden Nivellirungen b — — 1^. 10, 


oder da der Werth eines Scalentheils gleich 2" (1 — 1) war, 
b = — 2". 06. 

Das Vorige setzt aber voraus, dafs die Tangente an dem 
Nullpunkte des Niveau's sich mit der Axe des Instruments 
in einer Ebene befindet. Um dies zu erreichen, berichtige 
man das Niveau zuerst so, dafs diese Tangente in einer Ebene 
liegt, die der Axe parallel ist, was der Fall ist, wenn A— ru 
gleich Null ist. Findet man diesen Werth bei der Nivelli- 
rung gleich Null, so ist das Niveau in diesem Sinne berich- 
tigt, findet man aber, wie in dem obigen Beispiele. einen von 
Null verschiedenen Werth, so muls man die Neigung des 
Niveau's durch die verticalen Correctionsschrauben so ändern, 
dafs die obige Bedingung erfüllt wird, was der Fall ist, wenn 
A gleich A und B gleich B' ist oder wen auf der Boite des 
Kreisendes sowohl als auf der entwegengesetzten die Blase 
vor und nach der Umkehrung dieselbe Stellung hat. In dem 
vorigen Beispiele, wo A—ru im Mittel 9". 00 ist, würde man 
also die Neigung des Niveau's so ändern müssen, bis die Blase 
in der letzten Stellung Objectiv West 11.6 und 14.8 zeigt. 
Dann würde man an dem so berichtigten Niveau abgelesen 
haben: 


Jen. Aa [Ss deg) 11.4 15.0 
Objectiv Ost 42.7 13.5 Objeetiv West TR TE 
woraus man wieder die Neigungen — 0". 50 und — 1". 10 


und å — ru im Mittel gleich Null gefunden hätte. 

Ist das Niveau so berichtigt, so ist die Tangente an dem 
Nullpunkte des Niveau's in emer der Axe parallelen Ebene. 
Bewegt man nun das Niveau ein wenig um die Axe des In- 
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struments, sodals die Haken immer genau in Berührung mit 
den Zapfen bleiben, so bleibt die Tangente au dem Nullpunkte, 
wenn dieselbe der Axe parallel ist, auch bei der Drehung 
parallel und die Blase ändert daher durch diese Bewegung 
ihre Stellung nicht. Macht aber die Tangente in der der Axe 
parallelen Ebene einen Winkel mit der Axe, so ändert sich 
bei der Drehung die Neigung gegen die Axe, und da sich 
die Blase immer nach dem erhöheten Ende bewegt, so ist, 
wenn die Drehung auf den Beobachter zu gerichtet ist, das 
Ende, nach welchen sich die Blase hinbewegt, dem Beob- 
achter zu nahe. Man muls dann dies Ende mittelst der hori- 
zontalen Correctionsschrauben so lange bewegen, bis die Blase 
bei der Drehung des Niveau's ihre Stellung unverändert bei- 
behält, wo daun die Tangente an dem Nullpunkt der Axe 
parallel ist. Durch die Bewegung der horizontalen Schrauben 
ändert sich aber das Niveau gewöhnlich eiu Wenig im verti- 
calen Sinne, und man wird daher die beiden Correctionen im 
verticalen und horizontalen Sinne in der Regel mehrmals wie- 
derholen müssen, ehe man den vollkommenen Parallelismus 
der Tangente des Niveau's mit der Axe des Instruments er- 
reicht. 

2. Um den Werth eines Niveautheils in Secunden zu 
finden, kann man dasselbe an einem Höhenkreise befestigen, 
wenn derselbe eine dazu geeignete Vorrichtung hat und dann 
durch gleichzeitige Ablesung des Niveaus und des getheilten 
Kreises und Wiederholung der Ablesungen m wenig geän- 
derten Lagen des Kreises die Anzahl von Theilen finden, die 
der Anzahl von Seeunden, um welche man den Kreis gedreht 
hat, entspricht. Geht nämlich die Blase durch e Theil- 
striche, während der Kreis durch f Secunden rotirt, so ist £ 
der Werth eines Scalentheils in Secunden. 

Bei der Untersuchung ist es aber am besten, das Niveau 
nicht von seinem Träger abzunehmen, da man vermuthen kann, 
dals die es haltenden Schrauben eine etwas andre Krümmung 
hervorbringen, als die, welche das Niveau ohne dieselben zei- 
gen würde, und da man ein grofses Niveau nicht wohl an 
dem Höhenkreise befestigen kann, so bedient man sich am 
besten eines eignen Instruments, das im Wesentlichen aus 
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einem starken, auf drei Schrauben ruheuden T-fórmigen Trä- 
ger besteht, auf welchem das Niveau in zwei rechtwinkligen 
Lagern ruben kann, sodafs die Richtung des Niveau’s durch 
die eine Schraube geht und senkrecht auf der Verbindungs- 
linie der beiden andern Schrauben ist. Die erstere Schraube 
ist zur Messung bestimmt und ist daher sehr sorgfältig gear- 
beitet und mit einem getheilten Kopfe und Iudex versehen, 
an dem man die Theile einer Umdrehung der Schraube ab- 
lesen kann. Durch ein Hülfsniveau kann der Apparat so be- 
richtigt werden, daís diese Schraube genau vertical steht. 
Liest man dann im einer Stellung der Schraube das Niveau 
ab und dann wieder, nachdem man die Schraube em wenig 
gedreht hat, so findet man wie vorher die Länge eines Niveau- 
theils in Tbeilen der Umdrehung der Schraube. Kennt man 
dann durch genaue Messung die Entfernung f der Schraube 
von der Verbindungslinie der beiden auderen Schrauben und 


` m " " h " 
die Höhe k eines Schraubenumgangs, so ist ? die Tangente 


des Winkels, der einer Umdrehung der Schraube entspricht, 
h " S 3 
oder auch j 206265 dieser Winkel selbst. Man kaum auch 


leicht prüfen, ob das Niveau vollkommen ist, indem man un- 
tersucht, ob die Blase immer um eie gleiche Anzahl von 
Theilen fortrückt, wenn man die Schraube immer um dieselbe 
Anzahl von Theilen des Kopfes dreht. Indessen ist es nicht 
nóthig, dafs die Theile des Niveaus wirklich: für die ganze 
Ausdehnung der Theilung von gleicher Länge sind, sondern 
es braucht diese Gleichheit nur für diejenigen Theile statt- 
zufinden, die möglicher Weise bei der Nivellirung gebraucht 
werden und die sich, wenigstens bei neueren Niveaus nicht 
weit zu beiden Seiten des Nullpunkts erstrecken. Die Blase 
des Niveau's ändert zwar ihre Länge dureh die Wärme und 
Kälte wegen der Ausdehnung und Zusammenziehung des 
\Vemeeistes, die neueren Niveaus haben aber eine ebenfalls 
zum Theil mit Flüssigkeit gefüllte Kammer, die mit der Röhre 
des Niveau's durch eine kleine Oefnung in Verbindung steht, 
und aus der man das Niveau auffüllen kann, wenn die Blase 
zu lang geworden ist, indem man dasselbe so neigt, dals die 
Kammer au dem hohen Ende steht. Ist umgekehrt die Blase 
zu kurz, so kann man durch das Neigen des Niveaus im ent- 
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gegengesctzten Sinne etwas Flüssigkeit ablassen. Dadurch 
kann man also bewirken, daís die Blase immer sehr nahe 
von derselben Länge ist und wenn man daher dafür sorgt, 
dafs das Niveau immer nahe berichtigt und auch die Neigung 
der Axe klein ist, indem man das eine Lager des Instruments 
durch die dazu angebrachten Correctionsschrauben erhöhet 
oder erniedrigt, wenn dieselbe grols wird, so wird man immer 
nur sehr wenige Theilstriche für alle Nivellirungen gebrauchen, 
deren Länge man sehr sorgfältig bestimmen kann. Es wird 
übrigens gut sein, diese Bestimmung bei sehr verschiedenen 
Temperaturen zu wiederholen, um zu sehen, ob sich die 
Werthe der Scalentheile mit der Temperatur ändern. Zeigt 
sich eiue solche Abhängigkeit, so muls man die Länge eines 
Niveautheils durch eine Formel von der Form: 
I=a-+-b(t— tal 

ausdrücken, wo «a die Länge für die bestimmte Temperatur t, 
ist, und wo man die Werthe von à und b aus den bei ver- 
schiedenen Temperaturen beobachteten Werthen nach der 
Methode der kleinsten Quadrate bestimmen muls. 

Statt eines eigenen Instruments zur Bestimmung der Ni- 
veautheile kann man sich auch eines Höhenmstruments und 
Collimators bedienen, wenn derselbe so eingerichtet ist, dals 
man an demselben zwei rechtwinklige Lager befestigen kann, 
in welche man das Niveau so legen kann, dafs die Tangente 
des Niveau's mit der Axe des Collimators in einer Ebene liegt. 
Stellt man nämlich diesen Collimator vor einem, mit einem 
feinen Höhenkreise versehenen Instrumente auf, legt das Niveau 
in die Lager und liest dasselbe sowie den Kreis ab, nachdem 
man das Fadenkreuz des Collimators auf das Fadenkreuz des 
lustruments gebracht hat und wiederholt man dies, nachdem 
man die Neigung des Collimators durch eine der Fufsschrau- 
ben eim wenig geändert hat, so erhält man wieder aus der 
Vergleichung der Aenderung des Niveauw's und der Ablesun- 
gen des Kreises die Länge eines Niveautheils. 

Die Theodolithen und Universalinstrumente sind häufig 
schon so eingerichtet, dals man die Länge der Scalentheile 
des Niveau's mittelst einer der Fufsschrauben, die zu dem 
Eude fein geschnitten ist und einen eingetheilten Kopf hat, 
bestimmen kann. Diese Instrumente ruhen nämlich auf drei 
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Fufsschrauben, die nahe ein gleichseitiges Dreieck bilden. 
Wenn man dann das Niveau auf die horizontale Axe eines 
solehen Instruments aufsetzt und die Axe so stellt, dafs die 
Richtung des Niveaw's durch die mit dem eingetheilten Kopfe 
versehene Schraube a geht, also auf der Verbindungslinie 
der beiden anderen Schrauben senkrecht steht, so kaun man 
wieder aus der Aenderung der Schraube o und der entspre- 
chenden Bewegung der Blase des Nivcau’s die Länge eines 
Scalentheils bestimmen, wenn die Höhe eines Schraubenum- 
gangs und die Entfernung der Schraube a von der Verbin- 
dungslinie der beiden anderen Schrauben bekannt ist. Für 
das an den Mikroskopen- und Nonienträgern des Vertical- 
kreises befestigte Niveau erhält man dagegen den Werth eines 
Scalentheils, wenn man das Fernrohr auf das Fadenkreuz 
eines Collimators oder auf ein entferntes irdisches Object rich- 
tet und den Kreis sowie das Niveau abliest. Acndert man 
dann die Neigung des Fernrohrs gegen das Object durch die 
Fufsschrauben des Instruments, so liest man an dem Niveau 
den Betrag der Neigung m Theilen des Nivcau’s ab, während 
man denselben in Secunden erhält, wenn man das Fernrohr 
auf das Object zurückbewegt und den Kreis in der neuen 
Stellung abliest. 


3. Der bisher betrachtete Fall, dafs man durch das 
Niveau die Neigung einer Linie bestimmen will, auf welche 
man das Niveau aufsetzen kann, kommt bei den Instrumenten 
nie vor, sondern man sucht immer die Neigung einer Axe, 
welche nur durch ein Paar Cylinder an den Euden angege- 
ben ist, auf die man das Niveau aufsetzen mufs. Wenn nun 
auch die Axe der Oylinder mit der mathematischen Axe des 
Instruments zusammenfällt, so können die Cylinder doch von 
verschiedenem Durchmesser sei und es wird dann ein auf 
dieselben gestelltes Niveau nieht die Neigung der wahren 
Axe des Instruments angeben. Diese Cylinder liegen immer 
in Lagern, welche durch zwei Ebenen gebildet werden, die 
um den Winkel 2i gegen einander geneigt sem mögen. Der 
Winkel zwischen den Haken des Niveau’s, womit dasselbe auf 
die Axe aufgesetzt wird, sei 21', der Radius des Zapfens an 
dem einen Ende (wofür hier wieder das Kreisende genommen 
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wird) sei r,, so wird bC (Fig. 12) 
oder die Erhöhung des Mittelpunkts des 
Zapfens über dem Zapfenlager gleich 
r, cosec é, ebenso wird: 
«C =r, cosec i', 
also: 
tb — ry [eosee i' 4- cosec i], 
und an dem andern Ende der Axe wird 


$ a! b! = r, [eosec i' + cosec il, 
E wenn r, der Radius des auf dieser Seite 
Li befindlichen Zapfens ist. Macht nun die 
6 Linie durch die beiden Punkte, in wel- 
chem die Zapfenlager zusammenstofsen, mit dem Horizonte 
den Winkel x, so wird man, wenn die Durchmesser der Zap- 
fen einander gleich sind, durch das Niveau auch die Nei- 
gung æ finden. Sind aber die Zapfen ungleich, so wird man 
wenn auch z die Erhöhung des Zapfenlagers desselben En- 
des bezeichnet, für die Erhöhung 5 des Kreisendes finden: 


en. Da e, St 
=r + T [cosec i' + cosec i], 


wo L die Länge der Axe ist. Kehrt man dagegen das In- 
strument in seinen Zapfenlagern um, sodals jetzt das Kreis- 
ende in dem tieferen Zapfenlager zu liegen kommt, so wird 
die Erhöhung des Kreisendes 


b = — r + a [cosce 2’ + cosec z] 


4 


sein. Aus beiden Gleichungen erhält man: 

"br. 

2 7 

eine Grófse, welche solange constant bleibt, als sich die Dicke 

der Zapfen nicht ändert. 

Da man nun durch die Nivellirung die Neigung der ma- 

thematischen Axe der beiden Cylinder finden will, so mufs 
man von jedem b abzichen die Grófse: 


e [eosee i' + cosec i], 


lt o 
-9 l eosec i’, 
2 = ^! eliminirt, die Grófse 
E (b -4- 8) cosec i’ 
cosee i + cosce i ' 
4(b+b’) sin i 


sin i + sin i' 


oder, wenn man 


oder: 
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Ist die Correction, wie dies in der Regel der Fall ist, 
klein, so kann man i=? setzen *) und hat dann also an jede 
Nivellirung die Grófse — ! (b + b') anzubringen, wo b und b' 
die in zwei verschiedenen Lagen der Axe gefundenen Nivel- 
hrungen bezeichnen. 


Beispiel. An den Passageninstrumente im ersten Ver- 
ticale der Berliner Sternwarte war nach No. 1 die Neigung der 
Axe b= — 2".06 gefunden, als das Kreisende der Axe 
nach Süden gerichtet war. Nach der Umlegung des Instru- 
ments wurde die Nivellirung wiederholt und für die Erhöhung 
des jetzt nach Norden gerichteten Kreisendes gefunden: 
b' = -i- 5".02, welcher Werth wie vorher das Mittel aus zwei 
Nivellirunzen ist, bei denen das Objectiv des Fernrohrs cin- 
mal nach Osten, das andere Mal nach Westen gerichtet war. 
In diesem Falle ist daher: 

j i b) m 40". 74, 
mithin war mit Rücksicht hierauf die Neigung der mathema- 
tischen Axe der Zapfen 
bei Kreis Süd = — 2".80, 
und bei Kreis Nord = + 4". 28. 

Es ist bisher angenommen worden, dafs die Durchschnitte 
senkrecht auf die Axe der Zapfen genau kreisfórmig sind. 
Ist dies der Fall, so wird das Niveau bei jeder Neigung des 
Fernrohrs dieselbe Neigung der Axe angeben und das Fern- 
rohr wird bei der Drehung einen gró(sten Kreis beschreiben; 
ist aber diese Bedingung nicht erfüllt, so wird auch die Nei- 
gung für verschiedene Erhöhungen des Kernrohrs verschieden 
sem uud das Fernrohr wird bei der Umdrehung statt eines 
grófsten Kreises eine Art Zigzaglinie beschreiben. Man kann 
aber mittelst des Niveaus die Correctionen bestimmen, die 
man an die in einer bestimmten Lage gemachte Nivellirung 
anzubringen hat, um die Neigung in einer anderen Lage zu 
erhalten. Wenn nämlich das Instrument so eingerichtet ist, 
dals man das Niveau bei verschiedenen Erhöhungen des 
Fernrohrs an die Axe anhängen kann, so kann mau die Nei- 
gung der Axe im verschiedenen Stellungen des Fernrohrs, 


*) In der Regel sind 7 und d nahe gleich 90°. 
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z. B. für jeden 15. oder 30. Grad der Hóhe finden und nur, 
wenn das Fernrohr nach dem Zenith oder Nadire gerichtet 
ist, wird dies umnóglich sem. Macht man diese Beobachtun- 
gen auch in der anderen Lage des Instruments, so kann man 
die Ungleichheit der Zapfen oder die Grólse 1 (b b") für 
die verschiedenen Zenithdistanzen bestimmen und wenn man 
diese von den Nivellirungen in den entsprechenden Stellungen 
des Fernrohrs abziebt, erhält man die Neigung der Axe in 
den verschiedenen Zenithdistanzen. Durch Vergleichung der- 
selben mit der in der horizontalen Lage gefundenen Neigung 
kann man dann die Correctionen erhalten, die man an die 
Neigung in der horizontalen Lage anzubringen hat, um die 
Neigung für die anderen Zenithdistanzen zu erhalten. Diese 
Correctionen kann man so für jeden 15. oder 30. Grad durch 
unmittelbare Beobachtung finden und daraus eine dieselben 
darstellende periodische Reihe ableiten, oder man kann ein- 
facher die Zenithdistanzen als Abseissen auf eine gerade Linie 
auftragen, die beobachteten Correctionen der Neigung dage- 
gen als die Ordinaten und durch die Endpunkte derselben, 
so gut es geht, eine Curve legen. Für die micht beobachte- 
ten Zenithdistanzen nimmt man dann die Ordinnten dieser 
Curve für die Correction ?). 


*) Noch besser kann man die Zapfen mittelst eines Fühlnivenus unter- 
suchen, indem man dasselbe so auf das Zapfenlager antsetzt, dals das Ende 
des Niveau's anf dem Zapfen ruht. Stellt man das Niveau zuerst auf den 
Zapfen am Kreisende, liest den Stand desselben in den verschiedenen Zenith- 
distanzen ab und zieht davon das Mittel der Ablesungen in den beiden hori- 
zontalen Lagen des Fernrohrs ab (vorausgesetzt, dals die gewöhnlichen Ni- 
vellirungen immer in diesen beiden Lagen gemacht werden), so findet man, 
um wieviel höher der höchste Punkt des Zapfens in jeder Lage liegt als im 
Mittel in beiden horizontalen Lagen. Diese beobachteten Unterschiede scien us. 
Macht man nun dieselbe Reihe von Beobachtungen, nachdem man das Fühl- 
niveau auf den anderen Zapfen aufgesetzt hat und findet dort die Werthe ws, 
so würde, wenn für jeden Werth von z immer A, =u, wäre, die Neigung 
der Linie durch die höchsten Punkte der Zapfen in allen Stellungen des In- 
— u, 
ae 205265, 
wo L die Länge der Axe ist, die grofsere Erhöhung der Linie auf der Seite 


Ws 
struments dieselbe sein, Ist dies aber nicht der Fall, so wird — 


des Kreisendes in jeder Stellung des Fernrohrs geben. 
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B. Der Nonius oder Vernier und das Ablesungs- 
mikroskop. 


4. Der Nonius oder Vernier dient dazu, an der auf den 
Kreisen der astronomischen Instrumente befindlichen Theilung 
in Grade und deren Unterabtheilungen noch kleinere Theile 
abzulesen, und besteht aus einem mit der Theilung auf dem 
Kreise concentrisch sich bewegenden Gradbogen, welcher in 
andre Unterabtheilungen getheilt ist als ein gleicher Grad- 
bogen auf dem Kreise. Das Verhältnifs der Theilung auf 
dem Nonius zu der auf dem Kreise bestimmt die Gröfse der 
vermittelst des Nonius noch abzulesenden Unterabtheilungen 
der Kreistheilung. 

Hat man irgend einen in gleiche Theile getheilten Maafs- 
stab (für Kreisbögen bleibt die folgende Betrachtung die- 
selbe), von denen jeder Theil gleich æ ist, so läfst sich der 
Ort eines jeden Theilstriches auf dem Maafsstahe als ein Viel- 
faches von a ausdrücken. Es sei ferner y der Nullpunkt des 
Nonius, durch welchen man an den astronomischen Instrumen- 
ten die Richtung der Alhidade oder des damit verbundenen 
Fernrohrs angiebt. Trifft dieser Nullpunkt mit einem Striche 
der Theilung genau zusammen, so erhält man mnumittelbar 
durch Ablesen an denı Kreise den Ort desselben. Liegt aber 
der Nullpunkt des Nonius zwischen zwei Theilstrichen auf 
dem Kreise, so muls nothwendig wegen der verschiedenen 
Entfernungen der einzelnen Theilstriche auf dem Nonius und 
dem Kreise irgend einer der übrigen Striche des Nonius mit 
einem Striche des Kreises coincidiren oder wenigstens von 
einem solchen Theilstriche um weniger entfernt sein, als der 
Unterschied der Entfernungen der Striche auf dem Nonius 
und der Theilung oder als die Grófse beträgt, welche man 
überhaupt durch den Nonius ablesen kann. Es stehe dieser 
coincidirende Strich p Striche von dem Nullpunkte des Nonius 
ab, so ist die Abscisse desselben, wenn die Grölse eines Theil- 
strichs des Nonius o ist: 

y - pa. 

Ist dann qa die Abseisse desjenigen Theilstrichs des 

Kreises, welcher dem Nullpunkte des Nonius zunächst vor- 
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hergeht, so ist die Abscisse des coincidirenden Punktes des 
Kreises: 


qa-+ pa. 
Es ist also: 
y -- pe =gqa-+pa, 
also der gesuchte Ort des Nullpunkts des Nonius: 
y= ya + p(a — a). 
Ist dann: 
uq — (m -- 1) a, 
d.h. sind m Theile des Kreises auf dem Nonius in m-- | 
Theile getheilt, so ist: 


also: 


Lie. 


ie 


Der Ort des Nullpunkts auf dem Nonius ist also gleich 
der Anzahl der ganzen Hauptabtheilungen auf dem Kreise, 
welche dem Nullpunkte vorhergehen, plus p Theilen, von de- 
nen jeder der m—+-1ste Theil der Hauptabtheilung ist und 
wo man die Zahl p findet. wenn man auf dem Nonius vom 
Nullpunkte ab die Anzahl der Striche bis zur Coinci- 
denz zählt. Um nun diese Zählung zu erleichtern und 


f H WS , E a TUN 
zugleich die Multiplication mit acp] unnóthig zu machen, 
m 


sind die Zahlen p x 1 schon bei den Strichen des Nonius 
m 


angegeben. 

Man sieht übrigens, dals wenn man die Zahl m nur grofs 
genug wählt, man so kleine Theile der Theilung vermittelst 
des Nonius ablesen kann, als man nur verlangt. Will man 
z. B. mit einem Instrumente, welches auf dem Kreise unmit- 
telbar 10’ angiebt, noch 10" ablesen, so hat man einen Bogen 
des Nonius, welcher gleich 590 ist, in 60 Theile zu theilen, 


indem dann - T ‚>= 10" ist. Um nun die Ablesung zu er- 
m 


leichtern, mülste neben dem ersten Striche auf dem Nonius 
10" stehen, neben dem zweiten 20" etc.; statt dessen werden 
aber nur die Minuten angegeben, sodals bei dem sechsten 
Striche die Zahl 1, neben deu zwólften die Zahl 2 steht. 
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Allgemein ergiebt sich die Zahl m aus der Gleichung: 


; a 
qo oder m= ———1, 


a 
Sieg m 1 @— 
wenn man für a — oi die Gröfse setzt, welche man mittelst 
des Nonius noch ablesen will und für a den Werth des Ab- 
standes zweier Theilstriche des Kreises, beide natürlich in 
derselben Einheit ausgedrückt. 
Bisher ist angenommen worden, dafs: 

ma (m--1) a 
dafs also die Zwischenräume zwischen den Tlieilstrichen auf 
dem Nonius kleiner sind, als die auf dem Kreise. Man kaun 
indessen den Nonius auch so einrichten, dals die Theilstriche 
auf demselben weiter von einander abstehen, als auf dem 
Kreise, indem man: 

enkt mg 
nimmt. In diesem Falle wird: 


und: 
1, Ed ay e k 
m 
Dann ist also alles dasselbe wie vorher nur mit dem Un- 
terschiede, dafs man jetzt die Coincidenz in entgegengesetz- 
tem Sinne zu zählen hat. 
Ist die Länge des Nonius um die Grölse Al fehlerhaft, 
so wird jetzt im ersten Falle: 
ma= (m+ 1) a — Al, 
mithin nach den vorher gebrauchten Bezeichnungen: 
oq j 
iu x l iR E 1 
Wenn daher die Länge des Nonius um Al zu grofs ist, 
so hat man zu jeder Ablesung die Correction hinzuzulegen : 
) 
m 
wo p die Zahl des coincidirenden Strichs des Nonius und m-+1 
die Anzahl aller Striche auf demselben bezeichnet. Findet 
man z. B. an einem Instrumente, dessen Kreis von 10 zu 
10 Minuten getheilt ist und an dem man mittelst des Nonius 
noch 10" ablesen kann, sodals 59 Theile des Kreises in 60 Theile 
getheilt sind, den Fehler: 


Al= +5", 
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so hat man also zu jeder Ablesung die Correction — s 5" 


hinzuzufügen. oder, da der 6te Strich des Nonius eine Mi- 
nute angiebt, an jede auf dem Nonius abzelesene Minute die 
Correction. — 0". D anzubringen. 

Den Fehler selbst in der Linge des Nonius kann man 
aber immer mit ITülfe der Theilung des Kreises finden. Man 
stellt zu dem Ende den Nullstrich des Nonius nach einander 
auf verschiedene Theilstriche des Kreises oin. und liest die 
Anzahl von Minuten und Secuuden ab, welehe dem letzten 
Hauptstriche auf dem Nonius entsprechen. Dann ist das 
arithmetische Mittel aus allen diesen Ablesungen die wahre 
Länge des Nomus. 


9. Bei Instrumenten, mit welchen man sehr genaue Beob- | 
achtungen anstellen will z. D. bei den Meridiankreisen, bedient 
mau sich zum Messen der Unterabtheilungen der Kreisthei- 
lung der Schraubenmmikroskope, welche entweder an den Pfei- 
lern oder an den die Zapfenlager tragenden Platten so befestigt 
sind, dafs sie unbeweplieh und senkrecht über der Theilung 
des Kreises stehen. Die Ablesung geschieht dann durch einen 
im Mikroskope zu beobachtenden beweglichen Faden, den man 
auf den nächsten Theilstrich des Kreises einstellt, oder besser 
durch zwei parallele Fäden, zwischen denen man den Strich 
in die Mitte stellt, und deren Verschiebung man an dem ge- 
theilten Kopfe der bewegenden Schraube abliest. Der Null- 
punkt dieses getheilten Schraubenkopfes entspricht also dem 
Nullpunkte beim Nonius, da man eigentlich immer den Ah- 
stand des beweglichen Fadens in der Stellung, wenn derselbe 
auf den Nullpunkt eingestellt ist, vom nächsten Theilstriche 
milst. Der Werth einer Sehraubenmndrehung ist vorher in 
Seeunden bestimmt, und da man die Anzahl der ganzen Um- 
drehungen und deren Theile ablesen kann, so erhält man den 
Abstand des Nullpuukts vom Theilstriche in Seeunden. Durch 
eine eigene Vorrichtung. kann mau es immer dahin bringen, 
dafs eine ganze Anzahl von Umdrehungen der Schraube ge- 
nan gleich der Entfernung zweier zunächst liegender Theil- 
striche auf dem Kreise wird. Man kann nämlich zu dem 
Ende diese Mikroskope verlängern oder verkürzen und da- 
durch bewirken, dafs das Bild der Entfernung zweier Theil- 
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striche gleich ist dem Stücke, um welches man den beweg- 
lichen Faden durch eine ganze Anzahl von Schraubenrevolutio- 
nen bewegt. Ist die ganze Zahl von Schraubenrevolutionen 
grófser als das Bild der Entfernung zweier Theilstriche, so muls 
man das Öbjectiv des Mikroskopes dem Oculare näher bringen 
und dann, damit die Deutlichkeit des Seheus nicht gestórt wird, 
das ganze Mikroskop wieder dem Kreise gehörig nähern. 

Das Mikroskop muls aufserdem so gestellt sein, dafs die 
parallelen Fäden auch den Strichen anf dem Kreise parallel 
sind; endlich mufs die Axe so gestellt sem, dals sie dem 
Centrum des Kreises entweder zugekehrt oder abgekehrt ist, 
d. h. dafs sie in einer durch den Radius auf den Kreis senk- 
recht gelegten Ebene steht. Ist diese Berichtigung nicht ge- 
macht, so wird man finden, dafs bei vorsichtigem Drücken 
an den Limbus des Kreises das nach und nach undeutlicher 
werdende Bild des Theilstrichs seitwärts rückt, sodaís also 
dann Fehler in der Ablesung erzeugt würden, wenn etwa 
der Limbus nicht genau laufen sollte. Ist diese Verschie- 
bung des Bildes bemerkbar, so dreht man den das Objectiv 
haltenden Auszug des Mikroskops, bis das Bild durch den 
Druck gegen den Limbus seine Stellung nicht ändert. 

Da die Entfernung der Mikroskope vom Kreise kleinen 
Aenderungen unterworfen ist, so muls man den Fehler des 
Mikroskops, d. h. den Unterschied einer ganzen Anzahl von 
Schraubenumdrehungen und der Entfernung zweier Theil- 
striche*) von Zeit zu Zeit bestimmen ımd dann die Able- 
sungen der Mikroskope danach verbessern. Hierbei ist es 
aber nicht gleichgültig, welche zwei Striche man auf dem 
Kreise wählt, da die Entfernung wegen der Theilungsfehler 


*) Bei den grüfseren Instrumenten ist gowühnlich der Kreis von 2 zu 
2 Minuten getheilt, und zwei Umdrehungen der Schraube sind gleich der Ent- 
fernung zweier Theilstriche. Eine Schraubenumdrehung entspricht daher einer 
Minute, und da der Kopf der Schraube in 60 Theile getheilt ist, so ist jeder 
dieser Theile eine Secunde, deren Zelntheile man noch bequem schützen 
kann. Die Stellung der Fäden, in welcher man 0 Secunden abliest, ist durch 
eine Marke im Mikroskope bezeichnet, und je nachdem diese Marke nahe 
bei einem Minutenstriche auf dem Kreise oder über die Hälfte eines Intervals 
davon entfernt ist, wird man die auf dem Schraubenkopfe abgelesenen So- 


eunden zu der dureh den Strich bezeichneten Minute addiren, oder eine Mi- 
nute dazulegen. 
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der Striche ein wenig von 2 Minuten verschieden sein kann; 
man muls daher die Entfernung zweier bestimmten Striche 
in Seeunden finden und die Schraube des Mikroskops immer 
mit diesen vergleichen. Endlich kann auch die Schraube 
Fehlern unterworfen sein, sodals gleiche Theile der Umdre- 
hung der Schraube die Fäden nicht um gleiche Entfernungen 
fortbewegen. 

Um zuerst diese Fehler der Schraube zu bestimmen, 
kann man bei der Theilung des Kreises einen kurzen Hülfs- 
strich (sodafs derselbe nicht mit einem Theilstriche verwech- 
selt werden kann) aubringen lassen, in einer Entfernung von 
einem Theilstriche, die einem aliquoten Theile der Entfer- 
nung der Striche gleich ist, z. B. in der Entfernung 10” 
oder 15", allgemein. im der Entfernung «", sodals 120 — n« 
ist. Stellt man dann die Schraube des Mikroskops auf 0 
und bringt einen der beiden nahen Striche zwischen die Fä- 
den, so kann man durch Bewegung der Schraube den an- 
dern Strich zwischen die Fäden bringen, also die Entfernung 
durch die Schraube messen. Bewegt man dann den Kreis 
so, dafs der erste Strich wieder zwischen den Fäden steht, 
so kaun man wieder durch die Schraube den zweiten Strich 
zwischen die Fäden bringen und so fortfahren, bis man die 
Schraube um die zwei Umdrehungen bewegt hat, die man 
bei den Ablesungen des Kreises anwendet”). Sind dann die 
auf der Schraube gemessenen Entfernungen der Striche oder 


der Fäden: 


e 
von U bis a (t 

vou « bis 2a T 
von (n—1) « bis n « (um 


so wird man das letzte Mal wieder sehr nahe Null auf der 
Schraube ablesen, man wird daher das Mittel aller o, a", etc. 
als frei von den Fehlern der Schraube ansehen können. Diese 


*) Hat man keinen Hülfstrich auf dem Kreise, so kann man hierzu die 
beiden parallelen Fäden benutzen, wenn deren Entfernung ein aliquoter 'Theil 
von 2 Minuten ist, indem man zuerst, wenn die Schraube O zeigt, einen 
Theilstrich unter den einen Faden bringt, und dann mittelst der Schraube den 
andern Faden auf denselben Strich bringt, u. s. f. 
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Beobachtungen mufs man mehrmals wiederholen, indem man 
auch von 120 statt O ausgeht und die Intervalle in entge- 
gengesetzter Richtung milst und dann die Mittel für die ein- 
zelnen oi, a’ etc. nimmt. Setzt man daher: 

a H- a" a" qo oo at 


tlors 


n 
so wird der Fehler der Schranbe, den man zur Ablesung o 
der Trommel hinzuzulegen hat, wenn man auch noch das 
Interval — « bis 0, und ne bis (r+1)« mitnimmt und die 
dort gemessenen Entfernungen mit o ' und a'*' bezeichnet: 


bei —a — tat 
0 0 
o Ka o: 
2a D'UN edd 
e 1595. DIES a RES OO N 
na 0 
(n 4-1)« = ay — a" t1, 


Danach kann man dann eine Tafel berechnen, die die 
zur Ablesung hinzuzulerende Correction von 10 zu 10 Sc- 
cunden giebt und aus der man die Correction leicht für jede 
beliebige Ablesung interpoliren kann. Die so corrigirte Ab- 
lesung ist dann von den Fehlern der Schraube frei und giebt 
immer die Entfernung des Nullpnnkts vom vorhergehenden 
Striche der Theilung in dem sechzigsten Theile einer Schrau- 
benumdrehung ausgedrückt. Sind aber zwei Schraubenuin- 
drehungen nicht gleich 2 Minuten, so würde dies noch nicht 
der richtige Abstand in Secunden sein. 


Um dies zu untersuchen, wählt man zwei Striche aus, 
deren Abstand bekannt und gleich 120 + y ist. Stellt man 
dann die Schraube auf 0 uud den folgenden der beiden Striche 
zwischen die Fäden (da hier vorausgesetzt ist, dals die Ab- 
lesung der Schraube wüchst, wenn man dieselbe von einem 
Striche nach einem vorhergehenden bewegt), bringt dann 
durch die Bewegung der Schraube den vorhergehenden Strich 
zwischen die Fäden, und ist die verbesserte Ablesung der 
Schraube 120 -+p, so würde 120 -+p — y die Ablesung der 
Schraube gewesen sein, wenn man dieselbe von O durch 
120 Secunden bewegt hätte, und man mufs daher noch alle 
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wegen der Fehler der Schraube verbesserten Ablesungen der 
Trommel mit d 
120 
120 -- p —y 
wultipliciren. 


Es ist nuu noch zu zeigen, wie man die Länge eines 
bestunmten Intervals zwischen zwei Strichen, wozu man z. B. 
die Striche 0°0' und 0^ 2 auswählt, bestimmen kann. Zu 
dem Ende bestimmt man zuerst die Länge des Intervals in 
T'heilen der Microweterschraube, indem man die Schraube 
auf O stellt und den Strich 0*2' unter die Fäden bringt, und 
dann den Strich 0^0' mittelst der Schraube zwischen die Fä- 
den stellt. Die Länge des Intervals m Theilen der Schraube 
sci im Mittel aus mehren Messungen 120 + x. Milst man 
dann auf dieselbe Weise eine Anzahl von Intervallen in ver- 
schiedenen Gegenden des Kreises, so kann man annehmen, 
dafs unter den gemessenen Intervallen chenso viele zu gro[s 
als zu klein sind, sodals das Mittel der wahre Werth eines 
Intervals von 120" in Theilen der Schraube ist. Findet man 
für dies Mittel 120-1-w, so ist das erste Interval um o — u—y 
zu groís, oder gleich 120 + y. 


Diese Correction wegen der Abweichung einer Schrau- 
benumdrehuung von 2 Minuten kann man dann ebenfalls m 
eine Tafel bringen, deren Argument die Ablesung der Schraube 
ist, indem die so im Argumente vernachlässigte Correction 
wegen der Ungleichheit der Schraube in Folge der Kleinheit 
der Correction. keinen Einflufs hat. Solange dann die Ab- 
weichung einer Schraubenumdrehung sich nicht ändert, kann 
man diese Tafel mit der vorigen für die Ungleichheit der 
Schraube verbinden. 


C. Excentrieitäts- und Theilungsfehler der 
Kreise. 


6. Ein nicht zu vermeidender Fehler bei allen astrono- 
mischen Instrumenten ist der, dals der Mittelpunkt der Dre- 
hung der Alhidade verschieden ist von dem Mittelpunkte des 
Kreises oder der Theilung. Es sei C Fig. 13 der Mittelpunkt 
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der Theilung, C' der der Alhi- 
im dade und es sei die Richtung O A" 
v oder der Winkel OC A gemes- 

sen gleich A'— O, wenn man 

die Winkel von O zu zühlen an- 
N fängt. Dann hätte man, wenn 
v. N keme Excentrieität vorhanden ge- 
P. \ wesen wäre, den Winkel ACO 
| = AUTO abgelesen. Nennt man 


A 


nun r den Radius des Kreises 
"B 2 CO, und A — O den Winkel 
A CO — A'C' O, so hat man: 
A Pu pt SR d. — 050 — nl G sin A —10) 
T Ee Oe CT cos (AD): 


wo e die Excentricität bezeichnet. 

Multiplieirt man die erstere Gleichung mit cos (A’— O5, 
die zweite mit sin (A' — O) und zieht die zweite von der er- 
steren ab, so erhält man: 

A' C" sin (A — A) — esin (4' -— 0). 

Multiplicirt man dagegeu die erstere Gleichung mit 
sin CA — O), die zweite mit cos (A' — O) uud addirt dieselben, 
so erhält man: 

A' O' cos (4 — A") — r — e cos (A — 0), 
mithin ist: 

- sin (A' — O) 
tang (4 — 4) = S — 
1— ^, eos C) 
oder nach Formel (12) in No. 11 der Einleitung: 

A — d'= : sin (d — 0) -- 1 g sin 2 (4' — 0) 


un 


— gin 8 (A! OR. 
S 

Wem à A m. D 
Da nun — immer eine sehr kleine Grófse ist, so kann 


man sich mit dem ersten Gliede der Reihe begnügen und es 
ist dann, wenn man A — A in Secunden haben will: 


A— A'=- sin (A' — 0) 206265, 
7 


woraus man sieht, dafs der Fehler A — A’ in Secunden we- 
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gen des grofsen Factors immer beträchtlich werden kann, 
wenn e auch nur ein sehr kleiner Theil von r ist. 


Um nun nicht die Kenntnifs der Gröfse der Excentrici- 
tät nöthig zu haben und um nicht bei jedem gemessenen 
Winkel die Correction wegen der Excentricität anbringen 
zu müssen, hat man bei jedem Instrumente mehrere Nonien 
oder Mikroskope, welehe so angebracht sind, dafs der Fehler 
der Excentrieitüt sich in dem Mittel aus den Ablesungen an 
den verschiedenen Nonien aufhebt. Besteht nämlich die Alhi- 
dade aus zwei gegen einander festen, zunächst einen beliebi- 
gen Winkel mit einander bildenden Armen, so hat man für 
den andern Arm, an welchem man die Ablesung B' gemacht 
hat, einen analogen Correctionsausdruck, sodals: 


A zm AL — sin vu 
und 

B= B'+ sin (B' — 0), 
also: 


1(À4-B) 2 LA + SE sin k (A! + B^) — 0] cos 4 [4' — 27]. 


Daraus folgt, dafs je geringer der Unterschied zwischen 
i (A + B) und ; (A'4- B^ werden soll, desto näher der Win- 
kel A'— B' zwischen den Armen der Alhidade gleich 180° 
werden muls. Ist A'- B' genau gleich 180°, so ist das arith- 
metische Mittel aus den ee gleich dem arithmetischen 
Mittel aus den wirklich visirten Richtungen. Man bringt da- 
her immer an den Instrumenten einen vollen Alhidadenkreis 
mit zwei einander genau gegenüberliegenden Nonien an und 
vermeidet dann durch Ablesung an beiden den Excentricitäts- 
fehler vollständig. 

Um nun den wirklichen Betrag der Excentricität zu fin- 
den, braucht man nur die Ausdrücke für A und B von ein- 
ander zu subtrahiren. Dann erhált man: 


B —A- B' — A + 2 — cos [3 (4 + B) — 0] sin (B' — A) 


oder, wenn man annimmt, dafs die Alhidaden einen Winkel 
mit einander bilden, der um den kleinen Winkel œ von 180° 
verschieden ist, sodals: 
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B — A=180-ta, in 
BEWEIS Pe 2 ind’ 0) 
E 


= 180" +a +2 — cos O sin A'— 2 = sin O cos A’. 
S 5 
Setzt man nun: 
B—A — 180? —[X 4], 2 — cos O=z und 2 — sinQ = Js 
A r 
so wird: 
[Xa] = «+ 2 sin dA’ — y eos A, 

und die unbekannten Größen «, s und y können durch Abh- 


lesungen an verschiedenen Punkten der Peripherie bestinunt 
werden. 


Beispiel An dem Meridiankreise der Berliner Stern- 
warte wurden für ein Paar einander gegeuitberstehender Mi- 
kroskope die folgenden Grófsen: 

PB m ems SO 


beobachtet : 
dën em qucm oom CS Met 
Zn 34-848 Zum. 
e =+3.8  Eaunsscki,2 
Sun =t3A1 omHtb.7 
Xiao =t 4.8 Xpo =— 2.5 


Xiso=t+6.4 Kom. 
Daraus erhält man zuerst die Summe aller dieser Gró(sen: 
+16.7=1?2a 


also: 
a= -- 1". 39. 
Feruer erhält mau nach No. 27 der Einleitung: 
A Xa Pen Xa Xa 
ES ES E 
or +0.3 — 1,2 

30° —1.5 — 7.3 +8.14 +15.1 
60 4-1.3 —4.2 +6.3 +10.4 
90 +3.8 +2.4 sde, Ze A 
120 +5.5 ck-A 

150 —+5.8 +7.0 

180 —+1.5 


und bieraus: 
& ny == + 9". 62 
Ane=+18.98, 
also: 


0—= 26° 54.2 und — — 4". 772. 
5 
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7. Sind nun an einem Kreise mehrere Paare von Nonien 
oder Mikroskopen angebracht, wie dies in der Regel der Fall 
ist, so mülste das arithmetische Mittel aus jedem Paare Nonien 
von dem Mittel aus jedem andern Paare für alle Einstellun- 
gen um eine Constante verschieden sein, wenn es aufser den 
von der Exeentrieität herrührenden Fehlern keine anderen 
gäbe. Dies wird aber in der Regel nie der Fall sein, da die 
Theilung selbst immer fehlerhaft sein wird. Welcher Art nun 
aber auch diese Fehler der Theilung sem mögen, so werden 
sie doch immer durch eine periodische Reihe von folgender 
Form dargestellt werden können: 

ad cos ergeet rn 
-+ b, sin A + ba sin? AF... 
wo A die Ablesung an dem emzelnen Nonius oder Mikro- 
skope bezeichnet. 

Wendet man nun ¿ durch die Peripherie gleichmälsig 
vertheilte Nonien an, sodals die Ablesungen bei einer Ein- 
stellung die folgenden werden: 

a wh coa 


5 1 
und 


u 
i 


und nimmt das Mittel aus allen Nonien, so hebt eme grofse 
Anzahl von Gliedern der periodischen Reihe der Theilungs- 
fehler einander auf, wie man leicht sieht, wenn man die 
trigonometrischen Functionen der zusammengesetzten Winkel 
auflöst und auf die in No. 26 der Einleitung gefundenen 
Gleichungen (1) bis (5) Rücksicht nimmt. 

Bei à Noten werden nur diejenigen Glieder übrig blei- 
ben, bei denen das éfache des Winkels vorkommt. Man 
hebt also auch durch das Ablesen an mehreren Nonien einen 
grofsen Theil der Theilungsfehler auf und hierin besteht der 
wesentliche Nutzen von mehreren Paaren von Nonien oder 
Mikroskopen. 

Die Bestimmung der Theilungsfehler geschieht durch die 
Vergleichung der Intervalle, welche aliquote Theile der Peri- 
pherie sind, unter einander. Wollte man z. B. die Fehler der 
Striche von 5 zu 5 Graden finden, so könnte man zwei Mi- 
kroskope in der Entfernung von nahezu 5 Graden über der 
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Theilung aufstellen, und indem man einen Strich durch die 
Bewegung des Kreises unter das eine, stets unverändert zu 
lassende, Mikroskop bringt, den Abstand des anderen Stri- 
ches an der Schraube des zweiten Mikroskops messen, indem 
man einfach durch die Bewegung der Schraube des Mikro- 
skops den Strich zwischen die parallelen Fäden bringt und 
den Schraubenkopf abliest. Bringt man dann durch die Be- 
wegung des Kreises den zweiten Strich zwischen die Fäden 
des ersten Mikroskops, so wird der dritte 5° Strich unter 
dem zweiten Mikroskope sein und man kann seinen Abstand 
von dem zweiten Strich auf dieselbe Weise messen u. s. f., 
bis man zu dem ersten Strich wieder zurückkommt und des- 
sen Entfernung von dem letzten Striche milst. Diese Mes- 
sungen kann man wiederholen, indem man den Kreis in ent- 
gegengesetzter Richtung durchläuft. Nimmt man dann das 
Mittel aller Ablesungen der Schraube und bezeichnet dasselbe 
durch «,, dagegen die Ablesungen, wenn der zweite, dritte, etc. 
Strich unter dem Mefsmikroskope ist mit «', æ”, ete., so ist, wenn 
man den ersten Strich als richtig ansicht, der Fehler des zwei- 
ten Strichs «,—e', der des dritten Strichs Ze, — «' — a”, eto. 
Wegen der Aenderungen, die der Kreis durch äufsere Ein- 
flüsse während einer so langen Reihe erfährt, ist es aber bes- 
ser, die Fehler der Striche nach und nach zu bestimmen, in- 
dem man zuerst mit möglichster Sicherheit wenige Hauptpunkte 
der Theilung bestimmt und, indem man sich auf diese Cor- 
rectionen stützt, durch Halbiren der Bögen neue Punkte be- 
stimmt und so fort, immer auf die vorher gefundenen Cor- 
rectionen gestützt, durch Halbiren oder Dreitheilen der Bögen 
zu kleineren fortgeht. Kleinere Intervalle von ein oder zwei 
Graden kann man auch wohl fünf- oder sechsmal repetiren, 
bei grófseren ist es aber immer vorzuziehen, nur zu balbi- 
ren oder in drei Theile zu theilen. Diese Operationen lassen 
sich dann schnell ausführen und können zur Sicherheit belie- 
big oft wiederholt werden. 

Um diese Untersuchung zu machen, braucht man also 
zwei Mikroskope, die man in beliebigen Abstünden fest über 
dem Kreise befestigen kann. Wendet man eins der Mikro- 
skope des Kreises an, so braucht man also nur noch eine 
Vorrichtung, um cin andres in jedem Abstande davon be- 
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festigen zu können. Für die sehr kleinen Intervalle z. B. von 
einem Grade kann man sich bequem eines Mikroskops mit 
getheiltem Objective bedienen. Vor dem Beginn dieser Beob- 
achtungsreihe müssen die Mikroskope natürlich berichtigt wer- 
den, wie dies in No. 5 gezeigt ist, und man wird am besten 
thun, immer ein und dasselbe Mikroskop zur Messung anzu- 
wenden und die Beobachtungen auch so einzurichten, dals 
die Messung immer an derselben Stelle der Mikrometerschraube 
geschieht, was immer erreicht werden kann, wenn beim Beginn 
jeder Reihe das unverändert bleibende, nur als Nullpunkt die- 
nende Mikroskop entsprechend verstellt wird. 

Beispiel. Bei dem Meridiankreise zu Ann Arbor wur- 
den zuerst zwei Mikroskope angewandt, deren Abstand 180° 
war. Wurde der Strich O der Theilung unter das erste Mi- 
kroskop gebracht, so las man am andern Mikroskope, nach- 
dem dasselbe auf den Strich 180 eingestellt war, — 17.9 ab; 
wurde aber der Strich 180 unter das erste Mikroskop gebracht, 
so las man am andern nach der Einstellung auf den Null- 
strich — 2".7 ab. Es ist somit das Mittel — 10".3 und daher 
der Fehler des Striehes 180" gleich -4- 7”.60. Im Mittel aus 
10 Beobachtungen wurde +7".61 gefunden und dies als der 
Fehler des Striches 180 angesehen. Um nun die Fehler für 
90 und 270 zu erhalten, wurden die Bögen O bis 180° und 
180° bis O halbirt, indem zwei Mikroskope in der Entfernung 
von 90° benutzt wurden. Wurde der Strich 0 unter das er- 
ste Mikroskop gebracht, so las man am zweiten bei dem Stri- 
che 90 ab — 6",5, ward dagegen der Strich 90 unter das er- 
ste Mikroskop gebracht, so las man am zweiten Mikruskop 
für den Strich 180 ab — 3". 5, oder wenn man dies wegen 
des Fehlers des Striches 180 verbessert, + 4".11. Das Mit- 
tel aus — 6.5 und + 4.11 giebt — 1.19, daher ist der Feh- 
ler des Striches 90 gleich -+ 5". 31. Ebenso wurden durch 
Halbirung der Bögen von 90° die Fehler der Punkte 45, 135, 
225 und 315 bestimmt. Daraus könnten dann die Theilungs- 
fehler der Bögen von 15° bestimmt werden, indem man die 
Bögen von 45" in drei Theile theilt. Da man aber bei die- 
sem Instrumente die Mikroskope nicht so nahe bringen kann, 
so wurden Bögen von 815 und 225 in 3 Theile getheilt. Zu 
dem Ende wurden die Mikroskope zuerst in 105° Entfernung 
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aufgestellt. Wurden die Striche 0, 105. 210 nach einander 
unter das feste Mikroskop gebracht, so las man an dem zwei- 
ten in den 3 Stellungen ab — 11".9, — 5". G6 und + 2”.0, oder 
wenn man zur letzten Ablesung den Fehler des Striches 315 
gleich — 0".48 addit, — 11".9, — 5",6 und +1"52. Das 
Mittel aus allen ist — 5".33, daher der Fehler des Striches 
105 gleich + 6".57, der von 210 gleich 2 e — «'— o" — 4-6". 84. 
Geht man bei den Messungen nicht vom Nullstrich aus, son- 
dern von einem andern Striche, dessen Fehler bestimmt sind, 
so muls natürlich auch die erste Ablesung corrigirt werden, 
indem man den Fehler des ersten Strichs mit umgekehrtem 
Zeichen hinzufügt. Wenn z. B. das erste Mikroskop nach 
einander auf 90, 195, 300 gestellt war, so las man am zwei- 
ten Mikroskope bei 195, 300 und 45 ab — 6".6,-4- 2".1 und 
— 7.9. Da nun die Fehler von 90 und 45 respective 4-5". 46 
und -4- 3".36 gefunden waren, so sind die verbesserten Able- 
sungen — 12".06, + 2".10, — 4". 54. Das Mittel ist — 4". 53 
und daher der Fehler von 195 gleich + 7 ".23 und von 300 
gleich -4- 0". 30. 

Die so gefundenen Fehler sind die Summen der Thei- 
lungsfehler und der von der Excentricität des Kreises und 
der Unregelmäfsigkeiten der Zapfen herrührenden Fehler. 
Endlich sind auch die von der Einwirkung der Schwere auf 
den Kreis hervorgebrachten Aenderungen der Striche, die Feh- 
ler der Diegung, darm enthalten. Die durch die letztere Ur- 
sache erzeugten Aenderungen eines Strichs werden sich mit 
der Lage des Strichs gegen die Verticullinie ändern, sodafs 
man allgemein die in Folge dieser Aenderung an den Strich 
anzubringende. Correction durch eine Reihe von der Form 

a cos z + b' sin z + a" cos 2z + 0" sin 22 + a" cos 3z + D" sin 3z 4... 
ausgedrückt annehmen kann, wo die Coeffieienten der Sinus 
und Cosinus für jeden einzelnen Strich verschieden sind und 
sich mit dem Abstande des Striches von cinem im Kreise 
als fest angenommenen Anfangspunkte ändern. Bringt man 
daher einen Strich von der Zenithdistanz » in die Zenithdi- 
stanz 180"-1-5, so werden alle ungeraden Glieder der Reihe 
gleich und im Zeichen entgegengesetzt sein. Wenn man also 
die Entfernung zweier Striche zuerst in einer Stellung des 
Kreises milst, wo die Zenithdistanz des einen Strichs 5 ist, 


445 


dann aber auch in der entgegengesetzten Stellung, wenn die 
Zenithdistanz 180"4-5 ist, so ist die halbe Summe der gemesse- 
nen Entfernungen von den ungeraden Gliedern der Biegung 
frei und nur noch mit den von 23, 42, ete. abhängenden Glie- 
dern behaftet. Beobachtet man in 4 um 90? verschiedenen 
Lagen des Kreises, so bleiben im dem Mittel nur die von 43, 
85, ete. abhängenden Glieder. In der Regel werden die zwei- 
fachen Glieder schon sehr klein sein und man wird das Mit- 
tel aus zwei in entgegengesetzten Stellungen des Kreises beob- 
achteten Entfernungen als frei von der Biegung annehmen 
können *). 

Die Fehler der Excentricitàt verschwinden, wenn man 
das Mittel der Fehler zweier diametral gegenüberliegender 
Striche nimmt und ebenso verschwinden in dem Falle die 
Fehler, die von der unregelmálsigen Figur der Zapfen her- 
rühren. Denn solche Unregelnäfsigkeiten bewirken nur, dafs 
der Excentrieitütsfehler des Kreises in den verschiedenen La- 
gen des Instruments cim wenig verschieden ist, da bei der 
Drehung des Instruments um die Axe der Mittelpunkt der 
Theilung in den verschiedenen Lagen des Kreises verschiedene 
Lagen gegen den Punkt erhält, in welchem die Zapfenlager 
zusammenstofsen **). Ist der Kreis, wie dies gewöhnlich der Fall 
ist, mit 4 Mikroskopen versehen, so nimmt man die Mittel 
der 'Theilungsfehler von je vier um 90" entfernten Strichen 
und diese sind dann die Correctionen, die man zu den voll- 
ständigen, durch das Mittel aus vier Mikroskopen gegebenen 


*) Besse! hat in No. 577, 578 und 579 der astronomischen Nachrichten 
den Einflufs der Schwere auf einen Kreis theoretisch nntersucht und für die 
Aenderung der Entfernung zweier Siriche den Ausdruck a'cosz + b'sing ge- 
funden, indessen kommt der dort betrachtete Fall eines vollkommen homoge- 
nen Kreises in der Wirklichkeit nicht vor. In der Rege] werden die höheren 
Glieder immer sehr klein sein, aber es wird immer gut sein, sich davon durch 
eine eigene Untersuchung zu überzeugen. 


"*) Die von der Excentricität und den Unregelmäfsigkeiten der Zapfen 
abhängigen Glieder sind daher von der Form: 
[e + e cos z + e” sin z + e'a eos 22-4 e”, sin 2 =] sin (A — O,), 
wo A die am Kreise gemachte Ablesung, z die Zenithdistanz des Nullpunkts 
des Kreises und ©, die ebenfalls mit z veränderliche Richtung der Linie durch 
den Mittelpunkt des Kreises und der Drehung ist. 
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Ablesungen hinzuzufügen hat, uni dieselben von den Theilungs- 
fehlern zu befreien. 


Man kann nun nach der obigen Methode die Fehler für 
die einzelnen Gradstriche, oder, wenn man will, für halbe 
Gradstriche bestimmen Zeigt sich ein regelmälsiger Gang 
in den gefundenen Correctionen, die man den Ablesungen 


— - hinzuzufügen hat, 


so kann man diese Correction durch eine periodische Reihe 
von der Form a cos 42 —+ b sin 45 + a, cos 85 -+ b, sin 85 etc. 
darstellen und erhält dadurch die regelmäfsigen Thei- 
lungsfehler, die man dann in eine Tafel bringen und an 
jede am Kreise gemachte Ablesung anbringen kann. Die zu- 
fälligen Theilungsfehler der Striche müssen aber nach der 
vorigen Methode durch weitere Theilung der Bógen gefunden 
werden, und da dies, wenn man es für alle Striche ausfüh- 
ren wollte, eine ungeheure Arbeit erfordern würde, so hat 
Hansen eine eigenthümliche Construction des Kreises und 
Mefsapparats vorgeschlagen, bei welcher die Anzahl der Stri- 
che, für welche die Theilungsfehler zu bestimmen sind, bedeu- 
tend verkleinert wird. (Astronomische Nachrichten No. 388 
und 389). Die Bestimmung der Theilungsfehler wird immer 
besonders wichtig sein für die Striche, die bei der Destim- 
mung der Polhóhe, der Declinationen der Hauptsterne und 
bei den Sonnenbeobachtungen vorkommen und wenn man cin- 
mal die Fehler für die Halben-Gradstriche bestimmt hat, so 
kann man leicht die Fehler einzelner Striche finden, indem 
man alle die Intervalle von zwei Minuten zwischen den Hal- 
ben-Gradstrichen, zwischen denen der zu bestimmende Strich 
liegt, mittelst der Schraube des Mikroskops mifst. Zu dem 
Ende stellt man die Schraube des Mikroskops auf Null, und 
bringt den Halben-Gradstrich durch die Bewegung des Krei- 
ses unter die Fäden und milst die Entfernung des nächsten 
Strichs durch die Schraube. Darauf dreht man die Schraube 
auf Null zurück, bringt durch die Bewegung des Kreises den 
Strich wieder unter die Fäden und miíst die Entfernung des 
folgenden Strichs u. s. f., bis man auf den nächsten Grad- oder 
Halben-Gradstrich kommt. Diese Messungen führt man auch 
in der entgegengesetzten Richtung aus und nimmt die Mit- 
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tel zwischen den für dasselbe Interval gemachten Messungen. 
Sind dann x und z' die Theilungsfehler des ersten und letz- 
ten Striches, el, œ", ete. die gemessenen Intervalle des ersten 
vom zweiten, zweiten vom dritten, ete., so ist: 
EE 
45 
gleich einem Interval von zwei Minuten an der Schraube ge- 
messen, und es ist daher der Fehler des dem Hauptpunkte 
folgenden Strichs: 


Ou 


ct gg — a 
der des zweiten s -+ 2a, — «' — a” 
der des dritten +3, — a — o" — a” 
und so fort. 

Vergl. über die Bestimmung der Theilungsfehler: Bessel, 
Königsberger Beobachtungen Bd. I und VII, auch Astrono- 
mische Nachrichten No. 841. Struve, Astronomische Nach- 
richten No. 344 und 345 und Observ. Astron. Dorpat. Vol. VI 
sive novae seriae Vol. MI; Peters, Bestimmung der Theilungs- 
fehler des Ertelschen Verticalkreises der Puleowaer Stern- 
warte. 


D. Von der Biegung oder der Einwirkung der 
Schwere auf die Kreise und das Fernrohr. 


8. Die Schwere ändert die Gestalt eines verticalen Krei- 
ses. | Denkt man sich den Punkt, von dem die Theilung ge- 
zählt wird, nach dem Zenith gerichtet, so wird jeder Punkt 
der Theilung durch die Schwere eine kleine Verrückung ge- 
gen den Nullpunkt erleiden, die für einen bestimmten Punkt A 
gleich œ, sein mag. Bewegt man nun den Nullpunkt des 
Kreises nach der Zenithdistanz zs, oder so, dafs der Punkt z 
der Theilung nach dem Zenith gerichtet ist, so wird die Ver- 
rückung des Punktes A von «, verschieden sein. Bezeichnet 
man allgemein mit «& die Verrückung des bestimmten Punk- 
tes A, wenn der Nullpunkt die Zenithdistanz ` hat, die von 
0 bis 360 herum gezählt werden soll, so wird sich œ, durch 
eine periodische Reihe darstellen lassen von der folgenden 
Form: 


u! cos 5 + a” cos 26 -- a" cos 3E >... 
+0’ sin &-+ b” sin 25 -t- b” sin 35 +... 
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Geht man nun aber von einem bestimmten Punkte A zu 
einem andern über, so wird sich die Verrückung dieses Punk- 
tes durch eine ähnliche periodische Reihe ausdrücken lassen, 
in der nur die Coefficienten oi, b’, etc. verschieden sein wer- 
den. Für die verschiedenen Punkte wird sich der Coefficient 
« durch eine periodische Reihe ausdrücken lassen, die von 
der Ablesung am Kreise abhängt, ebenso die andern Coeffi- 
cienten, sodals also allgemein die Verrückung des Punktes a 
der Theilung, wenn der Nullpunkt die Zenithdistanz € hat, 
sich ausdrücken läfst durch eine Reihe von der Form: 

a'u cos E +a"„cos2&-+a"„cos3&-... 
+ bn sin £ + b"„sin25+ bu sin 3 ct, 
wo Qu, b',, ete. periodische Functionen von « sind. Das 
Zeichen dieses Ausdrucks soll so genommen werden, dafs 
man die durch den Ausdruck gegebene Verbesserung zu der 
Ablesung hinzuzulegen hat, um dieselbe frei von Biegung zu 
erhalten. 

Eine vollständige Ablesung an einem Kreise ist nun das 
Mittel aus den Ablesungen an den verschiedenen Mikrosko- 
pen, deren gewöhnlich vier sind in einer Entfernung von 90 
Graden von einander. Die Mikroskope seien so gegen den 
Kreis gestellt, dafs eins derselben D angiebt, wenn das Fern- 
rohr nach dem Zenith gerichtet ist. Die Zenithdistanz dieses 
Mikroskops, an welchem man die Zenithdistanz des Fern- 
rohrs abliest, sei m. Dreht man nun das Fernrohr nach der 
Zenithdistauz z, so wird der Strich z unter diesem Mikro- 
skope sein, und da der Nullpunkt dann die Zenithdistanz 
»-+m hat, so wird in diesem Falle u= z, E= z -+ m; dic 
an die Ablesung an diesem Mikroskope anzubringende Cor- 
rection ist daher: 

a', cos (2 -H m) -H a", cos 2 (s + m) + a". cos 3 le m) +... 

+ b's sin (e-+ m) -H b". sin 2 + m) -H 0", sin 3 (s H- m) H7... 

Bei dem andern Mikroskop, an welchem man die Ab- 
lesung 90 -+z erhält, wird aber «= 90 +z, =z- m: 
also werden jetzt die Coefficienten in dem Ausdruck der Bie- 
gung daoz, Ron /-— etc. Hat man also vier Miskroskope in 
Abständen von 90° und nimmt das Mittel aus allen 4 Ab- 
lesungen, so hat man an dies Mittel die Correction anzu- 


bringen: 
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rt, cos (Hm) -H a", cos 2 (zm) + as cos 8 (&-+m)-+ ... 
+ p's sin (z> m) + "^, sin 2 (em) + 8", sind (z4-m) 2 ..., 
wo die verschiedenen o und P? periodische Functionen von s 
sind, die nur von dem 4fachen, 8fachen etc, des Winkels z 
abhängen, da die übrigen Glieder einander in der Summe 
der vier Ablesungen aufheben. Sind diese Glieder Null, so 
ist also der Einflu(s der Schwere auf das Mittel der Able- 
sungen an vier Mikroskopen Null; smd dieselben aber für 
eine oder die andre der Grófsen vorhanden, so ist auch eine 
solche Biegung vorhanden. Da nun m constant ist, so kann 
man der an das Mittel aus 4 Mikroskopen anzubringenden 
Correction wieder allgemein die Form geben: 


a cos z + a” cos 2z + a" cos 3z -H ... 
+ sinz- b” sin 22 -+b sin 3z-E- .... 


(A) 

Die Sehwere wirkt aber auch auf das Fernrohr ein, in- 
dem sowohl das Objectiv als auch das Oeularende herab- 
gebogen wird, sobald das Fernrohr aus der verticalen Lage 
gebracht ist. Ist diese Biegung bei beiden Enden des Fern- 
rohrs gleich, sodals der Mittelpunkt des Objectivs ebenso 
viel sinkt als der Mittelpunkt des Fadenkreuzes, so ist klar, 
dals dieselbe keinen Einflufs hat, da in dem Falle die beide 
Mittelpunkte verbindende gerade Linie (die Collimationslinie) 
einer festen Linie im Kreise immer parallel bleiben würde. 
Ist aber die Biegung au beiden Enden verschieden, so än- 
dert die Collimationslinie ihre Lage gegen eine feste Linie 
am Kreise, und es entsprechen daher die Winkel, welche die 
Collimationslhiie durchläuft, nicht den Winkeln, die man am 
Kreise abliest. Die deswegen an die Ablesungen anzubrin- 
gende Correction wird sich aber wieder durch eine periodi- 
sche Function von s ausdrücken lassen und man kann daher 
annehmen, dafs der Ausdruck (A) die beiden Biegungen, des 
Kreises sowohl als des Fernrohrs, darstellt. 

Man hat zwei Methoden, nach welchen man die Beob- 
achtungen so anordnen kann, dafs die Biegung zum grófsten 
Theile wenigstens aus dem Resultate verschwindet. Beobach- 
tet man nämlich einen Stern in der Zenithdistanz s, so wird 
das von einem künstlichen Horizonte reflectirte Bild desselben 
in der Zenithdistanz 180° — z gesehen, und diese Striche wer- 
den bei beiden Beobachtungen unter dem Mikroskope sein, 
29 
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welches die Zenithdistanzen giebt. Legt man nun das In- 
strument um, sodafs der Kreis auf die andre Seite kommt, 
also die Theilung im entgegengesetzten Sinne läuft, so ist 
jetzt die Ablesung bei der directen Beobachtung 360" — z 
und bei der reflectirten 180°-+2.  DBezeichnet man daher die 
4 vollständigen, für die Theilungsfehler verbesserten Ablesun- 
gen für die 4 Beobachtungen mit z, a, #’ und =”, mit & die 
wahre von der Diegung befreite Zenithdistanz, so hat man 
für die 4 rg, ds wenn N den Nadirpunkt bezeichnet: 
Direct £&=z ka cosz + a" cos 2e -t a" cos 3z +.. V sin = 
-H "sin 224 0" sin 3z -4- .— (180°+ N) H- a! a" a" *) 
Reflectirt 180° — £—z' — u’ cosz -+ a” cos2z — a" cos 3z +.. H sinz 
— b”sin 2z + b"sin 3z —..— (180*--N) + d— da” 
Direct 360" — £—2" + a' cosz + a" cos 2z +a cos3z 4-.. — b sine (B) 
— "sin 2z — bsin 32 —.. — (180? 4-N^) -I- a —a" Fra" 
Reflectirt1809 + £ —2""— a! cosz + a" cos 2z — a" cos 3z +.. — U sinz 
+ "sin 2z — b"'sin3z +. .— (180*4-N") ta —a"-4-a"", 
Aus diesen Gleichungen folgt: 


Zz — z 
90° — f =- 2 — a! cos z — a" cos 3z — .. — b" sin 2z — ... 
H n 
z -—2 
se x 2 .— b" sin 22 — ..., 
also im Mittel: 
zl a all _z") 3 
EE od Au ae gro mmi utn Dole y 


sodafs also, wenn man einen Stern direct und reflectirt in 
beiden Lagen des Instruments beobachtet, im mittleren Re- 
sultate für die Höhe nur die von dem 2fachen, 4fachen u. s. w. 

abhüngenden Sinusglieder übrig bleiben. 
Das Mittel der beiden ersten Gleichungen (B) giebt auch: 

+7 
90° — > 7. -- a" cos2z Lt U sin z -I- U" sin äs 

eg o NET m 
es (1809 -- IN) + a! — a" ta”, 


+" 
270° = — — + a" cos2z +.. — b' sine — b” sin 32 — ... 
2 


— (1809? -4-N") 4- a! — a" kal, 


woraus folgt: 


zi a 

age + j N HN) 4-2 (a — a! a) 
DI g!" 

1800 tt _ D — 2 V ging in de... N 


) Die dem Nadirpunkt hinzuznfügende Corrcetion ist nämlich - a! J-a"- «""-4- . . 
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Beobachtet man also verschiedene Sterne in beiden La- 
gen des Kreises direct und reflectirt, so könnte man aus 
diesen Gleichungen die wahrscheinlichsten Werthe der gera- 
den Cosinusglieder und der ungeraden Sinusglieder bestimmen. 

Da diese Beobachtungen an verschiedenen Tagen gemacht 
werden, so müssen natürlich die Zenithdistanzen z, a, a" und 
3" auf eine bestimmte Epoche reducirt werden, am einfachsten 
auf den Anfang des Jahres, indem man die Reduction auf 
den scheinbaren Ort (IV, 1) mit umgekehrtem Zeichen nimmt 
und diese im richtigen Sinne an die Ablesung des Kreises 
anbringt. Da aulserdem sich die Lage der Mikroskope gegen 
den Kreis ändert, so muls der Zenith- oder Nadirpunkt bei 
jeder Beobachtung nach No. 24 dieses Abschnitts bestimmt 
und dureh die Anwendung des jedesmaligen Zenithpunkts 
die Aenderung der Mikroskope eliminirt werden. Ferner 
ist bei den reflectirten Beobachtungen noch darauf Rück- 
sicht zu nehmen, dafs man den Stern reflectirt strenge ge- 
nommen in einer anderen Polhöhe beobachtet, als die des 
Instruments, indem man die Zenithdistanz für den Punkt er- 
hält, wo der künstliche Horizont steht. Da nun der Horizont 
immer in der Verlängerung der Axe des F'ernrolrs steht, so 
ist seine Entfernung von dem Punkte senkrecht unter der 
Mitte des Instruments gleich h tang s, wo h die Höhe der 
Axe des Instruments über dem Horizonte ist. Da nun in 
mittleren Breiten die Aenderung der Polhóhe für eine Toise 
gleich 0". 0631 ist, so muls man, wenn A in Pariser Fuls 
ausgedrückt ist, 0.0105 h tang s zu der Zenithdistanz des 
reflectirten Bildes addiren. 

Eine zweite Methode der Elimination der Biegung ist 
von Hansen vorgeschlagen und erfordert eine eigene Con- 
struction des Fernrohrs, sodafs man das Objectiv und Ocu- 
lar desselben mit einander vertauschen kann. Sind die bei- 
den Köpfe des Fernrohrs so construirt, dafs deren Schwer- 
punkte gleiche Entfernung von der Axe des Instruments 
haben, so wird bei der Vertauschung derselben das Gleich- 
gewicht nicht gestört und man kann daher annehmen, dafs 
in beiden Füllen die Einwirkung der Schwere auf das Fern- 
rohr dieselbe ist. Ist dann in einem Falle der Punkt 180 


des Kreises nach dem Nadir gerichtet und liest man an 
29* 
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dem einen Mikroskope, welches das Hauptmikroskop holzen 
soll, die Zenithdistanz ab, so wird im anderen Falle der 
Säz 0 dem Nadir entsprechen und die Ablesung an dem- 
selben Mikroskop 180° + Zenithdistanz sein. Ist daher c die 
von der Biegung befreite Zenithdistanz und sind die wegen 
der Theilungsfehler verbesserten Ahlesungen im ersten Falle s, 
im zweiten a, so hat man: 
E =z +a cose + a cos 2z + a" cos 3z... e D sin e 


+ bsin2z-E- b" sin3z... — (1809 HN) + u all a" — ,. 
E = 2 — a! cosz + a" cos 2z — a" cos 3z +... — b'sing 
+ Hein Ae — b"sin3z. .. — (1809 N) — a! — «4! — a" —.. 


Das Mittel aus beiden Gleichungen giebt daher, wenn 
man die Zenithpunkte 1901 GN und 180’--N’ mit Z und 5n 


bezeichnet: 


EE el 
er cos 22...+b"sin22—...— a" —... 


oder das Mittel der Zenithdistanzen in beiden Lagen ist von 
den ungeraden Gliedern der Biegung völlig frei und nur noch 
mit den geraden Gliedern behaftet, wenn solche vorhanden 
sind. 

Ferner giebt die Differenz der beiden Gleichungen: 
EEE dogs s — d'a e. Vinz.. —Wsinde—... 

—a' — ll 
sodafs man also auf diese Weise durch Beobachtung von 
Sternen in verschiedenen Zenithdistanzen oder eines in ver- 
schiedenen Zenithdistanzen aufgestellten Collimators die un- 
geraden Glieder der Biegung bestimmen kann. 

Diese erbält man überhaupt immer, wenn man das Fern- 
rohr in zwei genau um 180" verschiedene Lagen bringt. 
Stellt man zu dem Ende zwei Collimatoren so auf, dafs deren 
Axen durch die Mitte der Axe des Instruments gehen und 
richtet dieselben durch Oeffnungen, welche zu dem Ende in 
dem Würfel der Axe des Instruments angebracht werden, so 
auf einander, dafs ihre Fadenkreuze zusammenfallen, so be- 
schreibt das Fernrohr, wenn man dasselbe zuerst auf den 
einen, daun auf den anderen Collimator richtet, genau 180° 
und wenn man daher den Kreis in beiden Lagen abliest und 
die wahre Zenithdistanz des Collimators č ist, so ist in der 
einen Lage: 
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E =z a coss + a" 60822 + a" cos de-I- ... + 0 sinz + bsin2z 


+" sin3e+...— Z JP d  — a" 44-7 a!" 
und in der andern 
180 + £ zm z/ — u cosz-H a" cos 22 — a" eos 3z- ... — b'sing -H b" sin 2s 
— V"sin3e+t+...—-— Z ck a — a! Lol, 
also: 
Re 180 $ Hi D lm "n e 
0 = —— — «e cos z u 00832 — ... — b' sinz — b sin3z—... 


uad da man bei diesen Beobachtungen beide Mal dieselben 
Striche nur bei verschiedenen Mikroskopen benutzt, so sind 
diese Gleichungen für die ungeraden Glieder der Biegung 
von den Theilungsfehlern ganz unabhängig. Macht man die 
Beobachtungen für verschiedene s, also in verschiedenen Nei- 
sungen des Fernrohrs, so erhält man eine Anzahl solcher 
Gleichungen, aus denen man die wahrscheinlichsten Werthe 
der Coefficienten bestimmen kann. 

In der horizontalen Lage des Fernrohrs haben diese Beob- 
achtungen keine Schwierigkeiten, bei beträchtlicher Neigung 
des Fernrohrs würde aber der eine der Collimatoren sehr 
hoch zu stehen kommen und es könnte daher die feste Auf- 
stellung desselben Schwierigkeiten haben. Man kann aber 
statt dieses Collimators einen Planspiegel anwenden, den man 
in einiger Entfernung vor dem Objective des Fernrohrs auf- 
stellt oder am besten an einem Arme so an einem der Pfeiler 
in der Verlängerung der Axe des Instrumentes befestigt, dafs 
man denselben durch Drehen des Arnıs leicht in eine belie- 
bige Lage bringen kann *). Befestigt man dann aufserhalb 
des Oculars des Collimators eine Glasplatte unter einem Win- 
kel von 45° *5, durch welche man Licht in das Fernrohr re- 
flectirt, und die man, wenn man sie nicht benutzt, zurück- 
schlagen kann, so wird man, wenn man das Fernrohr nahe 
senkrecht auf den Spiegel richtet und durch das Planglas 
hindurch in das Fernrohr sieht, nicht allein die Fäden auf 


*) Der Spiegel mufs so gestellt werden können, dafs eine horizontale 
Linie in seiner Ebene senkrecht auf der Axe des Fernrohrs ist. 

"*) Dies Glas muls so befestigt sein, dafs man die Neigung gegen das 
Ocular ändern und dasselbe um die Axe des Fernrohrs drehen kann, damit 
man immer das Licht gohórig auf den Spiegel reflcetiren kann. Auch ist es 
besser, wenn man zu dem Zwecke ein Ocular mit nur einer Linse anwendet, 
weil man dann das reflectirte Bild deutlicher sieht. 
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hellem Grunde, sondern auch die von dem Planspiegel re- 
flectirten Bilder derselben sehen, und man kann daher da- 
durch, dafs man Bilder und Fäden zur Coincidenz bringt, den 
Collimator senkrecht auf den Spiegel stellen. Stellt man durch 
dieselbe Methode das Fernrohr des Instruments senkrecht auf 
den unverrückt gebliebenen Spiegel und stellt dasselbe nach- 
her auf den Collimator ein, so durchläuft dasselbe genau 180" 
und man kann daher durch Ablesung des Kreises in beiden 
Stellungen wie vorher die ungeraden Glieder der Biegung 
finden. Diese Beobachtungen werden am Besten in einem 
dunklen Zimmer angestellt, indem man das Licht von einer 
Lampe ins Fernrohr reflectirt, und die einzige Schwierigkeit 
ist die Herstellung eines Planspiegels, der starke Vergrölse- 
rungen ertrügt. Da aber der Spiegel nur von der Grófse 
der Oeffnung des Collimators zu sein braucht und derselbe 
immer nur für senkrechte Reflexion angewandt wird, so wird 
die Herstellung eines solchen Spiegels nicht unmóglich sein. 
Die Cosinusglieder der Biegung kann man auch durch 
Beobachtung der Zenithdistanz eines Objects in beiden Lagen 
des Kreises bestimmen, wozu man sich eines Collimators oder 
besser des Spiegels bedient, den man in verschiedene Lagen 
bringt, und auf welchen das Fernrohr senkrecht gestellt wird. 
Aus der ersten und dritten der Gleichungen (B) folgt nämlich: 


paeem 
NEE a'— a" 4- a", 


2 


wo Z=180-+N, Z'—180-1- N' und s und zs" die in beiden 
Lagen gemachten Ablesungen, wegen der Theilungsfehler cor- 
rigirt, bezeichnen. 

Es lassen sieh mithin alle Glieder durch einfache Beob- 
achtungen leicht bestimmen bis auf die geraden Sinusglieder. 
Um diese zu bestimmen, mülste man Mittel haben, das Fern- 
rohr genau um bestimmte Winkel zu bewegen, die nicht 
90° oder 180° sein müssen. Eine Vorrichtung, welche die 
Bewegung um einen beliebigen Winkel móglich macht, ist 
bis jetzt nicht bekannt, indessen kann man durch den vorher 
beschriebenen Spiegel und zwei Collimatoren das Fernrohr 
auf die Zenithdistanz von 45° richten, was die Bestimmung 
der von dem doppelten Winkel abhängigen Sinusglieder mög- 
lich macht. Man stelle zu dem Ende den Spiegel so, dals, 
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wenn das Fernrohr senkrecht darauf gestellt wird, es nahe 
45° von dem Nadir entfernt ist und stelle in dieser Lage des 
Spiegels ein Fernrohr vertical über dem Spiegel und einen 
Collimator horizontal davor auf, so dafs die Axen der beiden 
Fernróhre nach der Mitte des Spiegels gerichtet sind, was 
man leicht dadurch erreicht, dafs man die Objective bis auf 
eine sehr kleine Oeffnung in der Mitte bedeckt und ebenso 
den Spiegel bis auf emen kleinen Kreis um den Mittelpunkt 
und die Fernróhre so lange verrüekt, bis das Licht von dem 
unbedeckten Theile des Spiegels in die Ocffnungen des Ob- 
jectivs refleetirt wird. Nachdem dies geschehen, dreht man 
den Spiegel fort und stellt die Collimationslinie des vertica- 
len Fernrohrs genau vertical mittelst eines darunter gestellten 
künstlichen Horizonts, den Collimator dagegen genau hori- 
zontal durch ein Niveau, nachdem man sich davon überzeugt 
hat, dafs die Collimationslinie desselben mit der Umdrehungs- 
axe zusaminenfállt. In dem Falle machen die Collimations- 
linien der beiden Fernröhre einen rechten Winkel. Dreht 
man daun den Spiegel zu seiner früheren Stellung zurück, so 
giebt es eine Stellung desselben, bei welcher die von dem 
Fadenkreuze des einen Collimators auffallenden Strahlen auf 
das andre reflectirt werden und wenn dies der Fall ist, macht 
der Spiegel einen Winkel von 45° mit der Verticallinie. Rich- 
iet man dann das Fernrohr senkrecht auf den Spiegel und 
nachher senkrecht auf den Nadirhorizont, so bewegt man das 
Fernrohr genau um. 45 Grade. Nur ist auch hier in aller 
Strenge eine kleine Correction anzubringen, wegen der ver- 
schiedenen Polhöhen in denen sich die Collimatoren befinden. 
Ist y der Winkel, den der verticale Collimator mit der Ver- 
ticallinie des Instruments macht, & dagegen der Winkel, wel- 
chen der horizontale Collimator mit dem Horizonte des Instru- 
ments macht, so ist der Winkel, welchen das auf dem Spie- 
gel senkrechte Fernrohr mit der Richtung nach dem Nadir 
macht: 
45° + 4 (&— y) 

wenn die beiden Collimatoren auf verschiedenen Seiten der 
Axe des Instruments aufgestellt sind, oder wenn h und A die 
Entfernung des horizontalen und verticalen Collimators von 
der Verticalliuie des Instruments ist, und wenn aufserdem b 


456 


die am Niveau bestimmte Neignng des horizontalen Collima- 
tors ist, positiv, wenn das dem Instrumente nähere Ende das 
höhere ist, so ist der Winkel gleich: 

45° +0". 0052 (A -) + }b. 

Bezeichnet man diesen Winkel mit č, dagegen die Ab- 
lesung am Kreise für den Nadirpunkt und für die Richtung 
senkrecht auf den Spiegel, also für die Zenithdistanz 180° 
und 135° mit al und s so ist: 

E= 2 —- (1—34/2)-- a' — a" (14-5 2) — V £y 2 4- v — 432 

Macht man dieselbe Beobachtung auch für 225" Zenith- 
distanz, und ist z' wieder der Nadirpunkt, a die Ablesung, 
wenn das Fernrohr senkrecht auf den Spiegel gerichtet ist, 
so ist in dem Falle: 

Hess sea (4 — 42) "Ha" HIV — v 1Y 24- i — 5" y2, 
mithin ist: 

TEREE vaya Hl TEE 
vorausgesetzt, dafs der Nadirpunkt bei beiden Beobachtungen 
derselbe war. 


E. Von der Untersuchung der Fehler der Mikro- 
meterschrauben. 


9. Die Messung der Entfernung zweier Punkte mittelst 
einer Mikrometerschraube setzt voraus, dafs das lmeare Fort- 
rücken der Schraube und des mittelst derselben bewegten 
Theiles des Mikrometerapparats z. B. des Mikrometerfadens 
den Angaben des Schraubenkopfs und der Scale, welche die 
gauzen Umdrehungen der Schraube angiebt, proportional ist. 
Diese Bedingung ist aber nie strenge erfüllt, indem theils die 
Windungen einer Schraube an verschiedenen Stellen dersel- 
ben nicht von gleicher Gröfse sind und daher ein ungleiches 
Fortrücken durch eine ganze Umdrehung der Schraube be- 
wirken, theils auch gleiche Theile derselben Umdrehung ei- 
ner verschiedenen linearen Fortbewegung entsprechen. Im 
Vorigsen war schon angegeben, wie man die Ungleichheiten 
der Schrauben der Ablesungsmikroskope bestimmen kann, in 
welchem Falle man indefs immer nur von wenigen, gewöhn- 
lich nur zwei Umdrehungen der Schraube Gebrauch macht. 
Es soll daher hier noch der Fall behandelt werden, wo man 
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die Umdrehungen der Schraube ihrer ganzen Länge nach zu 
Messungen benutzt. 

Die Grölsen, die man den Theilen einer einzelnen Um- 
drehuug der Sebraube hinzuzufügen hat, um daraus die wahre 
Fortbewegung der Schraube zu erhalten, kaun man sich wie- 
der durch eine periodische Function der Angabe des Schrau- 
benkopfes dargestellt denken, sodaß, wenn a die am Schrau- 
benkopfe gemachte Ahlesung bezeichnet, die daran anzubrin- 
gende Correction von der Form: 

a, cosu + b, sinu + a, cos 2u + b, sin2u T... 

ist. Diese Unregelmäfsigkeiten werden sich bei den einzel- 
nen Schraubengängen nahe wiederholen, sodaís man die Cocffi- 
cienten d,, b, etc. für die verschiedenen Schraubengänge als 
gleich ansehen kann. Man wird diese Annahme wenigstens 
‘für mehrere auf einander folgende Schraubengänge machen 
können und die Coefficienten aus dem Mittel der bei mehre- 
ren solchen Schraubengängen gemachten Beobachtungen be- 
stimmen und dann diese Bestimmung für verschiedene Theile 
der Schraube wiederholen. 

Miíst man nun eine lineare Entfernung, deren wahrer Werth 
gleich f sein soll (z. D. die Entfernung der Fäden eines Col- 
limators), mittelst Einstellung des Mikrometerfadens auf die 
beiden Endpunkte des Objects, so hat man, wenn w und w 
die Angaben der Schraube für den Anfang und das Ende 
sind: 

J= u! — u + a, (cos v! — cosu) -+ b; (sinu! — sinu) + a, (cos 2u! — cos 2u) 
-- b, (sin 2 u' — sin 2u) +... 

Mifst man nun dieselbe Entfernung von verschiedenen 
Stellungen der Schraube aus, indem man zuerst mit der Stel- 
lung 07.00 anfängt (d. h. die Beobachtung so einrichtet, dafs 
man am Schraubenkopfe 0".00 abliest, wenn der Mikro- 
meterfaden den Anfangspunkt des Objects deckt) dann von 
07.10, 07.20, und so fort für jeden Zehntheil durch die ganze 
Umdrehung der Schraube, so kann man annehmen, wenn die 
Coefficienten a, , b,, etc. wie es immer der Fall ist, klein sind, 
dafs f gleich dem Mittel aller beobachteten Werthe von u —u" 
ist, ebenso kann man sich auch erlauben u— f statt ai zu 
setzen. Dezeichnet dann f dieses Mittel, so giebt jeder beob- 
achtete Werth von w — u die Gleichung: 
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uw — u — f 2 2a,sin$ fsin Cnu -+ $/) — 2b, singfcos(u-t 1f) 
4-2a4sinf sin (2u +f) — 20,sin/ cos (2u -- ^) 
und man erhält dann aus allen 10 Gleichungen dieser Beob- 
achtungsreihe, da die Werthe von u die ganze Peripherie durch- 
laufen: 


Wa sing / =  .X(w-—u--f)siu (u+zf) 
10 b, sin 4 f= — X (w — « — f) eos (u 4- 4 f) 
10a, snf= .X(w-—u-—f)sin (2u-I- f) 


105, sin f= —.X(v — u —f) eos (2u +), 
aus welchen Gleichungen man die Werthe der Coeflicienten 
bestimmen kann. 


Bessel beobachtete z. B. am Kónigsberger Heliometer 
mittelst der Mikrometerschraube die Länge eines Zwischen- 
raums, nahe gleich einer halben Umdrehung der Schraube, 
von verschiedenen Anfangspunkten der Schraube aus und fand 
im Mittel aus den Beobachtungen für 10 einzelne Umgänge 
der Schraube *): 

Gemessener Zwischenraum «'— u 
Anfang 0 Zehntheile 0°. 50045 
1 0 . 49690 
0 . 49440 
0 . 49240 
0 . 49260 
0 . 49555 
0 . 49905 
0 . 50140 
0.50340 
0 . 50350 
f=0 . 497965 = 179" 16'.0. 


sv 00 sl c OH Ve Hä fe 


Daraus erhält man z. B.: 
Ü —U—f (u— u — f) sin (u 4- X) 


-+ 0.002185 + 0.002485 
— 0.001065 — 0.000865 
— 0.003565 — 0.001123 
— 0.005565 4-0. 001686 
— 0.005365 +0. 004320 
— 0.002415 + 0.002415 
-+ 0.001085 -— 0.000882 
+ 0.003435 — 0.001083 
+ 0.003435 + 0.001646 
4-0. 005535 -+ 0.004457 


Summe + 0.013056. 


*) Astronomische Untersuchungen Bd. 1, pag. 79. 
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Danach wird, dasin4f=1 ist: 
10 a, = + 0.013056 
Ebenso : 10 5, = — 0.024874 
0.128 «4 = + 0.000147 
0.128 b, = + 0. 000337. 
Bessel machte dann eine ähnliche Beobachtungsreihe, in- 
dem er eine Entfernung nahe gleich einem Viertel der Um- 
drehung der Schraube maals, und fand: 


7.339 a, = + 0.015915 


1.3390, = — 0.016126 
9.970 aa = — 0.004987 
9.970 5, = — 0 . 000576, 


woraus durch die Verbindung der beiden Bestimmungen nach 
No. 24 der Einleitung Anm. 2 folgt: 


a, = -+ 07. 001608 
b, = —0.002386 
44 = — 0.000499 
b, = — 0.000057. 


Diese periodischen Ausgleichungen der Schraube muls man 
dann an alle Ablesungen des Schraubenkopfes anbringen. 
Man kann aber auch die Beobachtungen so anordnen, dals 
man dadurch diese periodischen Glieder ganz eliminirt. Mist 
man nämlich eine Entfernung, wenn die Schraube zu Anfang 
die Stellung — 07.25, dann aber auch, wenn diese Stellung 
—+-0".25 ist, sodafs also u bei beiden Beobachtungen — 90° 
und 4-90? wird, so heben in den beiden Ausdrücken für f 
die in den Sinus und Cosinus der einfachen Winkel multi- 
plicirten Glieder einander auf, sodafs also das Mittel aus bei- 
den Beobachtungen frei von diesen Gliedern wird. Ebenso 
erhält man f von diesen sowohl als den vom zweifachen 
Winkel abhängenden Gliedern frei, wenn man die Messung 
fünfmal wiederholt, indem man nach einander von den Stel- 
lungen der Schraube — 07.4, — 07.2, 0, -1-07.2 und + 07.4 
ausgeht. 

Um nun die Gleichheit der Schraubengänge zu prüfen, 
kann man dieselbe Entfernung, die nahe gleich einem Schrau- 
benumgange oder einem Vielfachen eines Schraubenumgangs 
ist, an verschiedenen Stellen der Schraube messen und man 
wird am besten thun, diese Beobachtungen nach dem Vori- 
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gen so anzuordnen, dals die periodischen Ungleichheiten der 
Schraube eliminirt werden. 

Bessel maals mit derselben Schraube eine Entfernung, 
die nahe gleich zehn Umdrehungen dev Schraube war, indem 
er nach einander von den Stellungen der Scale der Schraube 
0", 10”, 207, etc. ausging. Auf diese Weise fand er: 


Anfang der Schraube 0’ 10.0142 
10 20.0147 
20 30.0131 
30 40.0122 
40 50.0107 
etc., 


wo jede Zahl das Mittel aus 5 Messungen ist, die zweite z. B. 
bei den Stellungen der Schraube 97.6, 97. 8, 10, 10.2 und 10.4. 
Ist dann die wahre Entfernung 10"—L- x, und sind die Aus- 
gleichungen der Schraube für die Stellungen 10, 20, etc. 
fios fio, ete. so hat man, da man f, = 0 nehmen kann *): 
2, =+ 0.0142 E f, 
puce ONT 6 ose 


z, =+ 0. 0131 +30 fa 
eten 


Ebenso maals er auch eine Entfernung, die gleich 20" s, 
war, indem er wieder von verschiedenen Stellungen der 
Schraube ausging, und erhielt dadurch ein System von Glei- 
chungen: 

m3 = a- fao 


tı =0 +- fis — fzo 


etc. 

Aehnliche Systeme erhielt er dann auch, indem er Ent- 
fernungen gleich 30" + x, etc. maaís und aus allen diesen 
Gleichungen wurden dann die Werthe von o: £}, 2, ete., so- 
wohl als auch die Ausgleichungen der Schraube in den Stel- 
lungen 10, 20 etc. oder fius fzo, etc. bestimmt. 


*) Ebenso wie f, willkührlich ist, also gleich Null angenommen werden 
kann, so ist dies auch mit der Ansgleichung des letzten Sealentheils, welchen 
man benutzt, der Fall. 
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II. Das Azimutal- und Hóheninstrument. 


10. Dei dem Azimutalinstrument stellt der eine der bei- 
den Kreise die Ebene des Horizonts vor und soll daher ge- 
nau horizontal liegen. Er ruht deshalb auf drei Schrauben, 
durch welche man seine Lage gegen den wahren Horizont 
vermittelst eines Niveau’s, wie man nachher schen wird, be- 
richtigen kann. Da indessen diese Berichtigung selten ganz 
genau geschehen wird, so wird immer noch eine kleine Nei- 
gung des Kreises gegen den Horizont vorhanden sein. Es 
sei daher P der Pol dieses Kreises des Instruments, während 
der Pol des wahren Horizonts das Zenith Z ist und es sei i 
der Winkel, welchen die Ebene des Kreises mit der Ebene 
des Horizonts macht oder der Bogen des gröfsten Kreises 
zwischen P und Z. Durch den Mittelpunkt dieses, in Grade 
und deren Unterabtheilungen getheilten, horizontalen Kreises 
des Instruments geht nun ein Zapfen, welcher die Nonien 
trügt, die in der Regel auf einem vollen, mit dem ersteren 
concentrischen Kreise angebracht sind. Der Nonienkreis trágt 
zwei Stützen, welche móglichst gleich sind, und die an ihrem 
oberen Ende Pfannenlager haben, von denen man das eine 
vermittelst einer Schraube höher und niedriger stellen kann. 
In diesen Lagern liest nun die horizontale Axe, welche das 
Fernrohr und den Höhenkreis trägt. Der Nonienkreis ist 
fest mit dem Lager verbunden, dagegen läfst sich das Fern- 
rohr zugleich mit dem, dem ersteren Kreise concentrischen 
Höhenkreise unı die Axe bewegen. Da man nun auch den 
Nonienkreis des Azimutalkreises um seine Axe bewegen kann, 
so kann man das Fernrohr auf jedes beliebige Object ein- 
stellen und die demselben entsprechenden sphärischen Coor- 
dinaten an den Kreisen des Instruments ablesen. Der Win- 
kel, welchen die Linie durch die beiden Zapfenlager mit dem 
horizontalen Nonienkreis macht, sei nun $' und es sei K der 
Punkt, in welehem diese Linie nach der Seite des Kreisendes 
zu die scheinbare Himmelskugel trifft, ferner sei b die Höhe 
dieses Punktes über dem wahren Horizonte. Da man nun 
mit dem Instrumente immer nur Azimutalunterschiede milst 
(wenn man für jetzt noch die Ablesungen an dem Höhen- 
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kreise aulser Acht läfst), so wird es gleichgültig sein, wo 
man die Azimute auf dem Instrumente zu zählen anfängt. 
Es wird aber bequem sein, den Anfangspunkt derselben so 
anzunehmen, dafs er Bezug auf das Instrument hat und da 
nun P und Z sich nicht ändern, so lauge man das Instru- 
ment nicht verrückt, K dagegen volle 360° durchlaufen kann, 
wenn man den Nonienkreis um seine Axe bewegt, so kann 
man als Anfangspunkt der Zählung der Azimute auf dem 
Instrumente diejenige Ablesung nehmen, welche man macht, 
wenn K mit P uud Z in einem Verticalkreise liegt. Diese 
Ablesung sei ap Für jede andre Ablesung nimmt man dann 
immer denjenigen Punkt der Theilung, in welchem der 
verlängerte Bogen PK die Ebene des Kreises trifft und dies 
wird immer erlaubt sein, weil dieser Punkt von den durch 
die Nonien angegebenen Punkten immer nur um einen con- 
stanten Winkel verschieden ist. Endlich soll mit A das auf 
dem wahren Horizonte, aber von demselben Anfangspunkte 
gezühlte Azimut bezeichnet werden. 

Denkt man sich nun drei auf einander senkrechte Coor- 
dinatenaxen, von denen eine senkrecht auf der Ebene des 
wahren Horizonts ist, die beiden andern aber in der Ebene 
desselben liegen und zwar so, dals die Axe der y nach dem 
Punkte gerichtet ist, von welchem aus die Azimute nach der 
vorher gemachten Annahme gezählt werden, so sind die drei 
Coordinaten des Punktes K auf diese Axen bezogen: 

z= sin b, y — cos b cos A 
und x= cos b sin A. 

Ferner sind die Coordinaten von K, bezogen auf drei 
rechtwinklige Coordinatenaxen, von denen eine senkrecht auf 
der horizontalen Ebene des Instruments steht, während die 
beiden andern in dieser horizontalen Ebene liegen und zwar 
so, dafs die Axe der c mit derselben Axe im vorigen System 
zusammenfällt: 

z=sini', y = cos i' cos (a —a,), x — cos i' sin (a — ap). 

Da nun die Axe der s im ersten System mit der Axe 
der z des andern Systems den Winkel i macht, so hat man 
nach der Formel (1) für die Transformation der Coordinaten: 

sin b = cos i sin i' — sin i cos di cos (a — ap) 


eos b sin A == cos dl sin (a — a4) 
cos b cos A == sin i sin?’ -+ cos i cos i! cos (a — ag). 
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Man erhält diese Gleichungen auch durch die Betrach- 
tung des Dreiecks zwischen dem Zenith Z, dem Pole des 
Azimutalkreises P und dem Punkte K, dessen Seiten PZ, PK 
und Z K beziehlich à, 90°—#' und 90"— 5 sind, während die 
den Seiten PK und ZE gegenüberstehenden Winkel A und 
180" — (a — a,) sind. 

Da nun b, i und d. wenn das Instrument nahe berich- 
tigt ist, kleine Grófsen sind, so wird es erlaubt sein, die Co- 
sinus dieser Winkel gleich Eins zu setzen und die Sinus mit 
den Bogen zu vertauschen, sodals man erhält: 

b == i' — i cos (a —a,) (a) 
A—g—u,. 

Das Fernrohr ist nun senkrecht auf der horizontalen 
Axe des Instruments befestigt. Die Gesichtslinie desselben 
sollte ebenfalls senkrecht auf dieser Axe sein, es soll indes- 
sen vorausgesetzt werden, dafs dies nicht der Fall ist, son- 
dern daís dieselbe mit der Seite der Axe nach dem Kreis- 
ende zu den Winkel 90°-+-c macht, wo der kleine Winkel c 
der Collimationsfehler genannt wird. Diese Gesichtslinie wird 
bezeichnet durch die Linien von der Mitte des Objectivs 
nach einem im Brennpunkte des Fernrohrs befindlichen Fa- 
deukreuze, welches sich vermittelst Schrauben senkrecht ge- 
gen die Gesichtslinie verschieben lälst, sodafs man den Win- 
kel e beliebig ändern kann. 

Es sei nun das Fernrohr nach emem Punkte O des 
Himmels gerichtet, dessen Zenithdistanz z und dessen Azi- 
mut e ist. Dann sind die Coordinaten desselben bezogen auf 
die Axen der z und y nach I No. 2: cos z und sin z oos e. 
Nun gehe die Theilung auf dem Kreise von der Linken zur 
Rechten, d.h. in derselben Richtung, in welcher man die 
Azimute im Horizonte herum zählt. Ist also das Kreisende 
links, so zeigt das Fernrohr nach einem Punkte, dessen Azi- 
mut gröfser ist als das des Punktes X, und wenn man also 
die Axe der y nach dem Punkte gedreht denkt, wo sie in 
einem Verticalkreise mit K hegt, so werden dann die Coor- 
dinaten: cos z und sinz cos (e— A). Dies gilt für Kreis 
links, während man für Kreis rechts A — e statt e — A nehmen 
muís. Denkt man sich nun den Punkt O auch auf ein Coor- 
dinatensystem bezogen, von dem die Axen der x und y in 
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der Ebene des Instruments liegen und wo die Axe der y 

nach dem Punkte K gerichtet ist, so ist die Coordinate y des 

Punktes O gleich — sin c, und da die Axen der s in beiden 

Systemen den Winkel b mit einander bilden, so hat man 

nach den Formeln für die Transformation der Coordinaten: 
— sine = eos z sin b + sin z cos b cos (e — A). 

Man erhält diese Gleichung auch durch die Betrachtung 
des Dreiecks zwischen dem Zenith Z, dem Punkte K und 
dem Punkte O, auf den die Gesichtslinie des Fernrohrs ge- 
richtet ist, indem die Seiten ZO, ZK und OK bezichlich 
gleich zs, 90? — b und 90° +-c sind und der Winkel K ZO 
= PZ 0 — PZ K= e — A ist. 

Da nun b und c kleine Grófsen sind, so erhält man: 

— c = b cos z -F sin z cos (e — A), 

oder endlich, wenn man für A seinen vorher gefundenen Werth 
aus den Gleichungen (a) setzt: 

0 — c >+ 5 eos z -+ sin z cos [e— (n— a,)]. 

Daraus folgt, dafs 
cos [e— (a—a,)| 
eine sehr kleine Grófse von der Ordnung der Grófsen b und 
c ist. Schreibt man also dafür: 
sin [90° — e + (a — a4)], 

so kann man den Sinus mit dem Bogen vertauschen und man 
erhält: 

0=c+bceosz-+sinz [90° — e -+ (a—a,)]. 

Diese Formel gilt, wie schon oben bemerkt ist, für 
Kreisende links. Wäre das Kreisende rechts, so hätte man 
A-—e statt e— A nehmen müssen und dann erhalten: 

0 = c + b cos z + sin z [90° — (a—a o) -+ e]. 

Man erhält daher das wahre Azimut e durch die For- 

meln: 


e = qa —a, + 90° + Së — bceotangz für Kreis links 
und 


[4 ` € v 
e=a— aa — 909 — —— — beotangz für Kreis rechts, 
sin z 


oder, wenn man A das an den Nonien des Instruments ab- 
gelesene Azimut und AA den Indexfehler der Nonien nennt, 
sodaís A-- AA das vom Meridianpunkte des Kreises auf 
demselben gezählte Azimut ist: 

e= À +- A À = c cosee z - b eotangz, 
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wo das obere Zeichen wieder für Kreis links, das untere für 
Kreis rechts gilt. 

11. Man kann diese Formeln einfach geometrisch ablei- 

ten. Es sei Fig. 14 der Horizont in der Ebene des Papiers, 
Fig. 14. dann wird der Verticalkreis, in welchem das Ob- 
ject liegt, durch eine gerade Linie vorgestellt wer- 
den, in deren Mitte das Zenith Z liegt. Nimmt 
man nun an, dafs sich das Fernrohr um eine Axe 
bewegt, welche um b gegen den Horizont geneigt 
ist, so wird dasselbe jetzt einen gröfsten Kreis be- 
schreiben, welcher zwar noch durch die Punkte A 
und B des Horizonts geht, aber um den Bogen b 
vom Zenith absteht. Nimmt man nun an, dafs 
el Je man das Azimut des Verticalkreises AZ abliest, so 
wird das mit dem Fehler der Neigung behaftete 
\ Fernrohr nach O zeigen, also wird man, wenn das 
Fernrohr rechts oder der Kreis links ist, ein zu 
kleines Azimut ablesen und man wird haben: 

sin O O' = sin AO sin b 

= cos z . sin b. 

Man liest nun aber einen Azimutalwinkel ab, d. h. den 
Winkel, unter welchem 00' von Z aus erscheint, mithin ist 
der Winkel O Z O' die gesuchte Correction AA des Azimuts 
und da sin Q O' = sin Z O sin A4, 
also 


2 


sin AA = cotang z sin b, 


Fig. 15. so hat man also bei Kreisende links zum abgelesenen 


p Azimute die Correction wegen der Neigung b lun- 
zuzufügen : +) cotang x. 


Ebenso kann man nun auch die durch den 
Collimationsfehler hervorgebrachte Correction des 
Azimuts finden. Es sei wieder AB der Vertical- 
kreis, welchen die Gesichtslinie des Fernrohrs be- 
schreiben würde, wenn der Collimationsfehler Null 
wäre. Ist aber 90-+c der Winkel, welchen die 
Gesichtslinie mit der Seite der Axe nach dem Kreis- 
ende zu macht, so beschreibt die Gesichtslinie bei 
der Umdrehung um die Axe einen Kegel, welcher 
A auf der scheinbaren Himmelskugel einen kleinen 
30 
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Kreis abschneidet, dessen Abstand vom grófísten Kreise AB 
p o 

gleich c ist. Fig. 15. Dann liest man wieder bei Kreisende 

links ein zu kleines Azimut ab und wenn man wieder den 

Winkel AZO mit AA bezeichnet, so ist: 


, sine 
snAd= . 
sinz 
oder: 


AA = + c cosec z, 


12. Es soll nun gezeigt werden, wie man die Grófse der 
einzelnen Fehler des Instruments bestimmt, damit man ein 
jedes an einem solchen Instrument beobachtetes Azimut ver- 
mittelst der vorher gegebenen Formeln auf das wahre Azimut 
reduciren kann. 

Den Fehler b findet man unmittelbar nach den in No. 1 
dieses Abschnitts gegebenen Vorschriften, indem man ein 
Niveau auf die Zapfen der horizontal liegenden Axe des In- 
struments aufsetzt. Es war aber nach den Gleichungen (a) 
in No. 10: 


= i' — i cos (a — tio), 


wo i die Neigung der Ebene des Horizontalkreises gegen den 
Horizont, ?' dagegen die Neigung der horizontalen, das Fern- 
rohr tragenden Axe gegen den Horizontalkreis ist. Diese 
Gleichung enthält drei Unbekannte, nämlich d, è und a,, zu 
deren Bestimmung daher drei Nivellirungen in verschiedenen 
Stellungen der Axe gemacht werden müssen. Man nehme 
an, dals man das Instrument auf einen beliebipen Werth a 
bei irgend einem Nonius eingestellt, und dafs man in dieser 
Lage die Neigung der Umdrehungsaxe b gefunden hat. Dann 
stelle man nach einander auf a + 120" und a -- 240" ein 
und es seien b, und b, die Neigungen, welche man in diesen 
beiden Lagen beobachtet. Substituirt man nun diese Wertlie 
in die obige Formel, löst die Cosinus auf und bedenkt, dals: 


cos 120" — — 4 
und 

sin 120? = +3 y/3, 
ferner: 

cos 240? = — 4 
und 


sin 2409? = — } 13, 
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so erhält man die folgenden drei Gleichungen: 
b =i' —ieos (a — a) 
b, = i + 4 i cos (a — ag) H- 3 (sin (a — ap) V 3 
Ass i licos(a — a4) — 4 a) HA. 
Addirt man diese drei Gleichungen, so findet man: 
EE 
= i . 
Zieht man aber die dritte Gleichung von der zweiten 
ab, so wird: 
ya 
und, wenn man die zweite und dritte Gleichung addirt und 
davon die doppelte erste Gleichung abzieht: 
b, tba — 20 
3 
Nivellirt man also die horizontale Axe in drei Stellun- 
gen, welche die Peripherie in gleiche Theile theilen, so kann 
man durch diese Formeln die Gröfsen i, ?' und a, und damit 
die Neigung 5 für jede andere Einstellung nach der Formel: 


CR (aam 


i cos (a — u) = 


b=i'—icos(a gea 
finden. 

Um nun den Collimationsfehler zu finden, beobachtet man 
dasselbe entfernte irdische Object sowohl bei Kreis rechts 
als auch bei Kreis links und liest beide Mal das Azimut ab. 
Ist a die Ablesung bei Kreis links, e die bei Kreis rechts 
gemachte Ablesung, so hat man die beiden Gleichungen: 

e= A +AA -- b cotaug z -H c cosee z 
e= Al -+ AA — b' cotang z — c cosec z, 


aus denen man erhält: 


ccosecz = 9L — -7 — cotang z. 


Kennt man also die Neigungen b und b' in beiden La- 
gen und liest man am Höhenkreise die Zenithdistanz s des 
Objects ab, so kann man durch Beobachtung desselben Ob- 
jects bei verschiedenen Lagen des Kreises den Collimations- 
fehler finden. 

Hierbei ist aber vorausgesetzt, daís sich das Fernrohr 
im Mittelpunkte der Theilung befindet oder dafs man, wenn 
dasselbe an dem einen Ende der Axe angebracht ist, ein un- 
endlich entferntes Object beobachtet hat. Ist dies nun aber 
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nicht der Fall, so muls man an 
o den gefundenen Collimationsfeh- 
/ ler noch eine Correction anbrin- 
ci gen. Wenn man nänlich ein 
/ Object O Fig. 16 mit dem Fern- 
A rohr, welches sich an dem Ende 
"i F der Axe befindet, beobachtet, 
D so stcht dies in der Richtung OF. 
Der Winkel OFK sei 90° + c,- 
" Denkt man sich nun im Mittel- 
Ga 2 punkte des Kreises M ein Fern- 
go ji rohr nach O hin gerichtet, so 
wird der Winkel OMK nach dem Vorigen gleich 90°-+ c sein. 
Ist O unendlich weit entfernt, sodafs MO parallel OF wird, 
so wird man 90° + c, statt 90°—- c setzen können; ist dies 
aber nicht der Fall, so wird man haben: 
e= cot IOE. 
Da nun aber, wenn c, sehr klein ist, 
) 
tang M O F= e 


Fig. 16. 


ist, wenn man die Entfernung OM des Objects mit d und 
die halbe Axe des Instruments mit o bezeichnet, so ist: 


o 
Sm 


Ist also das Fernrohr an einem Ende der Axe und liest 
man das Azimut des Objects bei Kreis links ab, so wird man 


dasselbe um den Winkel E. zu klein, bei Kreis rechts daher 
ad 


um denselben Winkel zu grols erhalten. Bezeichnet man da- 
her die erste Ablesung mit A, den Collimationsfehler mit cy, 
so hat man die zwei Gleichungen: 


e=A-+AA+b cotang z + (co + £ J cosecz 
e= A' +H AA — b' cotang z — (o. + s 

[/ 
aus denen man, wenn d anderweitig bekannt ist, den Coli- 
mationsfehler bestimmen kann. 

Wenn das Fernrohr an einem Ende der Axe befestigt 
ist, so bewirkt dies eine Durchbiegung der Axe, die den 
Collimationsfehler mit der Zenithdistanz veründerlich macht. 
Ist das Fernrohr horizontal, so hat die Biegung der Axe kei- 


) COSCE A, 
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uen Einflufs auf den Collimationsfehler, da die Axe des Fern- 
rohrs dann nur erniedrigt wird und der Lage, die sie ohne 
eine Biegung der Axe haben würde, parallel bleibt. Ist aber 
das Fernrohr vertical, so bewirkt die Biegung der Axe, dafs 
der Winkel, welehen die Collimationsiinie des Fernrohrs nach 
der Seite des Objeetivs zu mit der Axe macht, vergröfsert 
wird, sodals sich also der Collimationsfehler in dem Falle 
durch einen Ausdruck von der Form c+ a cos z darstellen 
List, Man muís dann, um c und o zu finden, den Colima- 
tionsfehler in der horizontalen, sowie in der verticalen Lage 
des F'ernrohrs bestimmen, wozu die Methoden in No. 22 die- 
ses Abschnitts gegeben werden. 

Wenn man kein irdisches Object zur Beobachtung an- 
wenden kann, so kann man den Collimationsfehler auch durch 
einen Stern, z. D. den Polarstern, bestimmen. Stellt man 
nämlich zu einer Zeit t auf den Polarstern ein und liest das 
Azimut ab, kehrt man dann das Instrument um und bringt 
den Polarstern wieder zur Zeit € auf das Fadenkreuz, so hat 
man die beiden Gleichungen: 

e= A -+ AA+ b eotang z + e cosec z 
und 

d= A+ AA — H cotang z — c Coste 2, 
und da nun 


Ke H Kë 
Ba de 


9 dA . 6 n ` 8 
ist, wo die Aenderung des Azimuts in der Einheit der 


di 
Wk den Ai ECL : d 
Zeit für die Zeit ^; - bezeichnet, so erhält man: 
c CoSec z = Gees . cimo ue cotang z. 
2 dt 2 A 

Um endlich den Indexfehler AA zu bestimmen, stellt man 
wieder auf einen bekannten Stern, gewöhnlich den Polarstern 
eim und liest das Azimut A ab. Ist dann # der Stundenwin- 
kel des Sterns, so erhält man das wahre Azimut e durch die 


Formeln: 
sin z sin e = cos Ó sin t 
sin z cos e = — cos p sin Ô + sin p cos Ô cos t, 
und hat dann 
AA = 6 — AzFbeotaug z ccoseec z, 
wo das obere Zeichen für Kreisende links, das untere für 


Kreisende rechts gilt. 
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13. Dient das Instrument nur zum Messen von Azimutal- 
winkeln, so heifst dasselbe Theodolith. Oft ist nun aber ein 
solches Instrument noch mit einem Höhenkreise verbunden, 
sodaís man mit demselben sowohl Azimute als auch Höhen 
beobachten kann. Dann ist an dem einen Ende der Axe, 
wie schon vorher angegeben, ein innerer, die Nonien tragen- 
der Kreis festgeklemmt, und um diesen dreht sich der ge- 
theilte Kreis, welcher mit der Umdrehungsaxe fest verbunden 
ist. Hat man dann zuerst in einer Lage des Instruments auf 
ein Object eingestellt und die Nonien des Höhenkreises abge- 
lesen, so dreht man das Instrument um 180° im Azimut und 
stellt wieder auf dasselbe Object ein. Zieht man nun die 
Ablesung in der zweiten Lage von der in der ersten ab, oder 
umgekehrt, je nachdem die Richtung der Theilung ist und 
halbirt diesen Unterschied, so erhält man die Zenithdistanz 
des gemessenen Gegenstandes, oder streng genommen die Ent- 
fernung von demjenigen Punkte, in welchem die senkrechte 
Umdrehungsaxe des Instruments die Himmelskugel trifft, oder 
von dem früher mit P bezeichneten Punkte. Dies setzt aber 
voraus, dafs die Winkel ¿ uud £'; sowie der Collimationsfch- 
ler c gleich Null sind. Man kann nämlich wieder annehmen, 
dafs die Ablesung am Höhenkreise da geschieht, wo eine 
Ebene, durch die Gesichtslinie des Fernrohrs senkrecht auf 
den Kreis gelegt, hintrift. Das Fernrohr wird dann auf P 
eingestellt sein, wenn die gróísten Kreise KO und KP zu- 
sammenfallen. (Vergl. No. 10 dieses Abschnitts.) 


Von dieser Ablesung aus durchläuft das Fernrohr den 
Winkel PKO, bis die Gesichtslinie nach einem aulserhalb KP 
liegenden Punkte O gerichtet ist. Man liest also dann am 
Kreise den Winkel PKO ab, der nur dann durch die Seite PO 
gemessen wird oder gleich dem Abstande von O von P ist, 
wenn die Seiten OP und PK gleich 90° sind. In dem Falle 
aber, dafs diese Seiten 90° -+ c und 90*— i' sind, hat man 
aber, wenn man PO mit £ und den abgelesenen Winkel P KO 
mit & bezeichnet: 

cos £ = — sin e sin i' -+ cos e cos ?' cos £' 
= cos (?! -+ c) cos 4 £'? — cos (i! — e) sin 4 Ei, 


Zieht man auf beiden Seiten cos £ ab und bedenkt, dafs 
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mun wegen der Kleinheit von & — £' statt cos & — cos &' 
Lane setzen kann, so erhält man: 
E = E' + sing (e 4-7 i? cotg 4 £' — sin 4 (?' — c)? tang 4 
oder auch: 
E= + i = " cotg £' -Hise cosec£'; 

C ist daun die auf den Pol P bezogene Zenithdistanz. Wenn 
aber P nicht mit dem Zenith zusammenfüllt, so ist ZO und 
nicht PO die wahre Zeuithdistanz. In diesem Falle bleibt 
aber Alles dasselbe wie vorher, nur hat man statt der Nei- 
gung A der horizontalen Axe des Instruments gegen die Ebene 
des Azimutalkreises jetzt die Neigung desselben gegen den 
Horizont 

i' — (eos (a — u)=b 
zu nehmen und von der Ablesung am Höhenkreise noch die 
Projection von PZ auf den Höhenkreis oder den Winkel PK Z 
abzuziehen, der gleich isin (a — a) ist. Diesen Winkel bestinnt 
man immer durch em am Nonienkreise befestigtes Niveau. 
Bezeichnet man die Ablesung des Niveaus auf der Seite, aut 
welcher die Theilung des Kreises vom höchsten Punkte aus- 
gehend wächst, mit p, auf der entgegengesetzten nut # und 
den Punkt des Kreises, weleher der Mitte der Dlase ent- 
spricht, mit Z, so wird der Zenithpunkt des Kreises gleich 
Z-4-i1(p — m) in der einen und gleich Z -+ 4 (p — w) in der 
andern Lage des Kreises. Man erhält daher, wenn man die 
beiden Ablesungen mit &' und [’, bezeichnet, in der einen 
Lage für die Zenithdistanz: 

E —Z— EE 
wo e den Werth eines Niveautheils in Secunden bezeichnet, 
und in der andern: 

Z — Ei +} — ne, 
also im Mittel für die Zenithdistanz, frei von dem Febler der 
Neigung des Niveau's: e 
o Eti, apse hlo ie 
ze 2 E 2 
und zu diesem z' hat man, um die wahre Zenithdistanz zu 


erhalten, noch hinzuzulegen: 
+ sin } (b + c)? cotg 42’ — sin 4 (b — e)? tang $2 
oder: 
e? +0? 
+ 


cotg z’ -+ b c cosce d, 
2 
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Setzt man der Einfachheit wegen b — 0, da man es im- 
mer in der Gewalt hat, diesen Fehler klein zu machen, so 
hat man einfach hinzuzufügen: > 
c? 


2 
2 
Ist nun z. B. c= 10', so wird > =0".87; wenn daher al 


T 


cotg z'. 


ein kleiner Winkel ist, also das Object nahe um Zenith steht, 
so kann diese Correction sehr bedeutend werden. Es gilt 
daher die Regel, dafs wenn man Zenithdistanzen, welche weit 
kleiner als 45" sind, zu nehmen hat, man sehr sorgfältig in 
der Mitte des Gesichtsfeldes, also so nahe als móglich am 
Fadenkreuze einzustellen hat. 


14. Aus den Formeln für das Azimutal- und Hóhenin- 
strument kann man die Formeln für die übrigen Instrumente 
leicht herleiten. Das Aequatoreal unterscheidet sich von die- 
som Instrumente nur dadurch, daís statt des Horizonts eine 
andere Ebene, nämlich die des Aequators zum Grunde liegt. 
Ueberträgt man also die Grófsen, welche man vorher auf den 
Horizont bezogen hatte, in Bezug auf den Aequator, so erhält 
man unmittelbar die Formeln für das Aequatoreal. Die Grófse 
a wird dann der an dem Instrumente abgelesene Stundenwin- 
kel, i' wird die Neigung der Umdrehungsaxe, an welcher das 
Fernrohr befestigt ist, gegen die Ebene des dem Aequator 
parallelen Kreises, welcher der Stundenkreis des Instruments 
genannt wird. Ferner wird 4 die Neigung des Stundenkreises 
gegen den Aequator und 90"-[ c ist wieder der Winkel, unter 
welchem die Gesichtslinie des Fernrohrs gegen die Umdre- 
hungsaxe geneigt ist. 

Ebenso leicht erhält man nun die Formeln für diejenigen 
Instrumente, mit welchen man nur in bestimmten Coordina- 
tenebenen beobachtet. Das Mittagsfernrohr z. D. wird immor 
nur in der Ebene des Meridians gebraucht, also wird für dies 
Instrument die Gróíse a— a+ 90° nothwendig nur wenig von 
Nul verschieden sein.  Dezeichnet man die kleine Gröfse, 
um welche dieselbe von Null abweicht, durch — k, so gehen 
die in No. 10 für das Azimutalinstrument gegebenen Formeln 
über in: 

e= — k + b cotang z + c cosecg Kreis links 
e == — k — b cotang z —ccoseex Kreis rechts. 
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Dies e wird nun bewirken, dafs man das Gestim nicht 
genau in der Ebene des Meridians, sondern etwas entfernt 
davon beobachtet und zwar wird man das Gestirn, wenn e 
negativ ist, vor der Culmination beobachten. Es sei nun r 
die Zeit, welche man zur Beobaehtungszeit hinzuzulegen hat, 
um die Durchgangszeit durch den Meridian zu erhalten, so 
ist r der Stundemwinkel des Gestirns im Augenblicke der 
Beobachtung, aber östlich positiv genommen. Da nun: 


; $ sinz 
inr=—sine.— 
cos Ô 
oder 
sin z 
t= — e. T 
cos 9 


so gehen die vorigen Formeln über in: 
cos z sin z " T A 
= fc csecö Kreis links (Ost) 


(E a+ k d 
cos à cos d 
und 
GOS z sin g Ü 
rsch kb tee d Kreis rechts (West). 
eos à cos 0 


Dies sind die Formeln für das Mittagsfernrohr. Die Grölse 
b bedeutet hier die Neigung der horizontalen Umdrehungsaxe 
gegen den Horizont, und Eat das Azimut des Instruments, 
um welches dasselbe zu weit nach Osten gerichtet ist. 

Auf ganz ähnliche Weise erhält man die Formeln für 
das Passageninstrument im ersten Vertical. Es ist nämlich 
nach No. 7 des ersten Abschnitts: 

cotang A sin 4 = — cos p tang Ó + sin p cos t 
oder, wenn man das Azimut e vom ersten Verticale ab zählt, 
sodals A = 90" -+ e ist: 
tang e. sin £ = cos p tang Ô — sin p eos t. 
Ist nun © die Zeit, zu welcher der Stern wirklich im 
ersten Verticale war, so wird: 
0 = cos q tang d — sin p cos O 
oder, wenn man beide Formeln von einander abzieht: 
tang e sin == 2 sin p sin 4 (4 — O) sin 4 (t-+ ©). 

Hieraus erhält man, wenn e sehr klein, also i nahe 

gleich © ist: 
e= (t — O) sing 
oder 
6 


0O = 1 —  —. 
sin p 
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Setzt man nun hier für e den vorher gefundeneu Ausdruck: 
ess — kŒ heotang z re cosee &, 
so erhält man für das Passageninstrument im ersten Vertical 
die Formel: 
Se k ECH SENA g e "ER z 
sin " sn p sm UA 

Diese Formeln werden in der Folge noch direct abge- 

leitet werden. Hier kanı es nur darauf an, den Zusammen- 


hang zwischen den verschiedenen Instrumenten zu zeigen. 
5 


III. Das Aequatoreal. 


15. Wie das Höhen- und Azimnutalinstrument dem er- 
sten Coordinateusysteme der Höhen und Azimute entspricht, 
so hat man auch ein dem zweiten Coordinatensystene der 
Stundenwinkel und Declinationen entsprechendes. fustrument, 
das Aequatoreal, welches sich von dem ersteren nur dadurch 
unterscheidet, dafs der früher horizontal liegende Kreis jetzt 
dem Aequator parallel ist. Es sei nun P der Weltpol und 
I] der Pol des Aequator- oder Stundenkreises des Instruments, 
es sel ferner A der Bogen des gröfsten Kreises, weleher zwi- 
‘schen diesen beiden Polen enthalten ist,-und b der Stunden- 
winkel des Poles des Instruments. Endlich sei A der Winkel, 
welchen die den Declinationskreis tragende Axe (die De- 
clinationsaxe) mit dem Stundenkreise macht, und X der Punkt 
in welchem die Verlängerung dieser Axe nach der Seite des 
Kreisendes zu die scheinbare Himmelskugel trifft und D die 
Declination dieses Punktes. Man nehme dann wieder als 
Anfangspunkt der Zählung der Stundenwinkel anf dem In- 
strumente diejenige Ablesung fp, welche man macht, wenn AK 
mit P und /7 in einem Declinationskreise liegt. Ferner nehme 
man für jede andere Ablesung immer denjenigen Punkt der 
Theilung, in welchem dieselbe von dem verlängerten Bogen 
LIK getroffen wird, ein Punkt, der immer um einen constan- 
ten Winkel von dem durch die Nonien angegebenen Punkte 
verschieden ist. Der Stundenwinkel, auf dem wahren Aequator 
aber von demselben Anfugspunkte gezählt, sei T. 
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Denkt man sich nun wieder drei auf einander senkrechte 
Coordinatenaxen, von denen die eine senkrecht auf der Ebene 
des wahren Aequators steht, während die beiden anderen in 
der Ebene desselben liegen, und zwar so, dafs die Axe der y 
nach dem Punkte gerichtet ist, von dem aus die Stundenwin- 
kel gezählt werden sollen, so sind die drei Coordinaten des 
Punktes K auf diese Axen bezogen: 

z=sin D, y= cos D cos T, x = cos D sin T. 

Ferner sind die Coordinaten von K, bezogen auf drej 
rechtwinklige Coordinatenaxen, von denen die eine senkrecht 
auf dem Stundenkreise des Instruments steht, während die 
beiden anderen in der Ebene desselben liegen, und wo die 
Axe der æ mit derselben Axe des vorigen Systems zusam- 
menfällt: 

zs sind, y==cosi’cos(t— tal 2 cos! sin (4 — t). 

Da nun die Axen der z in beiden Systemen den Win- 
kel A mit emander bilden, so hat man nach den Formeln 
für die Transformation der Coordinaten die folgenden Glei- 
chungen: 

sin D = cos A sin i' — sin À cos i! cos (t — to) 
cos D sin 7'— cos?’ sin (t ta) 
cos D cos T = sin A sin i' + cos Å cos?’ eos (1— to). 

Da nun A, à' und D, wenn das Instrument nahe berich- 

tigt ist, sehr kleine Grófsen sind, so erhält man hieraus: 
D —i' — 4 cos (t —t9) 
T=ż— ie 

Das Fernrohr ist nun an der Axe, welche den Declina- 
tionskreis trägt, befestigt, und man nehme an, dals die Richtung 
der Gesichtslinie desselben nach dem Objective zu mit der 
Seite der Axe nach dem Kreisende zu den Winkel 90" -+ c 
macht, wo e wieder der Collimationsfehler genannt wird. Ist 
num das Fernrohr auf einen Punkt des Himmels gerichtet, 
dessen Declination ð und dessen Stundenwinkel von dem 
angenommenen Anfangspunkte gezählt, v, ist, so sind die 
Coordinaten dieses Punktes: 

z= sin ô, y = cos Ô cos v, und x= cosÖsinr,. 


Nun geht die 'Theilung auf dem Kreise von Süden durch 
Westen, Norden, Osten von 0" bis 360°, oder von O^ bis 24^. 
Geht also das Kreisende in der Rectascension dem Fernrohre 
voran, so zeigt dieses nach einem Punkte, dessen Stunden- 
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winkel kleiner ist als der des Punktes K. Denkt man also 
die Axe der y nach dem Punkte gedreht, wo dieselbe in einem 
Declinationskreise mit K liegt, wenn das Fernrohr auf das 
Object gerichtet ist, so werden dann die Coordinaten: 

a= sin à, y = cos Ò cos (T — v), x £22 cos d sin (T — v). 

Folgt dagegen das Kreisende dem Fernrohre in der Rect- 
ascension, so muls man für die Coordinaten nehmen: 

& — gin d y = cos Ò cos (v, — 1), z= cos Ò sin (a, — T). 

Denkt man sich nun den Punkt O, nach welchem das 
Fernrohr gerichtet ist, auf ein Axensystem bezogen, von wel- 
chem die Axe der y parallel der Declinationsaxe des Instru- 
ments, also nach K gerichtet ist und die Axe der æ mit der 
entsprechenden Axe des vorigen Systems zusammenfällt, so 
sind die drei Coordinaten des Punktes O, wenn man mit ò' 
die am Kreise abgelesene Declination bezeichnet: 

se sin d cosc, y= — sinc 
und 
z — cos Ó' cos c. 

Da nun die Axen der s in beiden Systemen den Winkel 
D mit einander bilden, so hat man nach den Formeln für 
die "Transformation der Coordinaten: 

— sin c = cos à cos (r , — T) cos D + sin 0 sin D, 
oder 
— c = cos d cos (rz, — T) + D . sin à, 
mithin, wenn man für D und T die vorher gefundenen Werthe 
Setzt: 


a= [i —À cos (t—t,)] sin Ò- eos dcos[r, — (t — teil 
Daraus folgt, dafs 
eos[rı — (Ë — Zell 
eine kleine Grölse ist. Schreibt man also 
sin [90° — c, + (2 — 197] 
Statt 
cos [Ge E u), 
so kann man den Sinus mit dem Bogen vertauschen und er- 
hält dann den wahren Stundenwinkel: 
v; = 90° + (1 — 19) — Å cos (t — to) tang à Hi tang d -4- c sec Ô, 
wenn das Kreisende dem Ferurohre folgt, und 
qc (£— 19) — 90° + 2 cos (£— 44) tang Ó — 2' tang 0 — c sec à, 
wenn das Kreisende dem Fernrohre vorangeht. 
Addirt man auf beiden Seiten dieser Gleichungen h, so 
werden die Winkel vom Meridiane ab gerechnet. Es wird 
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dann r,3-h der wahre, vom Meridiane gerechnete, Stunden- 
winkel r und es sind 
h -+t tn 90? 

und A+t— to — 90? 
die durch das Instrument in beiden Lagen gegebenen Stun- 
demwinkel. Führt man also die Ablesung der Noten ein, 
sodaís £' die Ablesung des Nonius, A? der Fehler desselben 
ist, und wo man 180" von der Angabe des Nonius abziehen 
muls, wenn diese nieht den Stundenwinkel selbst, sondern 
180? -- den Stundenwinkel giebt, so wird: 

t= t' 4- At — À sin [t + At— A] tang ô = a sec d = 1 tang Ô, 
oder auch t == -4- At— Asin (c — Ai tang ô - e scc 0 - i! tang d. 

wo das obere oder das untere Zeichen gilt, je nachdem das 
Kreisende dem Fernrohr folgt oder demselben vorangeht. 

Man erhält diese Gleichungen und die entsprechenden 
für die Declination auch durch die Betrachtung des sphäri- 
schen Dreiecks zwischen dem Pole P, dem Pole des Instru- 
ments // und dem Punkte O, auf welchen die Gesichtslinie 
des Fernrohrs gerichtet ist, sowie des Dreiecks zwischen M, O 
und dem Punkte K, in welchem die Verlingerung der De- 
elinationsaxe die Himmelskugel schneidet. 

In dein ersteren Dreiecke sind die Seiten OP, OIM und 
PII beziehlieh die wahre Poldistanz 90*— ô des in der Ge- 
sichtslinie befindlichen Punktes, die Distanz vom Pole des 
Instruments 90"— ð', und A und die den ersten beiden Seiten 
gegenüberliemenden Winkel 180?— (7 .— h) und v — h, wo 
t—h der auf den Meridian des Instruments bezogene Stun- 
denwinkel, z'— & der von demselben Anfangspunkt gezählte, 
aber auf den Pol des Instruments bezogene Stundenwinkel 
ist. Man hat daher die strengen Gleichungen: 

cos d cos Cr — A) = sin 0’ sin A- cos Ó' cos A cos (v — A) 
cos d sin (r — h) = cos Ó' sin (v! — A) 
sin d = sin d cos A — cos di sin Å cos Gel — 4), 
woraus man für den Fall, dafs 2 eine kleine Grölse ist, erhält: 
t= v! — À tang Ó' sin tel A) 
des 0 — A cos (z — h), 
tT und A aber nur unter der Bedingung die am Instrumente 
abgelesenen Grölsen sind, dafs i' und c sowie auch die In- 
dexfehler der Nonien Null sind. Zuvörderst ist wieder klar, 
dafs der am Declinationskreise abgelesene Winkel 90? — 0"—A ò 
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(wo Að der Indexfehler des Nonius ist) gleich dem Winkel 
an K im Dreiecke //K O ist. Der Winkel S/10, wo S ein 
Punkt in der Verlängerung von MP ist, ist r'—h; der Win- 
kel, den man am Instrumente abliest, ist der Winkel, un 
den sich HK bewegt von der Stellung, wo //P mit US zu- 
sammenfállt, bis zu der jetzigen Stellung. Wären die obigen 
Bedingungen erfüllt, so würde dieser Winkel gleich z'— A 
und der Winkel SIE gleich 90"—-z — À sein, wenn die 
Axe vorangeht und gleich "— À —90*, wenn die Axe folgt. 
Bezeichnet man den letzten Winkel im allgemeinen Falle mit 
90? 7" —h-- At und z' — h+A1— 90°, so ist also der Win- 
kel O I4 K gleich 90" + r" +- At—z', wenn die Axe voran- 
geht, und z'— (z"-4- At — 90"), wenn die Axe folgt, oder 
90?2-(r-— t'"== At). Da die gegenüberstehende Seite im 
Dreiecke gleich 90?-1- c ist, ferner die dem Winkel 90°— 0" —A9 
gegenüberstehende Seite //O gleich 90"—9' und // K —90*— i 
ist, so hat man: 
cos d cos (z/— v" AD = cos c cos (0" 4- À à), 


= cos d sin (z/— v" — Al) = —sin c cos i' — cos e sin ?' sin (0" + A), 
sin Ai = — sin e sin ! 4- cos c cos? sin (0+ A9), 


woraus man erhält: 
T= t" + At =Æ c see ("+ A0) =Æ tang ("+ A9), 
und ebenso wie in No. 13 dieses Abschnitts: 
+ A — sin 4 @ + c)? tang [45° + 3 (9" + A0)] 
-+ sin 3 (?/ — c)? eotang [45° -4- 4 (9" -H A )], 

oder auch = "+ A — J (7? 4- c?) tang (Ó" -H Ad) — i'c sec té -+ A), 
wodurch man dureh Einsetzen in die obigen Ausdrücke er- 
hàlt: 

t= t" At — À tang d sin (z' — A) == e sec ò = d tang Ô 

à = 0" -H A Ô -— À cos (v! — A) — 4 (? * +c?) tang d — i' c sec d, 
wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nach- 
dem die Axe vorangeht oder dem Fernrohre folgt. Bei der 
letzten Formel ist vorausgesetzt, dafs die Theilung des Krei- 
ses in demselben Sinne wie die Declination geht, im entge- 
gengesetzten Falle wird: 

à — 360? — 9", — A Ò — A cos (v —A)— 4 (7 ?-+c?) tang d i' c sec d. 

16. Es ist nun zu zeigen, wie man die Fehler des In- 
struments durch Beobachtungen bestimmen kann. Zuvórderst 
ergiebt sich aus den beiden letzten Gleichungen für ô: 

A9— 180* — (", +0), 
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woraus man sieht, dafs man den ludexfehler des Declinations- 
kreises einfaeh durch Einstellung des Instruments in beiden 
Lagen auf denselben festen Punkt erhält, wozu man einen 
Stern in der Nähe des Meridians, am besten den Polarstern, 
nehmen kann, da man annehmen kann, dals sich die schein- 
bare Declination desselben während der Zwischenzeit der 
Beobachtungen nicht ändert. 


Die Fehler ?' und e kann man durch die Beobachtung 
zweier Sterne, von denen der eine dem Pole und der andere 
dem Aequator nahe steht und von denen jeder in beiden La- 
gen des Kreises beobachtet wird, finden. Dann erhält man 
nämlich für jeden Stern die beiden Gleichungen: 

t=T + AT — Asin (v — h) tang Ô + i tang Ò+ c sec d, 
wenn der Kreis folgt, und: 
T, =T HAT — Å sin (c, —A) tang d — i tang Ò — c sec 2, 
wenn der Kreis vorangeht. Folgen nun die beiden Beobach- 
tungen schnell auf einander, sodafs r,— 7 eine kleine Gröfse 
ist, so erhält man, wenn man die Sternzeiten der beiden Beob- 
achtungen mit O und ©, bezeichnet: 
i' tang Ò + c sec Ò = Bee 
Bere 
2 
und aus dieser Gleichung wird man in Verbindung mit der 
ühnliehien Gleichung, welche die Beobachtungen des zweiten 
Sterns geben, A und c bestimmen können, 


==> 


Kennt man so die Fehler ¿' und e, sowie den Fehler 
der Nonien Að, so erhält man die Fehler der Aufstellung 
des Instruments A und k, sowie die Fehler der Nonien At 
durch die Beobachtung zweier bekannten Sterne. Man hat 
nämlich, wenn man die Ablesungen schon wegen der Fehler 
i' und c und des Fehlers der Nonien A9 verbessert annimmt: 

t=T + At — å sin (r — h) tang d 
à — d — A cos (r — N, 
und ebenso für einen zweiten Stern: 
Ti =r, H At — Ásin (c, — A) tang 9, 
ð, = 0, — Å cos (v, — A). 


Daraus erhält man leicht: 


480 


À sin Fre 
ei 2 5r E zf 
< SIN Da 
e | M o» $3... ji 
À cos E 2 een, 


2cos - 2 

woraus man 2 und k findet. 

Die Fehler der Nonien des Stundenkreises findet man 
dann aus einer der Gleichungen für r oder r, 

Da nun die am Instrumente abgelesenen Grófsen gl, 7 ,, 
Ai und Ai, alle mit der Refraction behaftet sind, so mufs man 
auch für r, r,, d und ð, die scheinbaren, durch die Refraction 
geänderten Stundenwmkel und Declinationen anwenden. Hat 
man aber nicht sehr nahe am Horizonte beobachtet, so kann 
man für die Refraction den einfachen Ausdruck setzen: 

dh = a cotang À, 

und erhält dann die entsprechenden Aenderungen des Stun- 


denwinkels und der Declination durch die Formeln: 
S , 8i 
dt--——acotangA. —-. 
C 
dô = + a cotang h . cos p, 
wo p der parallactische Winkel ist, welcher durch die For- 


meln gefunden wird (I No. 8): 


cos p cos t = n sin N 
sin p = n cos N 


cos g sin Z 
tang p = Wer GN 


oder: 
cos h sin p = cos g sin ? 
cos À cos p = n cos (N -+ ô). 
Die Höhe A findet man dann durch die Gleichung: 
sin A = n sin (N -+ à). 

Substituirt man diese Wertbe in die Ausdrücke für dt 
und dð, so erhält man auch: 
E 
n cos d sin (N -+ ô) 

dà = + a cotang (N -+- ô). 

Da nun sinp immer das Zeichen von sint hat, so wird 
der Stundenwiukel der Sterne durch die Refraction immer 
vermindert ım ersten und zweiten Quadranten, dagegen ver- 
grölsert oder der absolute Werth ebenfalls vermindert im drit- 
ten und vierten Quadranten. 
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Ist ZZ, so ist sind oos immer kleiner als cosö sin 
also ist dann cosp immer positiv. Dann wird also die De- 
elination durch die Refraction stets vergrüfsert. Ist dagegen 
dm, so ist cosp im zweiten und dritten Quadranten von 
t immer positiv, dort wird also die Declination durch die Re- 
fraction immer vergrófsert. Im ersten und vierten Quadran- 
ten wird die Declination aber auch verkleinert und zwar ist 
dies der Fall für alle Stundenwinkel, welche kleiner sind 
als der der grölsten Digression, oder für welche 

cos icm EE. 

Hat man nun die Fehler A und A durch die Beobachtun- 
gen bestimmt und will dieselben wegschaffen, so kann man 
dies einfach durch die Verstellung der Rotationsaxe des In- 
struments in horizontaler und verticaler Richtung bewerkstel- 
ligen. Ist nämlich y der Bogen eines grófsten Kreises, wel- 
cher vom Pole des Instruments senkrecht auf den Meridian 
gefällt ist und x die Entfernung der Projection auf den Me- 
ridiaa vom Weltpole, so ist: 

tang x = tang À cos À 
und 
sin y = sin Å sin h. 

Man braucht also nur das eine Ende der Rotationsaxe 
durch die zu diesem Zwecke angebrachten Stellschrauben in 
horizontaler Richtung um y und in verticaler Richtung um æ 
zu ündern. 

Die oben gegebenen Formeln für die Bestimmung von A 
und Ah setzen voraus, dafs das Instrument schon so nahe be- 
richtigt ist, dafs A eine kleine Grölse ist. Man erlangt dies 
aber leicht, wenn man das Instrument auf die Declination 
eines culminirenden Sterns stellt (wozu man also die Kennt- 
nils von AÒ nöthig hat) und dann den Stern durch diejenigen 
der Fuísschrauben, die eine Drehung des Instruments in der 
Ebene des Meridians bewirken (oder bei der Aufstellung des 
Instruments auf einen Stein, durch die verticalen Corrections- 
schrauben der Platte, auf welcher die Stundenaxe ruht), in 
die Mitte des Gesichtsfeldes bringt; dann aber dasselbe bei 
einem 6 Stunden vom Meridiane entfernten Stern wiederholt, 
indem man jetzt das Instrument um die in der Richtung des 

31 
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Meridians liegende horizontale Limie mittelst der Fulsschrau- 
ben dreht oder den Stern durch die horizontalen Corrections- 
schrauben der Platte in die Mitte des Gesichtsfeldes bringt. 

In dem Vorigen ist auf die Einwirkung der Schwere 
auf die einzelnen Theile des Instruments keine Rücksicht we- 
nommen, die eine Biegung des Fernrohrs sowohl als auch 
der Declinations- und Stundenaxe hervorbringen kann. Die 
Biegung der Stundenaxe braucht man nicht zu berücksichti- 
gen, wenn der Schwerpunkt aller Theile des Instruments, die 
sich um die Axe drehen, in derselben liegt, wie dies sehr 
nahe wenigstens immer der Fall sein muls, wenn das Instru- 
ment in allen Lagen im Gleichgewichte sein soll. Der Pol 
des Instruments wird durch eine solche Biegung mur einen 
anderen Ort am Himmel einnehmen, als er ohne dieselbe ha- 
ben würde, aber diese Lage wird unverändert dieselbe blei- 
ben in jeder Stellung des Instruments. Die Biegung des 
Fernrohrs, deren Ausdruck man einfach gleich y sins nehmen 
kann, kann durch die in No. 8 gegebene Methode bestimmt 
werden und da dieselbe immer in gleicher oder entgegenge- 
setzter Richtung wie die Refraction wirkt, so kann dieselbe 
am emfachsten mit derselben in Rechnung gezogen werden, 
indem man in den vorher für die Refraction gegebenen For- 
meln etangz-1-7sinz statt «tang s anwendet. Es bleibt 
also nur noch die Biegung der Declinationsaxe zu berück- 
sichtigen. Diese bewirkt, daís der Winkel 4 mit der Zenith- 
distanz des Punktes K veränderlich ist. Aendert nun die 
Schwere die Zenithdistanz des Punktes K um £ sin z, so wird 
die Declination D von K um f sims cosp geändert und der 
Stundenwinkel T von K um — 2 —À ? oder, da in diesem 
Falle D sehr nahe Null ist, so wird die Aenderung der Decli- 
nation f sinq und die des Stundenwinkels 8 cos q sin T. 
Da aber: 

T-—909- 2", wenn das Kreisende vorangeht 
und  —2"— 90°, wenn das Kreisende folgt, 
so hat man also statt dieses Stuudenwinkels zu nehmen: 
90? + z” — £ cos p cos zl 
oder 7" — 90? -4- 8 cos p cos c", 

und man hat daher in den früher gefundenen Formeln 
T'-x f cos q cos 1" statt t” und ebenso i' -+ f sin g statt d zu 
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Setzen, da jetzt MK = 90 — i' — Game wird, sodaís man 
erhält: 
mr" + AL— Åtg sin (r—h) csee d= i te= 6 tg O[sing-4- cospeotgcosr] 
oder A! ist m diesem Falle nicht constant, sondern gleich 
"+ 8 [siu p -t eos p cotang Ò cos zl 
Die Beobachtung eines Sterns in beiden Lagen des In- 
struments giebt dann eine Gleichung von der Form: 
gel —(9,—r,) 
Zi, 
sodafs man durch die Beobachtung von wenigstens 3 Sternen 
in verschiedenen Punkten der Himmelskugel und in beiden 
Lagen des Instruments die drei Fehler c, A und Ø bestim- 
men kann. 


v sec A i tang ð + A tang 9 [sin g -+ cos p cotgó cos r| = 


17. Ist das Aequatoreal fest gebaut, sodafs man sich 
auf die Unveränderlichkeit der Aufstellung wenigstens wäh- 
rend kurzer Zeiträume verlassen kann und sind die Kreise 
fein getheilt und mit Ablesungsmikroskopen versehen, so kann 
man sich eines solchen Instruments mit Vortheil zur Bestim- 
mung von Rectascensions- und Declinationsunterschieden be- 
dienen, also dasselbe zur Bestimmung der Oerter der Plane- 
ten und Cometen anwenden. Dazu mufs das Fernrohr mit 
einem Fadenkreuze versehen sein, das aus zwei nahen, der 
Bewegung der Sterne parallelen Fäden und einem darauf senk- 
rechten Faden besteht. Man bringt dann das zu bestimmende 
Object durch die Declinationsbewegung des Fernrohrs zwi- 
schen die parallelen Fäden und beobachtet die Durchgangs- 
zeit durch den verticalen Faden oder, wenn mehrere senkrechte 
Fäden vorhanden sind, durch alle Fäden, indem man die Zei- 
ten, wie m No. 20 gezeigt wird, auf den Mittelfaden reducirt, 
und liest dann die beiden Kreise des Instruments ab. Die- 
selbe Beobachtung macht man auch für einen bekannten Stern. 
Verbessert man dann die Ablesungen der Kreise wegen der 
Fehler des Instruments und bringt an dieselben die Refrac- 
tion m Declination und im Stundenwinkel an, so erhält man 
die Rectascensions- und Declinationsunterschiede des unbe- 
kannten Objects und des Sterns und indem man diese zum 
scheinbaren Ort des Sterus hinzufügt, den scheinbaren Ort 
des unbekaunten Objeets. Diese Methode hat den Vortheil, 
dafs man nic wegen eines Vergleichsterns in Verlegenheit ist 
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und immer solche Sterne auswählen kann, deren Ort gut be- 
stimmt ist. Häufig wird man sogar unter den in den Epho- 
meriden gegebenen Hauptsternen (Staudard stars) einen oder 
mehrere finden, die man als Vergleichssterne auwenden kann, 
sodals mau dann selbst der Berechnung der scheinbaren Oer- 
ter der Vergleichssterne überhoben ist, indem man diese un- 
mittelbar aus den Ephemeriden entuimmt. Die Vergleichs- 
sterne müssen aber doch nicht zu weit ab genommen werden, 
damit nicht Irrtbümer in der Bestimmung der Fehler des In- 
struments zu viel'Einflufs auf das Resultat haben. Ist der 
Stern aber nur einigermalsen nahe, so werden solche Fehler 
wenig Einflufs haben, da hier nur der Unterschied des Ein- 
flusses auf die beiden Beobachtungen in Betracht kommt. 

Gewöhnlich ist das Aquatorcal aber nicht vollkommen 
genug, um dasselbe unmittelbar zur Bestimmung der Rect- 
ascensions- und Declinationsunterschiede zu gebrauchen, viel- 
mehr werden die eigentlichen Beobachtungen an dem Mikro- 
meterapparate des Fernrohrs gemacht und die parallactische 
Aufstellung dient nur zur Erleichterung der mikrometrischen 
Beobachtungen. Diese Mikrometer, deren Theorie später ge- 
geben wird, gebraucht man unter Anderem zur Bestimmung 
der Distanzen und Positionswinkel d. h. der Winkel, welche die 
Verbindungslinie beider Objecte mit dem durch das eiue oder 
durch die Mitte der Verbindungslinie gehenden Declinations- 
kreise macht. Dieser Winkel wird au einem besonderen 
Kreise, dem Positionskreise, dessen Mittelpunkt im der Axe 
des Fernrohrs liegt, abgelesen. Ist das Aequatoreal vollkom- 
men berichtigt, so entspricht derselbe Punkt des Positions- 
kreises der Richtung des Declinatiouskreises desjenigen Punk- 
tes, auf welchen das Fernrohr gerichtet ist, iu allen Lagen 
des Instruments. Ist aber die Aufstellung fehlerhaft, so än- 
dert sich dieser Punkt und die am Positionskreise abgelese- 
nen Winkel müssen daun um den Winkel verbessert werden, 
den der gróíste Kreis von dem Objecte nach dem Pole des 
Instruments mit dem Declinationskreise macht. Nennt man 
diesen Winkel 7, so hat man m dem Dreiecke zwischen dem 
Object, dem Pole und dem Pole des Instruments: 

cos Ò sin æ = sin Å sin (t — A) _ 
oder zr = å sin (v' — A) sec d. 
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sodafs man also aus dem am Kreise abgelesenen Positions- 
winkel P', wenn man denselben in der gewöhnlichen Weise 
von Norden durch Osten herum zählt, den wahren Positions- 
winkel P durch die Gleichung erhält: 

P= P' + AP Asin (z' — A) sec à, 
wo AP der Indexfchler des Positionskreises ist. 


Vergl. über das Acquatoreal: Hansen, die Theorie des Aeqnuatoreals, 
Leipzig 1855 und Bessel, Theorie eines mit einem Heliomeier versehenen 
Acquatorcals im ersten Bande seiner astronomischen Untersuchungen. 


IV. Das Mittagsfernrohr und der Meridiankreis. 


18. Das Mittagsfernrohr ist ein Azimutalinstrument, wel- 
ches in der Ebene des Meridians aufgestellt ist. Die hori- 
zontale Drehungsaxe des Instruments ist daher jetzt vou Ost 
nach West gerichtet, damit das darauf senkrechte Fernrohr 
sich in der Ebene des Meridiaus bewegt. 

Ruht diese Axe wieder auf zwei Stützen, welche auf 
einem Azimutalkreise befestigt sind, so hat man die Einrich- 
tung eines tragbaren Passageninstruments. Bei den fest auf- 
gestellten, grófseren Instrumenten fällt dagegen dieser Azimu- 
talkreis fort, und die Zapfenlager der Drehungsaxe sind an 
zwei steinernen und von dem Beobachter isolirt aufgestellten 
Pfeilern befestigt. Das eine Zapfenlager ruht dann auf Schrau- 
ben, vermittelst welcher man dasselbe höher oder niedriger 
stellen kann, um die Horizontalität der Drehungsaxe zu be- 
richtigen, das andre Zapfenlager lü(st sich dagegen durch 
Schrauben parallel mit der Ebene des Meridians verschieben, 
sodaís man hierdurch das Instrument so genau als möglich 
in den Meridian bringen kann. 

Das eine Ende der Axe trägt einen Kreis, welcher bei 
emem blos zur Beobachtung der Meridiandurchgänge be- 
stimmten Instrumente (Mittagsfernrohre oder Passageninstru- 
mente) zum Auffinden der Sterne dient. Ist der Kreis so 
genau getheilt, dafs man damit auch die Meridianhöhen der 
Sterne beobachten kann, so heifst das Instrument ein Meri- 
diankreis. Die neueren Instrumente haben der Symmetrie 
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wegen einen Kreis auf beiden Seiten der Axe. Mitunter la- 
ben diese beiden Kreise eine feine Theilung, gewöhnlich ist 
aber nur einer derselben fein getheilt und der andere nur 
wit einer rohen Theilung zur Einstellung des Instruments 
versehen. In der Folge soll der Höhenkreis des Instruments 
zuerst aufser Acht gelassen und dasselbe als blofses Passa- 
geninstrument betrachtet werden. 

Die Umdrehungsaxe treffe die scheinbare Himmelskugel 
nach der Seite des Kreisendes zu, welches auf der Westseite 
angenommen wird, in einem Punkte, dessen Höhe über dem 
Horizonte b und dessen Azimut 90°— k, wo die Azimute wie 
gewöhnlich von Süden durch Westen herum von 0° bis 360° 
gezählt werden. Dann sind die drei rechtwinklisen Coordi- 
naten dieses Punktes in Bezug auf em Axensystem, dessen 
Axe der z senkrecht auf der Ebene des Horizonts ist, während 
die Axen der ~ und y in der Ebene desselben liegen und 
zwar so, dals die positive Seite der Axen der æ und y re- 
spective nach dem Süd- und dem Westpunkte gerichtet ist: 

z — sin b 
y = cos b cos k 
z= cos b sin k. 

Nennt man dann die Declination dieses Punktes n, den 
Stundenwinkel dagegen 90°— m, so sind die Coordinaten des- 
selben, bezogen auf ein Axensystem, dessen Axe der s senk- 
recht auf der Ebene des Aequators ist, während die Axe der y 
mit derselben Axe des vorigeu Systems zusammenfällt: 

z= snn 
4 = cos n cos m 
x == COS n SID n. 
Da nun die Axen der z in beiden Systemen den Win- 
kel 90°— e mit einander bilden, so hat man die Gleichungen: 
sin n = sin b sin p — cos b sin k cos o 
cos n sin m == sin b cos p -+ cos b sin k sin p 
cos n. cos m — cos b cos k. 

Diese Gleichungen ergeben sich auch aus der Detrach- 
tung des Dreiecks zwischen dem Pole, dem Zenith und dem 
Punkte Q. in welchem der óstliche Theil der Umdrehungs- 
axe verlängert die Himmelskugel trifft. In diesem Dreieck 
ist nämlich Z P= 90° — 4, Z 0 = 90*--- b, PQ—90?--a 
und Winkel P Z Q = 90°— k, ZPQ = 90° + m. 


487 


Ist das Instrument nahe berichtigt, sind also 5 und k 
und ebenso m und a kleine Gwölsen, deren Sinus man mit 
den Bogen vertauschen und deren Cosinus man gleich Eins 
setzen kann, so erhält man hieraus die Näherungsformeln: 

sz bh sinp kenge ec y 
m = b cos p + k sin p, v. ! 
oder auch die umgekehrten Formeln: 
== n sin y + n cos p 
k = — n cos p +n sing. 

Nimmt man nun an, dafs die Gesichtslinie des Fernrohrs 
mit der Seite der Umdrehungsaxe nach dem Kreisende zu 
den Winkel 90°- c bildet, und dafs dasselbe auf ein Object 
gerichtet ist, dessen Declination à und dessen Rectascension 
um r grölser als die des culminirenden Punktes des Aequators 
ist, sodals für obere Culminationen r der östliche Stunden- 
winkel des Sterns ist, oder die Zeit, welche der Stern braucht, 
unı vom beobachteten Orte zum Meridiane zu gelangen, so 
sind die Coordinaten des Sterns in Bezug auf die Ebene des 
Aequators, wenn die Axe der x im Meridiane angenom- 
men wird: 

zeen sin d, y= — cos Ô sin T 
und 
x — cos Ó cos v, 
oder, wenn man die Axe der x in der Ebene des Aequators 
senkrecht auf der Umdrehungsaxe des Instruments annimmt: 
2=sind, y= — cos Ò sin (r — m) 
und 
x = cos d cos (t — m). 

Daun ist r— m die Zeit, welche der Stern braucht, um 
von dem beobachteten Orte in den Meridian des Instruments 
zu gelangen, d. h. in die Ebene, welche senkrecht auf der 
Umdrehungsaxe steht. 

Denkt man sich nun ein zweites Coordinatensystem, und 
zwar die Axe der v» mit der vorigen zusammenfallend, die 
Axe der y dagegen nicht mehr in der Ebene des Aequators, 
sondern parallel der Umdrehungsaxe des Instruments, so 
wird : 

y = — sin e; 


und da die Axen der s in beiden Systemen den Winkel n 


488 


mit einander bilden, so hat man nach den Formeln für die 
Transformation der Coordinaten: 
sin c == — sin n sin d -+ cos n cos ô sin (r — m). 

Für untere Culminationen fällt zwar r — m auf dieselbe 
Seite des Meridians des Instruments, da aber dann dev Stern 
eher in den Meridian des Instruments kommt als an den Ort, 
an welchem derselbe beobachtet wird, so ist r—m negativ zu 
nehmen, sodaís man dann für die Coordinaten des Punktes, 
auf welchen das Fernrohr gerichtet ist, erhält: 

2=sind, y = + cos ò sin (t —m), 
mithin: 
sin c = — sin n sin ô — cos n cos d sin (T— m). 

Für untere Culminationen hat man also nur das Zeichen 
des zweiten Gliedes in der Formel für c zu verändern; man 
kann daher auch als allgemeine Formel 

Sin e== — sin n sin d cos n eos Ò sin (v — m) 
nehmen und hat dann nur für untere Culminationen 180* — ô 
statt zu nehmen. Diese Formeln ergeben sich auch aus dem 
Dreiecke zwischen P, Q und dem Sterne O, in welchem die 
Seiten PO = 90°— à, PỌ —90?-- n, OP — 90" — c sind 
und der Winkel O P Q = 90°- m — rt für obere Culminationen 
und gleich 909° — m-+ r für untere Culminationen ist. 

Aus der obigen Gleichung folgt nun: 

cos n sin (t — m) = sin n tang Ò -+ sin c sec Ö, 
und, wenn man hierzu die identische Gleichung addirt: 
COS n SIN m — Cos n sin m, 
so erhält man: 

2cosnsind «cos [5 c — m] = cos n sin m -+ sin n tang d + sine sec d (a) 

Nimmt man nun an, dafs n, m und z kleine Grófsen sind, 
dafs also das Instrument in seinen Theilen nahe berichtigt 
ist, so erhält man die Näherungsformel: 

z = m + n tang ò -H c sec dr, 

Dies ist die von Bessel vorgeschlagene Formel zur Be- 
rechnung der Beobachtungen am Passageninstrumente. 

Kennt man nun r und ist T die Uhrzeit der Beobach- 
tung des Sterns, so ist die Uhrzeit, zu welcher der Stern im 
Meridiane war T’-+r. Ist dann At der Stand der Uhr gegen 
Sternzeit, so ist T--z - At die Sternzeit, zu welcher der Stern 


*) Wie man auch unmittelbar aus der Gleichung für cosnsin (v — m) findet. 
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im Meridiane war oder die Reetascension des Sterns. Nennt 
man diese œ, so ist also: 
a= T+ At + m-n tang ô + c sec d. 

Kennt man also At, so kann man die Rectascension « 
des Sterns bestimmen und umgekehrt findet man, wenn man 
die Rectascension des Sterns kennt, durch die Beobachtung 
desselben am Passageninstrumente den Stand der Uhr. 

Man kann nun auch r durch b und k ausdrücken, indem 
man die früher gefundenen Relationen: 

cos n sin m = sin b cos p -+ cos b sin g sin k 
sinn = sin b sin y — cos b cos q sin k 
in die Gleichung (e) substituirt. Man erhält dann: 
cos (p — à) 


2 siu 4 v cos n cos [45 t — m] = sin b = 
cos d 


sin (p — à) 
cos o 
und hieraus die Näherungsformel: 
KE SE pi) +k g =i) -t- c sec 0. 
^ cos d cos à 
Diese Formel heifst die Mayersehe, weil sich Tobias 
Mayer derselben zur Reduction seiner Meridianbeobachtungen 
bediente. Es ist dieselbe Formel, welche vorher aus den 
Formeln für das Azimutalinstrument hergeleitet wurde. 
Hansen hat noch eine dritte Form der Gleichung für t 
vorgeschlagen, welche für die Rechnung eigentlich am be- 
quemsten ist. Addirt man nämlich die beiden Gleichungen: 


sin g? 
sinn tang p == sin b —— — cos b sin k sin p 
cos p 


-+ eos b sin k 


-+ c sec à, 


und 
cos n sin m = sin b cos p -+ cos b sin k sin p, 
so findet man: 


cos n sin m = sin b scc  — sinn tang p 
und, wenn man diesen Werth von eos» sinm in die Glei- 
chung (a) substituirt, so erhält man die Näherungsformel: 
4 = b sec p -+ n [tang Ó — tang p] + c sec à. 

Die gegebenen Formeln gelten alle, wenn das Kreisende 
nach Westen zu liegt. Für den Fall, dafs das Kreisende 
nach Osten gerichtet ist, wird die Höhe des westlichen En- 
des der Umdrehungsaxe gleich — b und der Winkel, welchen 
die Gesichtslinie mit dem nach Westen gerichteten Ende der 
Axe macht 90°— c, während k dasselbe bleibt. Man hat also 
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für diesen Fall nur die Zeichen von b und c zu ändern und 
es ist nach der Mayerschen Formel 
für obere Culminationen: 
cos (p — 9) sin (gy — à) 


Kreis-Ende West « = T- At -- b a rk + csec ô 
cos d cos à 
E) sin (p — à 
Eeer ge, alg. Së 
cos à cos d 


Für untere Culminationen hat man nur 180*— ô statt ð 
zu setzen, sodafs man erhält: 


Kreis-Ende West e- 42h e PH A t EN 


S ; os d 
oce (pri ) — c sec d 
cos d 
AE EE EE ro 
os d 
-+ ic sin(p +ò) --csec à. 
cos d 


Hat man viele Sterne auf einmal zu berechnen, so ist 
die Mayersche Form nicht die bequemste, sondern man wen- 
det dann mit mehr Vortheil die beiden anderen Formeln an. 
Wählt man dann die Besselsche Form, so hat man 

n tang Ó -+ e sec à 
an jede Beobachtung anzubringen und erhält dann den Uhr- 
stand gleich: 

a — Tm. 
Dei der Hansenschen Formel hat man 
n [tang Ò — tang ol + c sec à 

anzubringen und erhält dann den Uhrstand gleich: 

a — T — b sec g. 


19. Die Näherungsformeln kann man nun auch direct 
ableiten. Ist das Kreisende im Westen und um b über dem 
Horizonte, so wird das Fernrohr sich nicht im Meridiane bo- 
wegen, sondern den grófsten Kreis 4 Z' B Fig. 14 pag. 465 be- 
schreiben. Hat man dann den Stern O nlii so muls 
man zu der Zeit der Beobachtung noch den Stundenwinkel 

t=0P0' 
addiren. Es ist aber: 
— 5n 00' 
end 
und 
tang O O' = tang b cos O' Z = tang b cos (p — 9), 
also auch: NEC epe 
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Fig. 17. Steht ferner das Instrument in dem Azimute k, 
7 so wird sich das Fernrohr in dem Verticalkreise ZA 
Fig. 17 bewegen. Man hat aber wieder, wenn O 
der beobachtete Stern ist: 


PI sin QO' 
zd We sin O.P O0! — sin « = = 
A cos d 
V und 
' tang OO = tang k sin O'Z, 
i mithin: 


OÀ, 
cos d 

Macht endlich die Gesichtslinie des Fernrohrs 

mit der Seite der Axe nach dem Kreisende zu 

S——4 den Winkel 90°-4-c, so wird sich dieselbe in einem 

kleinen Kreise parallel mit der Ebene des Meri- 

dians bewegen, sodals man dann zur beobachteten Zeit den 
Stundenwinkel; 


hinzuzulegen hat. (s. Fig. 15 pag. 465.) 
Für die untere Culmmation findet man die Formeln leicht 
auf dieselbe Weise. 


20. Die Gesichtslinie des Fernrohrs des Passageninstru- 
ments ist wie immer durch die Richtung vom Mittelpunkte 
des Objeetivs nach der Mitte des Fadenkreuzes bestimmt. 
Der senkrechte Faden stellt dann den Meridian dar, und an 
ibm werden die Durchgänge der Sterne beobachtet. Um 
nun aber den Beobachtungen eine grófsere Sicherheit zu ge- 
ben, beobachtet man die Antritte der Sterne nicht allein an 
diesem Mittelfaden, sondern man hat zu jeder Seite desselben 
noch eine Anzahl mit demselben paralleler Fäden, an denen 
man ebenfalls die Durchgänge nimmt. Damit man nun die 
Durchgänge immer an denselben Stellen der Fäden beobachtet, 
ist noch ein horizontaler, also gegen die vorigen seukrechter 
Faden eingezogen, in dessen Nähe man die Durchgänge 
nimmt. Diesen Faden stellt man dadurch genau horizontal, 
dafs man einen dem Acquator nahen Stern an demselben 
entlang durch das Feld gehen läfst und das Fadenkreuz mit- 
telst zweier zu dem Zwecke angebrachten Schrauben so lange 
um die Axe des Fernrohrs bewegt, bis der Stern den Faden 


492 


bei seinem. Durehgange dureh das Feld nicht mehr verläfst. 
Stehen nun die Fäden zu beiden Seiten des Mittelfadens im- 
mer gleich viel von demselben ab, so wird das arithmetisehe 
Mittel aus den Beobachtungen an allen Fäden die Zeit des 
Durchgangs durch den Mittelfaden sein. Gewöhnlich sind 
aber die Distanzen der Fäden etwas ungleich: überdies hat 
es ein Interesse aus jedem einzelnen Faden die Zeit des 
Durchgangs durch den Mittelfaden zu erhalten, indem man 
in der grófseren oder geringeren Uebereinstimmung dieser 
Zeiten eine Prüfung der Güte der Beobachtungen hat. Man 
mufs daher auch die an den einzelnen Seitenfüden beobach- 
teten Durchgangszeiten auf den Mittelfaden rednciren können, 
und dazu also die Distanzen der Fäden vom Mittelfaden ken- 
nen. Diese Distanz f emes Fadens vom Mittelfaden ist aber 
der Winkel am Mittelpunkte des Objectivs, welcher von der 
Richtung nach dem Mittelfaden und von der nach dem Sei- 
tenfaden gebildet wird. Nun war: 
sin Le — m) cos n == sin n tang Ô + sin v sec N). 

Hat man nun an einem Seitenfaden beobachtet, so ist 
jetzt der Winkel, welchen die Richtung von der Mitte des 
Objectivs nach diesem Seitenfaden mit der Axe naeh dem 
Kreisende zu macht, gleich: 

90? +c+f*) 
wo f positiv oder negativ ist, je nachdem der Stern früher 
oder später an den Seitenfaden kommt als an den Mittelfaden. 
Ist dann z' der östliche Stundenwinkel des Sterns zur Zeit 
seines Durchgangs durch den Seitenfaden, so hat man: 
sin (v! —ın) cos n = sin n tang d + sin (c + f^) sec à, 
und, wenn man von dieser Formel die erstere abzieht: 
2 sin À (v — T’) cos [1 (r-H r) — m] cos n = 2 sin 4 fcos [e + +f] sec ô. 

Ist das: Instrument nahe berichtigt, sodsfs c, n und m 
kleine Gréfísen sind, so erhält man hieraus die folgende Nä- 
herungsformel, wenn man die Zeit r— r', welche man zur 
Beobachtungszeit an eimem Seitenfaden binzuzulegen hat, um 
die Durchgangszeit durch den Mittelfaden zu erhalten, mit 4 


bezeichnet: 
sin ¿= sin f see d. 


*) Siehe Fig. 16 pag. 468, wo O den Mittelpunkt des Objeetivs, Af den 
Ort des Mittelfadens und F den des Soeitenfadens bezeichnet. 
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Für Sterne in der Nähe des Pols, für welche see à el- 
nen sehr grofsen Werth hat, muls man sich dieser Formel 
bedienen; für Sterne, welche weiter vom Pole entfernt sind, 
reicht es dagegen hin, einfach 

¿= f sec ò 
zu nehmen. 

Will man die Zeiten des Durchgangs durch den Mittel- 
faden nieht aus den einzelnen Seitenfüden haben, so kann 
man auch einfach so verfahren. Sind f', f", [", ete. die Di- 
stanzen der auf der Seite des Kvreisendes stehenden Fäden, 
F's o, q", etc. dagegen die Distanzen der auf der andern 
Seite des Mittelfadens stehenden Fäden, so berechne man 
em- für allemal: 

PERF EI S ogg gs 


n 


HÉI 


wo n die Anzahl aller Fäden ist. Dann hat man zu dem 
anthmetisehen Mittel aus den Beobachtungszeiten an allen 
Fäden die Grófse 
= a sec à 
hinzuzulegen, wo das obere Zeichen für Kreisende West, das 
untere für Kreisende Ost gilt. Für untere Culminationen hat 
man die Zeiehen umgekehrt zu nehmen. 
Die Gleichung 
sin ¿= sin f sec ô 
dient auch dazu, die Fädendistanzen selbst zu bestimmen, 
indem man die Durchgäuge eines dem Pole nahen Sterns 
durch die Fäden beobachtet uud dann 
J= sin t cos d / 
berechnet, wo £ der Unterschied der Durchgangszeiten durch 
den Seitenfaden und Mittelfaden, in Bogen verwandelt, ist. 
Auf diese Weise erhält man die Werthe der Fädendistanzen 
sehr genau. Für den Polarstern z. B. ist 
cos Ò = 0. 02609, 
also bringt ein Fehler von einer Zeitsecunde in dem Unter- 
schiede der Durchgangszeiten erst einen Fehler von etwa 
05.03 Zeit in der Fädendistanz hervor. 
Gauls hat eine andre Methode, die Abstände der Fäden 
in Fernróhren zu bestimmen, vorgeschlagen. 
Da nämlich Strahlen, welche parallel auf das Objectiv 
eines Fernrohres fallen, in dem Brennpunkte desselben ver- 
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einigt werden, so treten nach dem Reciprocitätsgesetze des 
Lichts Strahlen, welche von einem im Brennpunkte des Ob- 
jectivs befindlichen leuchtenden Punkte kommen, parallel aus 
dem Objeetive aus. Gehen die Strahlen von verschiedenen 
Punkten aus, welche alle dem Brennpunkte nahe liegen, so 
sind dieselben nach ihrem Durchgange dureh das Objectiv 
gegen einander so geneigt, wie die von jenen Punkten nach 
dem Mittelpunkte des Objeetivs gezogenen geraden Linien. 
Stellt man nun vor dem Objectiv des l'ernrohrs ein zweites 
auf, durch welches man Gegenstände, die unendlich weit ent- 
fernt sind, deren Strahlen also das Objectiv parallel treffen, 
deutlich sieht, so wird man dureh dies zweite Fernrohr einen 
im Brennpunkte des ersteren befindlichen leuchtenden Punkt 
deutlich sehen. Ist daher im Brennpunkte des ersteren Feru- 
rohrs ein System von Fäden, wie im Mittagsfernrolue, ange- 
bracht, so sieht man dasselbe durch das zweite Fernrohr 
deutlich, wenn die Fäden nur gehörig beleuchtet sind. Dies 
kann man aber immer einfach dadureh bewirken, dafs man 
das Ocular des ersteren Fernrohrs gegen den Himmel oder 
irgend einen hellen Gegenstand richtet. Ist dann das zweite 
Fernrohr mit einem Winkelinstrumente verbunden, durch wel- 
ches man horizontale Winkel messen kann, so kann man da- 
mit die scheinbare Gröfse des Abstandes der Fäden ebenso 
wie andre Winkel messen. 

Um das Fadenkreuz genau in deu Brennpunkt des Obh- 
jectivs zu bringen, ändert man zuerst die Stellung des Ocu- 
lars gegen das Fadenkreuz so lange, bis man dasselbe voll- 
kommen scharf sieht. Dann ist das Fadenkreuz in dem Brenn- 
punkte des Oculars. Darauf stellt man das Fernrohr auf 
einen Stern ein und ändert die Stellung des ganzen das 
Fadenkreuz und das Ocular enthaltenden Theils des Instru- 
ments so lange gegen das Objectiv, bis man den Gegenstand 
deutlich sieht. Ist dies der Fall, so ist das Fadenkreuz im 
Brennpunkte. Um sich vollkommen davon zu überzeugen, 
stellt man emen Faden auf ein sehr entferntes irdisches Ob- 
ject ein und bewegt das Auge vor der Ocularóffnung nach 
rechts oder links. Dann darf das Bild des Objects das Fa- 
denkreuz nicht verlassen. Ist dies aber nicht der Fall, so 
ist es ein Zeichen, dafs das Fadenkreuz nicht genau im 
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Brennpunkte steht, und zwar steht dasselbe zu weit vom Ob- 
jectiv, weun bei der Bewegung des Auges das Auge und 
das Bild des Gegenstandes sich nach derselben Seite vom 
Fadenkreuze entfernen. Gehen aber das Auge und das Bild 
nach verschiedenen Seiten, so ist das Fadenkreuz dem Ob- 
jective zu nahe *). 

Den 20sten Juni 1850 wurde der Polarstern bei seiner 
untern Culmination an dem Passageninstrumente der Bilker 
Sternwarte beobachtet, und es wurden die folgenden Durch- 
gangszeiten durch die einzelnen Fäden erhalten: 


Kreis West. 


I 11 IIT IV y 
13h 32m 7s 19m4s 13h 5m 7s 52m 7s 12h 38m 98, 


Es waren also die Unterschiede der Zeiten: 


IU BI EE a e AE 

27m Qs 13m 575 13m 08 26" 585, 

Da die Declination des Polarsterns an dem Tage 
88° 30' 18". 04 


war, So findct man durch die Formel 
J= sin t cos d 
die folgenden Werthe der Fädendistanzen für den Acquator: 
IN —428.17, IL—11IE—215.84, IZI—I1V-—205.34, HE Des 425.12. 
An demselben Tage wurde der Stern 7 Ursae majoris 
beobachtet: 
I V II IV H 
7 Urs. maj. Obere Culm. 18.5 50.3 13h 41m äis 3 56.0 30.0. 
Die Declination des Sterns ist 50° A. Damit erhält man 
also die Fädendistanzen nach der Formel: 
t= fsec ò 
I—111— 055.70, I1—111— 345.02, IU—-IV=31s.69, JI. De Dis 83. 
Da der Stern zuerst an den ersten Faden trat, so hat 
man die Fädendistauzen zu den Beobachtungen an den bei- 
den ersten Fäden zu addiren und von den Beobachtungen 


^) Besser noch beobachtet man hierzu den Polarstern in der Nähe dos 
Fadenkreuzes. Da übrigens die Füdendistanzen nur so lange dieselben blei- 
ben, als die Entfernung des Fadenkrenzes von der Mitte des Objectivs nicht 
geändert wird, so mufs man das Fadenkreuz vor der Bestimmung der Fäden- 
distanzen genau in den Brennpunkt des Fernrohrs bringen und dann unverrückt 
in dieser Stellung lassen. 


496 


an den beiden letzten Fäden abzuziehen; man erhält also 
aus den Beobachtungen der einzelnen Fäden: 
13h 41m 24s, 20 
24.32 
24 .30 
24 .81 
24 -38 
13h 41m 245.30. 

Das Mittel aus allen. Füdendistanzen für den Aequator, 
wenn man dieselben für Faden / und JI (die auf der Seite 
des Kreisendes stehen) positiv, für Faden IV und Y negativ 
nimmt, ist: 

a = + 08.31. 

Nimmt man nun das Mittel aus den Beobachtungen des 
Sterns 7 Ursae majoris an den einzelnen Fäden, so erhält 
man: 

13h 419 235. 82, 
und wenn man dazu die Gröfse 

a sec à = + 05, 48 
legt und zwar mit dem positiven Zeichen, weil der Stern bei 
Kreis West beobachtet wurde, so findet man für die Durch- 
gangszeit durch den Mittelfaden im Mittel aus allen Füden 
wie vorher: 

13h 41m 24s. 30. 

21. Hat das Gestirn eine eigne Bewegung, so muls 
bierauf bei der Reduction von dem Seitenfaden auf den Mit- 
telfaden Rücksicht genommen werden. Da aber ein solches 
Gestirn auch einen mefsbaren Durchmesser und eine Paral- 
laxe hat, so soll jetzt der allgemeine Fall betrachtet werden, 
dals man den Rand eines solchen Gestirns an einem Seiten- 
faden beobachtet hat und daraus die Durchgangszeit des Mit- 
telpunkts des Gestirns durch den Meridianfaden herleiten will. 

Es war vorher die Gleichung gefunden, welche für Kreis 
West gilt: 

sin c= — sin n sin Ó 4- cos n cos à sin (c — m). 

Ist nun das Gestirn an einem Seitenfaden beobachtet, 
dessen Distanz vom Mittelfaden f ist und wo f positiv zu 
nehmen ist, wenn sich der Faden auf der Seite des Kreis- 
endes befindet, so hat man wie vorher c-1-f statt f zu setzen. 
Wenn man aber nicht den Mittelpunkt, sondern den einen 
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Rand eines Gestirns beobachtet, dessen scheinbarer Haibmes- 
ser À ist, so hat man in der vorigen Gleichung 

e+/==EN 
statt c zu nehmen, wo das obere Zeichen gilt, wenn der 
vorangehende, das untere, wenn der nachfolgende Rand beob- 
achtet ist”). Ist dann O die Sternzeit des Antritts an den 
Faden und «' die scheinbare Rectascension des Gestirns, so 
ist der östliche Stundenwinkel 

=a—06©, 
nnd man hat daher, wenn ó' die scheinbare Declination des 
Gestirns bezeichnet, die folgende Gleichung: 

sin [c + f= K] = — sin n sin Ó' 4- cos n cos Ò sin lei — 6 — m], 
wo das obere Zeichen gilt, wenn man den dem Mittelpunkte 
vorangehenden, das untere, wenn man den nachfolgenden 
Rand beobachtet hat. Bezeichnet man mit A die Entfernung 
des Gestirns vom Beobachter, wobei als Einheit die Entfer- 
nung vom Mittelpunkt der Erde zum Grunde liegt, so hat 
man auch: 
A sin [c -+ f= V] = — A sin n sin di 

— A cos n cos m cos d sin (9 — a’) 

— A cos n sin m cos d cos(9 — «^, 
oder da 

e, n, m, f, E, 
also auch O — o kleine Gröfsen sind, deren Sinus man mit 
dem Bogen vertauschen und deren Cosinus man gleich Eins 


setzen kann: 
A cos Ò (a! — 69) e LA. / 29 A.M HP m A. cosd n A. sind -H cA. 

Die scheinbaren Gröfsen kann man nun durch geocen- 
trische ausdrücken. Man erhält nämlich nach den Formeln (a) 
in No. 4 des dritten Abschnitts, wenn man statt der Entfer- 
nung vom Mittelpunkte der Erde die Horizontalparallaxe 
einführt: 

A cos d cos a! = cos Ô cos a — E sin st cos g' cos & 
A cos Ó' sin a = cos Ò sin a — o sin zt cos g sin © 
A sin d — sin d — p sin zt sin p’, 
woraus man leicht findet: 
A cos d cos (O — a’) = cos Ò cos (O — a) — e sin t cos gl 
A cos Ó' sin (0 — o") = cos Ò sin (0 — a) 


*) Hätte man nämlich den vorangehenden Rand am Mittelfaden beob- 
achtet, so würde der Mittelpunkt an einem Seitenfaden, dessen f= + Al wäre, 


in dem Augenblicke beobachtet sein. 
32 
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oder, wenn 9 — o ein kleiner Winkel ist: 
A cos Ò (O — a) = cos Ò (O — a) 
A cos d = cos Ô — o sin zz cos ol 
A sin d = sin ô — o sin zt sin g'. 

Aus den beiden letzten Gleichungen erhült man noch 
mit einer für diesen Fall vollkommen genüsenden Annä- 
herung: 

A= 1 — o sin zt cos (g/ — à). 

Zuletzt hat man noch, wenn man mit A den wahren, aus 
dem Mittelpunkte der Erde gesehenen Halbmesser des Ge- 
stirns bezeichnet: 

A= h. 
Substituirt man nun diese Ausdrücke für die schemba- 
ren Grölsen in die oben gefundene Gleichung für: 
A cos à* (a! — €), 
so erhält man: 
cos Ò (a — 0) = f [1 — e sin x cos Lei — = 
-H [eos à — e sin zt eos ol [m + n tang 9 + e sec dl 


oder 


h 1 — o sin zt cos Lol — à 
te pe a ) 
cos cos d 


(v) 


A 

. eos]. e 

F E — psinzt ~ Ee ! [m -n tang 0' -+ e sec öl, 
cos à | 


wo im letzten Gliede Ai statt ô beibehalten ist, weil dasselbe 
in dieser Form bequemer ist. Die scheinbare Declination d 
kann man aber immer mit einer hier völlig genügenden Ge- 
nauigkest von einigen Minuten an dem Emnmstellungskreise des 
Instruments ablesen. Ist dies nicht der Fall, so muls man 
auch im letzten Gliede die wahren geocentrischen Gröfsen 
anwenden. Es ist aber das letzte Glied in der Gleiehung für 
A cos ô Ge — O): 
-F mA cos Ò -+ n A sin d 4- c. 

Setzt man hier für A cos d', A sin OI und A die vorher 
gefundenen Ausdrücke und führt dann folgende Bezeichnun- 
gen ein: 

m = m — ccusg' o sin T 
n' = n — csin q! ọsin r 
d = c — [m cos el -H n sin g/] o sin or, 
so werden die drei Glieder jetzt: 
cos à [m -4- v! tang 9 -4- c' sec à], 
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mithin: 


ud eb gain muss (per 
eos d ` L 


tm + n' tang Ò- sec ô. (b) 


cos à 

Hat nun das Gestirn eine eigene Bewegung, so erhält 
man die Zeit, zu weleher das (een im Meridiane war, aus 
der beobachteten Durchgangszeit 9 durch einen Seitenfaden, 
wenn man zu Ø die Zeit hinzulegt, die das Gestirn braucht, 
um den Stundenwinkel e — f zu durchlaufen, Diese Zeit ist 
aber gleich diesem Stundenwinkel selbst dividirt durch 1—4, 
wenn A die Zunahme der Rectascension in Zeit in einer Se- 
eunde Sternzeit bedeutet. Setzt man nun: 


1 — e sin st cos (Gh) =F 
(4 — 4) cos à S 


so wird also die Reduction auf den Meridian: 
m ae n tang ët e sec d 


h 
= + - — 
e ge re CL ee 


oder N 


1 — osin r cos e sec" 


= [m 4-n tang" + c seed’). 


+/F+ 


ET, 

Läfst man das Glied dae z fort, so erhält man die 
Zeit der Culmination nicht für den Mittelpunkt, sondern für 
den beobachteten Rand. Lälst man dagegen auch im letzten 
Gliede den 
Randes des Gestirns, welche man durch die auf diese Weise 
gefundene Sternzeit der Culinination erhält, nicht für die 
Zeit der Culmination selbst, sonderu für die beobachtete Zeit 
des Durchgangs durch den Mittelfaden. Da 

1 — o sin zt cos gei sec d 

immer nur wenig von der Einheit verschieden ist, so kann 
man unter der Voraussetzung, dafs m, n und e sehr klein 
sind, diesen Factor auch mit 1 vertauschen ^). 

In den Tabulis Regiomontanis hat nun Bessel eine Tafel 
gegeben, welche die Berechnung der Grölse F für den Mond, 
auf welchen das Vorige hauptsächlich Anwendung findet, er- 
leichtert. Diese Tafel giebt nämlich den Logarithmen von 

1 — e sin z cos (p! — à) 


mit dem Argumente: 
log o sin zt cos Lol — à), 


^) Vergl. über das Vorige: Besscl, Tabulae Regiomontanae pag. LU. 
don 
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und das Complement der Logarithmen von 1-—— 2 mit dem 
Argumente der Aenderung der Bectascension in 12 Stunden 
mittlerer Zeit. Eine andere Tafel giebt deu Logarithmen 


: beide für 


von F für die Sonne und die Größe ——, us 
(1 — 4) cos ô 


jeden Tag des Jahres. 

Hat man übrigens ein Gestim, welches eme eigene Be- 
wegung hat, an allen Fäden beobachtet und stehen diese in 
nahe gleichen Abständen zu beiden Seiten des Mittelfadens, 
so braucht man den Werth F nicht zu kennen, indem man 
einfach das Mittel der Fäden nimmt und dazu die kleine 
Correction legt, welche von der Ungleichheit der Fäden 
abhängt. 

Beispiel. Am 13ten Juli 1848 wurden in Bilk die 
Antritte des ersten Mondrands an die fünf Fäden des Passa- 


geninstruments bei Kreis West beobachtet: 
I gh 25m 425.9 


ZI 20 5.0 
III 25 -8 
UV 51 .0 
V BE AT 89. 


Die Distanzen der Fäden sind im Mittel aus vielen Beob- 
achtungen: 

I 423.23 II 218.96 IV 2035.32 V 425.30. 

Um nun aus den einzelnen Fäden die Zeit des Durch- 
gangs durch den Mittelfaden zu haben, ist zuerst F zu be- 
rechnen. Es war aber an dem Tage: 

à — — 48? 10. 6, 
die Aenderung der Rectascension in einer mittleren Stunde: 
1295,8, m= 55/11", 0, A= 605.15; 
ferner ist für Bilk: ` 
g! — 54° 1'. 2, log o = 9 . 99912. 

Da nun eine Stunde mittlere Zeit gleich 3609.86 Sternzeit, 
so erhält man: 

2= 0. 03596, 
und damit: F=0.03565. 

Multiplicirt man mit diesem Factor die Fädendistanzen, 
so werden diese: 

458,84 235, 84 228.006 458.92. 

Es werden also die Durchgangszeiten durch den Mittel- 
faden aus den einzelnen Seitenfüden: 
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17h 26m 285. 74 

28 .84 

28 .80 

28 .94 

38 .88 

im Mittel 17! 26m 285,84. 
Das Glied CES c 
(1 —2) cos d 
wird gleich + 655. 67, 
also wird die Zeit des Durchgangs des Mittelpunkts des 
Mondes durch den Mittelfaden: 
17h 27m 345,51. 
An dem Tage war nun b wnd k, also auch m und n= 0, 
aber: e= + 05. 09. 
Nimmt man daher den Factor 
1 — o sin zt cos ol sec à' 
der 
gleich 1, so erhält man die Zeit des Durchgangs des Mittel- 
punkts des Mondes durch den Meridian gleich: 
17h 27m 348.60. 

Ist die Parallaxe des Gestirns gleich Null oder doch 
sehr klein, wie z. B. bei der Sonne, so wird die Formel für 
die Reduction auf den Meridian einfacher. Dann wird nämlich: 

1 
7 (1 — 1) eos 9" 

Gewöhnlich beobachtet man bei der Sonne auch die An- 
tritte der beiden Ränder an die einzelnen Fäden, und nimmt 
dann zuletzt das Mittel aus den Beobachtungen beider Rän- 


P 


der, sodafs man das Glied di T DT nicht weiter zu be- 
rechnen hat. 

22. Es ist nun noch zu zeigen, wie man die Fehler 
des Passageninstruments durch die Beobachtungen bestimmt. 

Zuerst muls man das Instrument nahe zu berichtigen 
suchen nach den in No. 5 des vierten Abschnitts gegebenen 
Methoden. Der Fehler der Neigung kann dann durch das 
Niveau nach No. 1 dieses Abschnitts genau bestimmt wer- 
den, naehdem man die Ungleichheit der Zapfen durch wie- 
derholte Nivellirungen in beiden Lagen des Instruments er- 
müttelt hat. Man kann die Neigung der Axe der Zapfen 
auch durch directe und reflectirte Beobachtungen eines dem 
Pole nahen Sternes bestimmen, z. B. des Polarsterns. Beob- 
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achtet man nämlich einen solchen Stern an mehreren Fäden 
und nennt T das Mittel aller auf den Mittelfaden reducirten 
Antrittszeiten, so hat man nach den Vorigen für die obere 
Culmination die Gleichung: 


‚co82 sin 2 » 
a—T--AÀtTT 4 seh 0 SGOIU, 
cos d sin à 
wo für Kreisende West i= b, für Kreisende Ost i = — b, 


wenn b und H die Erhöhung des Kreisendes in beiden Lav- 
gen bezeichnet. Beobachtet nian dagegen den Stern von 
einem künstlichen Horizonte reflectirt, wo also die Zenith- 
distanz 180° —z ist, so hat man, wenn man das Mittel der 
auf den Mittelfaden reducirten Antrittszeiten mit T' bezeichnet: 


„cos? sinz 


a = T' + At— i-a tH k „Ersecd, 
cos O cos o 
woraus sich ergiebt: 
LT — T cd 
T3 2 ` cos z 


Wegen des kleinen Factors cos ò kann i durch solche 
Beobachtungen mit grofser Genauigkeit bestimmt werden. 

Um nun den Fehler e zu finden, beobachtet man den- 
selben Stern bei Kreis West und Kreis Ost, und zwar wählt 
man hierzu ebenfalls immer einen dem Pole sehr nahen Stern, 
œ, d oder A Ursae minoris, einmal weil man bei anderen sich 
schneller bewegenden Sternen keine Zeit hat, um das Instru- 
ment zwischen den Beobachtungen der einzelnen Fäden um- 
zulegen, dann aber auch, weil für solche Sterne der Coeffi- 
cient sec ô von c sehr grofs ist, also Fehler m den beobach- 
teten Zeiten nur einen kleinen Einflufs auf die Bestimmung 
von c haben, Beobachtet man nun den Stern bei Kreis West 
an einigen Fäden, so hat man, wenn t die hieraus im Mittel 
gefundene Durchgangszeit durch den mittleren Faden be- 
zeichnet, die schon wegen der Neigung corrigirt ist: 

e=i+Ait+k ZS: E + c sec à, 

Legt man das Instrument um und beobachtet wieder den- 
selben Stern bei Kreis Ost an emigen Fäden, so ist, wenn ( 
jetzt das Mittel der auf den mittleren Faden reducirten Deoh- 
achtungszeiten bezeichnet, uud zwar wieder wegen der Nei- 
gung corrigiri: 


Joc n EE. s c—csec 9. 
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Ans beiden Gleichungen erhält man daher: 


Hat man in der Richtung des Meridians im Horizonte 
des Fernrohrs em sehr entferntes irdisches Objeet (Meridian- 
zeichen), an welchem eine Scale angebracht ist, so kann man 
auch, wenn man die Grófse der einzelnen Scalentheile in Se- 
eunden kennt, durch die Beobachtung des Objects in beiden 
Lagen des Kreises, den Collimatiousfehler finden, da derselbe 
gleich der Hälfte der zwischen dem Mittelfaden in beiden 
Beobachtungen befindlichen Scalentheile ist. Besser ist zu 
diesem Zwecke noch ein Collimator. Ist das Fernrohr aufser 
den verticalen Fäden, die zur Beobachtung der Antritte der 
Sterne dienen, noch mit einem, denselben parallelen, be- 
weglichen Mikrometerfaden versehen, dessen jedesmalige Stel- 
lung abgelesen werden kann, indem die Theile einer Umdre- 
bung der Mikrometerschraube am Schraubenkopfe, die ganzen 
Umdrehungen dagegen durch eine am Ocularkopfe befindliche 
Scale gegeben werden, so kann man das Fernrohr in beiden 
Lagen des Instruments auf das Fadenkreuz des Collimators 
richten und den beweglichen Faden mit diesem Fadenkreuze 
zur Coineideuz bringen. Lie(st man dann in den beiden La- 
gen für den beweglichen Faden die Stellungen o und b ab, 
so sieht man leicht, dafs į (a+b) diejenige Stellung des beweg- 
licheu Fadens ist, m der die Linie von demselben nach dem 
Mittelpunkte des Objectivs senkrecht auf der Umdrehungsaxe 
des Fernrohrs ist. Beobachtet man daher auch die Coinci- 
denz des beweglichen Fadens mit dem Mittelfaden und hat 
dafür die Ablesung C, so ist C — (u + b) oder 1(a-4- b) — € 
der Collimationsfehler, und das Zeichen desselben ist posi- 
liv zu nelunen, wenn der bewegliche Faden iu der Stellung 
! (a4- b) vom Mittelfaden nach der dem Kreisende entgegen- 
gesetzten Seite absteht. 

Hat man zwei einander gegenüber stehende Collimatoren, 
einen im Norden, den anderen im Süden des Fernrohrs, so 
kann man auch den Collimationsfehler mittelst dieser ohne Um- 
legung des Fernrohrs finden. Richtet man nämlich die beiden 
Collimatoren auf einander *) und bringt die Fadenkreuze zur 


^) Damit dies möglich ist, wenn die Collimatoren im Horizonte des In- 


504 


Coincidenz, so sind die Axen der beiden Collimatoren paral- 
lel. Richtet man dann das Fernrohr des Kreises nach cin- 
ander auf die beiden Collimatoren, bringt in jeder Lage den 
beweglichen Faden zur Comeidenz mit dem Fadenkreuze des 
Collimators und liefst wieder in beiden Lagen für die Stel- 
lungen des beweglichen Fadens « und b ab, so ist wie vor- 
her i (a +- b) — C oder C — } (a+b) der Collimationsfehler, 
und man entscheidet über das Zeichen desselben wie vorher. 
Eine andre Methode zur Bestimmung des Collimatious- 
fehlers setzt den Gebrauch des Collimations-Oculars voraus. 
Zu dem Ende stellt man unter das naeh dem Nadir gerich- 
tete Fernrohr einen künstlichen Horizont, wozu man sich ge- 
wöhnlich emer mit Quecksilber gefüllten Schaale, oder eines 
sogenannten Quecksilberhorizonts bedient“), weil sich die 
Oberfläche desselben von selbst horizontal stellt. Fällt nun 
die Collimationslinie des Fernrohrs nicht mit der Verticalen 
zusammen, so wird man neben dem Mittelfaden ein gespie- 
geltes Dild desselben erblicken, dessen Abstand vom Faden 
gleich der doppelten Abweichung der Collimationslinie von 
der Verticalen ist, die theils von dem Collimationsfehler, theils 
von der Neigung der Axe herrührt. Diese Abweichung kaun 
man dann leicht finden, dadurch, dafs man den Abstand des 
gesplegelten Bildes vom Mittelfaden mittelst des beweglichen 
Fadens milst ^) Hierzu ist es am Besten den beweglichen 


struments aufgestellt sind, werden nach Airy's Vorschlage, wie schon bei der 
Bestimmung der Biegung erwähnt war, in dem Würfel der Axe zwei einander 
gegenüberstehende Oeffnungen angebracht, durch die hindurch man bei verti- 
caler Stellung des Instruments die beiden Collimatoren auf einander rich- 
ten kann. 

*) Am Besten ist es hierzu einen angeqnickten Horizont zu gebrauchen. 
Dieser besteht aus einer flachen kupfernen Schaale, die nach einer Kugelfläche 
von grofsem Radius ausgedreht ist. Nachdem man dieselbe mit einigen Tro- 
pfen Salpetersäure befeuchtet und mittelst etwas Baumwolle abgerieben hat, 
giefst man das Quecksilber hinein, das dann eine horizontale Oberfläche an- 
nimmt, die bei weitem ruhiger ist als die von reinem Quecksilber. Das sich 
auf der Oberfläche bildende Oxyd kann leicht vor der Beobachtung mit einem 
gefalteten Papiere abgestrichen werden, wodurch man eine vollkommen rein 
und schön spiegelnde Oberfläche erhält. 

**) Für alle diese Bestimmungen ist es nóthig den Werth einer Schrau- 
benumdrehung des beweglichen Fadens zu kennen; diesen kann man aber 
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Faden zuerst so zu stellen, dafs der Mittelfaden genau zwischen 
seinem reflectivten Bilde und dem beweglichen Faden steht, 
dann aber so, dafs das gespiegelte Bild genau zwischen dem 
Mittelfaden und dem beweglichen Faden steht. Da der be- 
wogliche Faden auch ein gespiegeltes Bild zeigt, so sieht man 
in der ersten Stellung die zwei Fäden und die zwei gespie- 
gelten Bilder neben einander in gleichen Entfernungen, in der 
andern Stellung einen Faden und ein Bild abwechselnd in 
gleichen Entfernungen. Der Unterschied der beiden Stellun- 
gon des beweglichen Fadens ist gleich dem dreifachen Ab- 
stande des gespiegelten Bildes vom Mittelfaden. 

Um das Spiegelbild im Quecksilberhorizonte wahrzuneh- 
men, ist es nöthig, dafs man Licht auf den Quecksilberho- 
rizont so reflectirt, dafs man die Fäden auf hellem Grunde 
sicht. Dies kann dadurch bewirkt werden, dafs man gegen- 
über einer in der Ocularröhre angebrachten Seitenóffnung 
eine um 45° gegen die Axe des Fernrohrs geneigte Glas- 
platte anbringt, welehe durch eben diese Ocffnung Licht em- 
pfängt. Es ist dabei, um ein gleichförmig beleuchtetes Feld 
zu erhalten, wie Gaufs zuerst angegeben hat, nothwendig, 
dafs aus diesem Oculare die vordere Linse nach dem Faden- 
krenze zu herausgenommen ist. Da aber die Vertauschung 
des gewöhnlichen mit diesem Collimationsoculare immer lästig 
ist, so wird man es wohl immer bequemer finden, Dessel's 
Vorschlage zu folgen, der darin besteht, einfach ein geneig- 
tes Planglas oder Prisma aufsen auf das gewöhnliche Ocular 
zu setzen und vermittelst desselben Licht nach deu Fäden 
zu reflectiren. Man sieht dann freilich nur einen kleinen Theil 
des Gesichtsfeldes beleuchtet, indessen hat die Beobachtung 
des reflectirten Bildes keine Schwierigkeit, wenn nur die Glas- 
platte so eingerichtet ist, dals man ihre Neigung gegen die 
Axe beliebig verändern kann. 

Die Bestimmung des Collimationsfehlers geschieht dann 
auf folgende Weise. Es sei b die Neigung der Linie durch 
die Zapfenlager, positiv, wenn die Seite des Kreisendes die 


leicht finden, wenn man das bekannte Interval zweier Fäden auch in Schrau- 
benumdrehungen dadurch mifst, dafs man den beweglichen Faden mit jedem 
der beiden Fäden zur Coineidenz bringt. 
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höhere ist, ferner sei v die Ungleichheit der Zapfen in Secun- 
den ausgedrückt und positiv, wenn der Zapfen auf der Seite 
des Kreisendes der dickere ist, endlich sei c der Collimations- 
fehler, positiv, wenn der Winkel, den das Kreisende der Axe 
mit der Gesichtslinie nach dem Objective zu macht, gröfser 
als 90? ist, so hat man wenn d die Distanz des veflectivten 
Bildes vom Mittelfaden bezeichnet, positiv, wenn das reflec- 
tirte Bild auf der Seite des Kreisendes vom Mittelfaden ist: 
d= b -+ u— c 

Wenn daher bu durch die Nivellirung bekannt ist, 
so giebt diese Gleichung den Collimationsfehler, oder die Nei- 
gung der Axe der Zapfen, wenn der Collimationsfehler ander- 
weitig bekannt ist. Legt man das Instrument um und bezeich- 
net mit d' den Abstand des refleetirten Bildes vom Mittelfa- 
den, wieder positiv genommen, wenn dasselbe auf der Seite 
des Kreisendes vom Mittelfaden ist, so hat man: 

Yd=—b+u—e, 
und aus beiden Gleichungen folet: 

e— u= — 1 (d+ d’) 

b =+4(—d), 
sodals nian also durch die Beobachtung des reflectirten Bil- 
des in beiden Lagen e sowohl als auch die Neigung der Axe 
der Zapfen erhält, wenn die Ungleichheit der Zapfen be- 
kannt ist. 

Bei kleinen tragbaren Instrumenten, wo man vielleicht 
keinen beweglichen Faden hat, kann man den Collimatious- 
fehler nach der vorigen Methode mittelst des Niveau’s finden. 
Erhöht oder erniedrigt man nämlich das eine Ende der Axe 
durch die dazu dienenden Schrauben bis das gespiegelte Bild 
mit dem Fadenkreuze zusammenfällt, so ist dann d=o, mil- 
hin e=b-+-u. Findet man also b--w durch die Nivelli- 
rung der Axe nach No. 3 dieses Abschnitts, so ist dieser 
Werth gleich dem Oollimationsfehler. 

An dem Meridiankreise in Ann Arbor wurden in zwei 
Lagen des Instruments folgende Beobachtungen gemacht: 

Das Niveau gab für die Neigung der Axe der Zapfen 
bei Kreis West ’=-+-2".77 und bei Kreis Ost b', — — 2".45. 
Für den Abstand des reflectirten Bildes vom Mittelfaden 


507 


wurde gefunden in Theilen der Umdrehung der Mikrometer- 
schraube: 
bei Kreis West d = -+ 0”. 2260 
und bei Kreis Ost d'= — 0 . 3107. 
Daraus wird also: 
0 — u = + 05, 0212 = —+ 0". 43 
b= + 0.1342 = + 2". 73; 
da eine Umdrehung der Schraube gleich 20".33 ist, und da 
u = -+ 0".17 ist, so ergiebt sich: 
c = + 0”. 60, 
und die Neigung der Axe bei Kreis West b'— — 2". 90 und 
bei Kreis Ost 0', = — 2". 56. 

Die Einstellung des Mittelfadens auf den nördlichen Col- 

limator gab: 

bei Kreis West 21”. 132, 

bei Kreis Ost 21.999, 
also ist ! (a+ b) — 21.5655, die Coineidenz der Fäden C war 
gleich 21”.5397 gefunden, und da man hier 5 (a+b)— C zu 
nehmen hat, um den Collimationsfehler mit richtigem Zeichen 
zu erhalten, so wird 

e = —+ 07. 0258 = —+0".52. 

Endlich wurden noch die beiden Collimatoreu auf ein- 
ander gerichtet und bei Einstellung des Mittelfadens auf dic- 
selben. abgelesen: 

für den südl. Collimator 219. 1190 
für den nórdl. Collimator 22.0127 


Also ist (a+b) = 21.5658 
Leg AL EL 
c= 0.0261 =+0",53. 

Nachdem nun die Neigung und der Collimationsfehler 
des Instruments gefunden sind, bleibt noch das Azimut dessel- 
ben sowie der Stand der Uhr zu bestimmen übrig. 

Zu dem Zwecke kann man die Beobachtungen zweier 
Sterne, deren Rectascensionen man kennt, mit einander ver- 
binden. Hat die Uhr einen Gang, so muls man zuerst den 
Stand der Uhr auf cine Zeit reduciren, indem inan den Gang 


der Uhr zwischen den Beobachtungszeiten beider Sterne an 


die eine Zeit anbringt, damit in den aus beiden Beobachtun- 
gen hervorgehenden Gleichungen At denselben Werth hat. 
Sind dann f£, und t, die wegen der Neigung, des Collima- 
üonsfehlers und des Ganges der Uhr verbesserten Zeiten der 
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Durchgänge durch den Mittelfaden, so hat man die beiden 


Gleichungen: MOT vna y Sn (p—9) 
cos 0 
H Ka à' 
Ee At-- k nues ) , 
cos Ò 


aus denen man die beiden Unbekannten At und k bestimmen 
kann. Man erhält nämlich: 
sin (ô — à") 


a — a = tla — to Hk ; cos gp, 


cos à cos Ò 
el -— a — (t'o — to) cos d cos d 

cos p ` sin(ð— 0)" 

Den Stand der Uhr erhält man dann, wenn man k be- 
stimmt hat, aus einer der ursprünglichen Gleichungen für « 
oder o. Aus der Gleichung für k ersieht man, dafs es am 
Vortheilhaftesten ist, 9 und A so verschieden als möglich zu 
nehmen, wo möglich so, dafs 0— 9'— 90° ist. Man wird 
daher am Besten einen dem Pole nahen Stern mit einem 
Aequatorsterne verbinden, weil dann der Divisor sin (0— 0) 
nahe gleich Eins und der Zähler sehr klein wird. Kann man 
indessen keinen der Polarsterne beobachten, so muls man einen 
nahe am Zenith culminirenden Stern mit einem andern, des- 
sen Meridianhóhe klein ist, verbinden. Welche der beiden 
Methoden man aber auch wählt, so wird es immer vortheil- 
haft sein, mehr als zwei Sterne zu beobachten und die wahr- 
scheinlichsten Werthe von At und k zu bestimmen. 


DOC e= 


Zu diesen Bestimmungen bedient man sich immer der 
Hauptsterne, deren Rectascension sehr genau bekannt ist und 
deren scheinbare Oerter zu dem Zwecke schon in den Jahr- 
büchern für jeden zehnten Tag angegeben sind. In diesen 
Ephemeriden ist nur die tägliche Aberration nicht berücksich- 
tigt, weil diese von der Polhöhe abhängt. Da nun nach 
No. 19 des dritten Abschnitts die tägliche Aberration für 
die Culmination gleich 

=Æ 0".3113 cos p sec à, 
wo das obere Zeichen für die obere Culmination, das untere 
für die untere Culmination gilt, so sicht man, dafs es am Be- 
quemsten sein wird, diese Grófse mit umgekehrtem Zeichen zu 
den Beobachtungszeiten hinzuzulegen, da sich dieselbe dann 
mit dem Collimationsfehler vereinigen lilt. Man berücksich- 
tigt daher die tügliche Aberration, indem man in allen frü- 
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heren Formeln e — 0".3113 cos q statt c nimmt, oder in Zeit 
c — 05. 0208 cos p und — (c—+0°.0208 cos oi statt — c. 

Die oben gegebenen Methoden zur Bestimmung des Azi- 
muts werden in der Regel bei kleineren Instrumenten ange- 
wandt, wo man sich nicht auf den festen Stand des Instru- 
ments während einer längeren Zeit verlassen kann, überhaupt 
können sie angewandt werden, namentlich die erste, wenn man 
uur relative Bestimmungen zu machen beabsichtigt. Als ein 
vollständiges Beispiel der Bestimmung der Fehler für ein klei- 
nores Instrument mag das folgende dienen: 


Beispiel. Den 5ten April 1849 wurde am Passagen- 
instrunente zu Bilk beobachtet: 


Kreis West. 


I II IIT IV IP Mittel 

f Orionis 545.8 159.3 5hgm 375,4 585,0 208,1 58m äs A4 

Polaris O 38" 435.0 51m145,0 Ob T 10.60 
b = — 085.03. 
Kreis Ost. 

II III 

Polaris O 19m265,0 1b5m255,0 a 370 

b= + 0s . 05. 


Es waren aber die scheinbaren Oerter beider Sterne an 
dem Tage: 

Polaris oz Il 4m 175,92 ô= 88° 3015". 5 
B Orionis !=5 7 16.6 ð= —8 22.8. 

Bringt man nun zuerst die Correction wegen der Nei- 
gung au, so erhält man für die Durchgangszeiten durch den 
Mittelfaden : 

Kreis West 8 Orionis Dh 8m 37s, 42 
Polaris 1 5 14 .33 
Kreis Ost Polaris 1 5 23 .05. 

Aus den Beobachtungen des Polarsterns bei Kreis West 

und Kreis Ost erhält man ferner den Collimationsfehler 
=+ 0s. 114, 

und da die tägliche Aberration für Bilk gleich 05.013 sec ô 

ist, so hat man also mit Rücksicht hierauf für den Coli- 

mationsfehler bei Kreis West zu nehmen -+ 05. 101, bei Kreis 

Ost dagegen + 0*.127. Corrigirt man nun die Beobach- 


510 


tungen bei Kreis West wegen des Collimatiousfehlers, so fin- 


det man: 
8 Orionis == fa — 5h 8m 378,52 
Polane 5187720, 
Es ıst also 
tn eM TR Sr a! — a= 4h 2m 585. 74, 
und da 
o=51°12'.5 
ist. so erhält man daraus 
k= — 05.85. 
Die wegen der Fehler des Instruments corrigirte Beobach- 
tungszeit von / Orionis ist also 
5h gm 365. 78, 
mithin 
At — — 1" 205. 12. 

Die vorigen Methoden für die Bestimmung von k haben 
den Nachtheil, dafs dieselbe von den Ocrtern der Sterne ab- 
hängt. Für feste Instrumente, mit denen man absolute Be- 
stimmungen macht, ist es aber wiünschenswerth, die Bestin- 
mung von k unabhängig von den Fehlern der liectascension 
der Sterne zu erhalten. Dazu dienen die Beobachtungen des- 
selben Sterns in der oberen und unteren Cuhnuination. Da 
dann «— « — 19^ Ae umd = 180? — ð wird, wo A« die 
Aenderung der Rectascension in der Zwischenzeit ist, so geht 
in diesem Falle die vorher für k gefundene Formel über in: 

12^ + Aa — (t'a — to) cos à? 
m cosg ' sin 28 
Neve Ws com). 


k 


2 cos p tang Ò 

Auch hier ist es wieder am Vortheilhaftesten, einen der 
dem Pole nahen Sterne in beiden Culminationen zu beobach- 
ten, weil dann der Divisor tang 9 am grölsten wird. Uebri- 
gens setzt die Methode voraus, dafs man des festen Standes 
des Instruments während zwölf Stunden versichert ist, oder 
dafs man die Aenderung im Azimut, wenn eine solche statt- 
findet, bestimmen kann. 

Um nicht nöthig zu haben, das Azimut immer von Neuem 
durch Beobachtungen des Polarsterns zu finden, errichtet man 
zuweilen in grofser Entfernung von dem Instrumente ein Me- 
ridianzeichen, d. h. eine auf fester Grundlage ruhende steinerne 


511 


Säule mit einer getheilten Scale im Horizonte des Instruments. 
Bestimmt man dann durch wiederholte Beobachtungen des 
Polarsterns denjenigen Punkt der Scale, welcher dem Meri- 
diane entspricht, so kann man nachher immer durch blofse 
Einstellung des Instruments auf die Scale das Azimut finden, 
solange die Lage der Scale unverrückt dieselbe bleibt und 
vorausgesetzt, dafs man den Collimationsfehler kennt oder 
das Instrument umlegt und in beiden Lagen auf die Scale 
einstellt, da die Abweichung des Mittelfadens vom Meridian- 
punkte der Mire in einer Lage des Instruments gleich k-e, 
in der anderen dagegen gleich k— c ist. Die Entfernung 
der Mire muls aber groís sein, wenn man grolse Genauigkeit 
erreichen will, da ein Zoll erst in der Entfernung von 17188 
Fuls unter einem Winkel von einer Secunde erscheint und 
dann cine Verrückung der Mire um 4j; Zoll schon einen Fehler 
von 0".1 m der Bestimmung des Azimuts erzeugen würde. 
Diese grofse Entfernung macht aber die Beobachtungen wic- 
der ungenau, indem der Zustand der Luft nie ein ruhiges 
Bild der Mire im Fernrohr erlauben wird. Da aufserdem die 
Beobachtung einer solchen Mire auf die Tagesstunden be- 
schränkt ist, so hat Struve eine andere Art von Mire vorge- 
schlagen und auf der Sternwarte zu Pılkowa eingeführt. Dem 
Fernrohre des Instruments gegenüber ist nämlich ein Objectiv 
von sehr grolser Brennweite (Struve wendet Linsen von etwa 
550 Fufs Brennweite an) fest aufgestellt, so dafs seine Axe 
nit der des Fernrohrs in der horizontalen Lage zusammen- 
füllt. Im Brennpunkte dieses Objectivs ist die Mire, die aus 
einem in einer senkrechten Messingplatte befindlichen Loche 
besteht, das im Fernrohre des Kreises als ein kleiner, scharf 
begrenzter Kreis erscheint. Das Objectiv ist auf einem iso- 
lirten Pfeiler mit der grófsten Sorgfalt befestigt und durch 
geeignete Bedeckungen möglichst gegen jede Veränderung 
geschützt. Ebenso ist die Mire in einem eigenen Häuschen 
auf einem isolivten Pfeiler mit gleicher Sorgfalt aufgestellt. 
Da somit für beide dieselben Vorsichtsmafsregeln getroffen 
werden, die für die Aufstellung des Instruments selbst ange- 
wandt sind, so lälst sich erwarten, dafs die Aenderungen hei- 
der cbhenso klein sein werden als die der beiden Zapfenlager 
des Instruments. Weil aber die Erfahrung lehrt, dafs bei 


512 


einem sorgfältig aufgestellten Instrumente die Aenderung des 
Azimuts nicht eine Bogensecunde im Laufe eines Tages iher- 
steigt, so wird die etwaige Veränderung der Collimationsliuie 
der Mire (d. h. der Linie vom Mittelpunkte des Miren-Ob- 
jectivs nach dem Mittelpunkte der Marke) in demselben Ver- 
hältnils kleiner sein als die Länge der Axe kleiner ist als die 
Brennweite des Miren-Objectivs. Ist daher die Länge der 
Axe z.B. drei Fuls, die Brennweite des Ohjeetivs 550 Fuls, 
so wird man höchstens Aenderungen von qi; Secunde erwar- 
ten kónnen. Der Hauptvortheil einer solchen Mire ist der, 
dafs man dieselbe zu jeder Zeit zur Controlle der unverän- 
derlichen Lage des Instruments in der Zwischenzeit der Beob- 
achtungen, die für die Bestimmung der Fehler des Instruments 
dienen, anwenden kann. Hat man zwei solcher Miren, die 
eine südlich, die andere nördlich vom Fernrohre, so erhält 
man durch die Beobachtung beider die Aenderung des Azi- 
muts sowohl als die Aenderung des Collimationsfehlers, wäh- 
rend die Beobachtung einer nur die Aenderung der Gesichts- 
linie giebt, also die Bestimmung der Aenderung des Collima- 
tionsfehlers durch andere Mittel voraussetzt. Sind dann die 
Ablesungen der nördlichen und südlichen Mire æ und b und 
zu einer anderen Zeit a und b' und nimmt man dieselben 
positiv, wenn der Mittelfaden östlich von der Mire im Fern- 
robre steht, so erhält man die Aenderung de und da des 
Collimationsfehlers und des Azimuts aus den Gleichungen: 
REN 0 


de — 


2 
V—b—- (da) 


da = —— 2 


wo man dc mit entgegengesetztem Zeichen zu nehmen hat, 
wenn das Kreisende östlich ist. 


23. Ist das Passageninstrument mit einem Höhenkreise 
verbunden, um zugleich mit den Durchgangszeiten durch den 
Meridian die Zenithdistanzen oder die Declinationen der Sterne 
zu bestimmen, so nennt man dasselbe einen Meridiankreis. 

Stellt mau an einem solchen Instrumente den Stern in 
einiger [2ntfernung vom Mittelfaden ein, so giebt der durch 
das Instrument erhaltene Winkel nicht die Meridianzenithdi- 
stanz oder Declination des Sterns, da der horizontale Faden 
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die Himmelskugel] in einem gröfsten Kreise schneidet, wäh- 
rend der Stern einen kleinen Kreis beschreibt. Man muls 
daher an den abgelesenen Winkel eine Correction anbringen. 

Die Coordinaten eines Punktes der Himmelskugel, be- 
zogen auf em Axensystem, dessen Grundebene der Aequator 
ist und dessen Axe der » senkrecht auf der Umdrehungsaxe 
des Iustruments steht, sind: 

x = cos à cos (t — m), y = — cos Ó sin (v — m) und z= sin à. 

Denkt man sich nun ein zweites Coordinatensystem, des- 
sen Axe der & mit der vorigen zusammenfällt, während die 
Axe der y mit der horizontalen Axe des Instruments parallel 
ist, so sind die drei Coordinaten eines Punktes, auf welchen 
das Fernrohr gerichtet ist, wenn man mit A den vom Fern- 
rohre durchlaufenen, d. h. den am Kreise abgelesenen Win- 
kel bezeichnet und bedenkt, dafs das Fernrohr einen kleinen 
Kreis an der Himmelskugel beschreibt, dessen Halbmesser 
cos € ist: 

x —008Ó' cose, y=— sine und z= sin Ó' cos c. 

Da nun die Axen der y in beiden Systemen den Win- 
kel » mit einander bilden, so erhält man nach den Formeln 
für die "Transformation der Coordinaten: 

sin ô = — sin c sin n + cos € cos n sin 0’ 
cos ô cos (v — m) = cos d cos c 
cos Ó sin (v — m) = sin Ó' cos e sin n -A sin c cos a, 
also: 


cos Ò cos c 


D e 
eotang 0 cos (v — m) = DPA g xu > 
ang : J — sin n sin c d- cos n cos c sin d 


Diese Gleichung könnte man in eine Reihe entwickeln; 
da » aber immer sehr klein ist uud auch c, selbst wenn man 
an einem entfernten Seitenfaden einstellt, doch nieht über 15 
oder 20 Minuten betrügt, so kann man einfach schreiben: 

tang Ò = tang d cos (v —m), 
und erhält dann nach Formel (17) der Einleitung: 
o=o 

Diese Gleichung formt man nun noch so um, dafs die 

Coefficienten 


tang 4 (r — m)?’ sin 20 +4 tang (e — m)? sin 4 ò. 


2sin d (r—m)? und 2sin 4 (r —m)* 
enthalten, weil man diese Gröfsen aus den schon früher er- 


wühnten Tafeln (V No. 7) entnehmen kann. 
33 
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Man schreibt nämlich für 

tang 4 (t — m)? 
jetzt: 

sin 4 (T — m)? 

1 — cos y (r— m)? 
und entwickelt diesen Ausdruck in die Reihe: 
sin } (r — n)? + sin 4 (rz — m)’ 4- ... 
und da nun ebenso: 
i tang 4 (v —3)* = Y sin J (cr —m)* a.s 

so wird: 

ð= d — 2sin À (r — m)? . d sin 20 — 2 sin | (r — m)? cos à? sin 20, 
wo man gewöhnlich mit dem ersten Gliede ausreicht. 

Die Zeichen dieser Formel gelten für den Fall, dais die 
Theilung an dem Kreise in demselben Sinne gezählt wird 
wie die Declinationen, und dals man einen Stern in der obe- 
ren Culmination beobachtet hat. 

Wird die Theilung in entgegengesetztem Sinne gezählt, 
so wird die corrigirte Ablesung: 

Ò + 2sin 1 (r — m)? . 1sin 20 + 2 sin 4 (r — m)? cos Ó? sin 20. 

Da nun die Theilung der Kreise in einem Sinue von 0^ 
bis 360° fortgeht, so wird, wenn bei der oberen Culmination 
die Theilung im Sinne der Declinationen gezählt wird, dies 
für die untere Culmination nicht der Fall sein. Man hat 
daher für untere Culminationen die Zeichen der Correction 
zu ändern. 

Fig. 18. Man kann die genäherte Formel auch em- 
il fach so ableiten. Es sei PO’ Fig. 18 der Meridian, 
\ O ein Stern aufserhalb desselben in dem Stunden- 
\ winkel £ Stellt man diesen Stern am Meridian- 
\ kreise auf den horizontalen Faden, so beobachtet 
\ man die Polardistanz PO’, wo man den Punkt O' 
| findet, wenn man sich durch O einen auf PS senk- 
| rechten Kreis gelegt denkt. Man hat dann also 
| PO'—90"— ò, PO —90^ — ô, daher: 

a =] 2 tang ò = cos t, tang d, 

Ist nun aber der Horizontalfaden nicht dem 
Aequator parallel, sondern macht derselbe mit dem 
AS Meridiane den Winkel 90°-+J, wo J die Neigung 
der Fäden ist, so beobachtet man die Polardistanz PO”, wo 
man O” findet, wenn man durch O einen grölsten Kreis legt, 


der mit dem Meridiane den Winkel 90"-L-J macht. Bezeich- 
net man wieder die beobachtete Declination mit ó', so hat 


man jetzt, wenn man 00" — c setzt: 
sin c sin J = — sin d cos d cos dein d cos t 
sinccosJ — cosÓsin t, 


daher durch Division beider Gleichungen: 
2 J 

tang d == tan Y | eos t — sint 3. .| 

8 i sin d 


= tang Ó' cos (t -+ y), 
wenn man setzt: 
J 
d'Top" 

Ist J — 0, so giebt die Formel einfach die Reduction auf 
den Meridian. Diese Reduction plus der Correction wegen 
der Neigung der Füden ist aber, wenn man nur das erste 
Glied mitnimmt: 

à — ð = — 1 sin20.2sin $ -H y). 

Um die Neigung der Fäden zu bestimmen, beobachtet 
man einen dem Pole nahe stehenden Stern, indem man den- 
selben so weit als möglich vom Mittelfaden auf beiden Seiten 
desselben einstellt. Jede solche Beobachtung giebt nämlich 
eine Gleichung: 

à = Ó' — 1 sin 20.2 sin 11? — cos Ò sin t. J, 
wo man auch noch das zweite Glied, das em LG enthält, mit- 
nimmt, wenn es nöthig ist. Man kann daher aus zwei sol- 
chen Gleichungen 9 und J bestimmen, oder wenn man mehr 
als zwei Einstellungen gemacht hat, aus allen die wahrschein- 
lichsten Werthe von J und Aë bestimmen, indem man für 
ò den Werth ô, annimmt, sodaß 9 — ð + Ad wird, wodurch 
die obige Gleichung übergeht in: 
0 — 0, — 0'-4- 1 sin20. 2sin31* + A cos Ô sint. J. 

Man findet nun auch leicht die Correction der beobach- 
teten Declination für den Fall, dafs man ein Gestirn beob- 
achtet hat, welches eimen Halbmesser, eine Parallaxe und eine 
eigene Dewegung hat, wie dies z. B. beim Monde der Fall 
ist. Hat man ein solches Gestirn an einem Seitenfaden beob- 
achtet, so hat man nach dem Vorigen die Gleichungen: 

cos c eos Ó' = cos Ò cos (t — m) 
cos c sin d == cos Ô sin (r — m) sin n + sin Ò cos n. 
Hier ist ö die scheinbare Declination des eingestellten 


Punktes des Randes und r der östliche Stundenwinkel des 
SEI 
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Punktes zur Zeit der Beobachtung, ó' die am Kreise ab- 
gelesene Declination dieses Punktes. Nennt man nun aber ò 
die scheinbare Declination des Mittelpunktes des Mondes, 
T den scheinbaren Stundenwinkel desselben, so erhält man, je 
nachdem man den oberen oder unteren Rand eingestellt hat: 
cos c cos (Ó' = x) = cos Ò cos (r — m) 
cos c sin Lä = x) = cos Ò sin (v — m) sin n + sin Ò cos n, 
wo 
sin z cos c = sin A' 
ist, wenn man mit h den scheinbaren Ilalbmesser des Mon- 
des bezeichnet *). Aus diesen Gleichungen erhält man, wenn 
man statt cos c sin æ den Werth sin A setzt, cos c cos c eli- 
minirt und die entstandene Gleichung niit A mulüplicirt, wo A 
das Verhültnifs der Entfernung des Gestirns vom Beobach- 
tungsorte zur Entfernung vom Mittelpunkte der Irde be- 
zeichnet: 
== Asin — Acos dain dë cos (v — m) 
— A cos Ò cos Ó' sin (z — m) sin n 
— A sin d cos Ó' cos n, 
oder, da man die Gróíse sin (r — m) sinn vernachlässigen 
und eos » gleich Eins nehmen kann: 
= Asin k —  fAcosÓ.sinÓ' cos (r —m) 
— A sin d. cos d. 
Drückt man nun die scheinbaren Grófsen durch geocen- 
trische aus, indem man setzt: 
Asin X = sin h 
A cos à = cos do — o sin zc cos g 
A sin ô = sin du — o sm xc sin ol, 
so erhàlt man leicht: 
=Æ sin 4 — sin zx sin (y! — à") 
= sin (0'—0,) — cos ô, sin di 4 (t —m)? 2002853 
Bezeichnet man nun die Zeit der Beobachtung mit O, 
die Culminationszeit des Mittelpunkts des Gesürns mit 6), 
so ist: 
t= O — 0,. 


*) Man findet dies sogleich, wenn man das reehtwinklige Dreieck he- 
trachtet, welches vom Pole des Kreises des Instruments, dem Mittelpunkte 
des Mondes und dem eingestellten Punkte des Randes gebildet wird. In die- 
sem ist der Winkel am Pole des Kreises gleich x, die gegenüberstehende Ca- 
thete gleich A". 
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Hat aber das Gestirn eine eigene Bewegung in Rect- 
ascension und ist A4 die Zunahme derselben in einer Secunde, 
so ist, wenn 9 — O, in Zeitsecunden ausgedrückt ist: 

T=(9_9,)1—N.15. 
Vernachlässigt man nun in (r— m)? die kleine Grölse m 
uud setzt 
sin p = o sin zt (y/ — 0), 
so erhält man: 
sin (9, — 0") = sin p zz sin A — 4 sin 2 ô' (0 — 9,)? (1— 4)? n . 
Nun ist 
sin (p Æ A) = sin p =Æ sin A — 2 sin p LI = 2 sin A sin J p°, 
also: 


SEH 
sin p =Æ sin 4 = sin (p se 4) 2&7 —s - sin p sin hs 
mithin endlich: 


mue 


9, ET Lie T d) eru 


15° 

4 206265 

Dies ist die von Bessel in der Vorrede zu den Tabulis 

Regiomontanis pag. LV gegebene Formel Das letzte Glied 

dieser Formel ist nichts weiter als das erste Glied der vorher 

gefundenen Reductionsformel auf den Meridian mal (1 — 4)*. 

Die gefundene wahre Declination des Mittelpunkts des 

Mondes gilt nun für die Zeit %. Will man dieselbe für eine 
andre Zeit G haben, so muís man noch das Glied: 


sin 2 ð (1 —2)* (9 — 9,)*, 


d : 
+ (0! — 0) 


: - dë 4. o NO 

hinzufügen, wo 7 die Aenderung der Declination des Ge- 
D 

stims in der Einheit der Zeit bezeichnet. 


24. Damit die Beobachtungen mit dem Meridiankreise 
die wahren Differenzen der Declinationen oder Zenithdistan- 
zen geben, müssen die Ablesungen des Kreises wegen der 
Theilungsfehler und auch wegen der Biegung des F'ernrohrs 
und des Kreises corrigirt werden. Diese Fehler müssen da- 
her nach No. 7 und 8 dieses Abschnitts bestimmt und an die 
Ablesungen angebracht werden. Endlich muls auch der Ze- 
nithpunkt oder der Polpunkt des Kreises bestimmt werden, 
wenn man Zenithdistanzen oder unmittelbar die Polardistan- 
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zen der Sterne bestimmen will. Um den Polpunkt zu erhal- 
ten, muls man einen der Polarsterne in der oberen und un- 
teren Culmination beobachten. Befreit man die Ablesungen 
von der Refraction und den Fehlern der Biegung und Thei- 
lung, so ist die halbe Summe der Ablesungen gleich dem 
Polpunkte des Kreises, vorausgesetzt dals die Lage der Mi- 
kroskope gegen den Kreis sich nicht geändert hat. Da aber 
die Prüfung dieser Unveränderlichkeit und die Bestimmung 
der Aenderung selbst am Besten durch die Beobachtung des 
Nadirpunktes zur Zeit beider Beobachtungen gemacht wird, 
so ist es am Einfachsten und zugleich Genauesten, alle Beoh- 
achtungen auf den Zenithpunkt zu beziehen, d. h. die Zenith- 
distanzen der Sterne zu bestimmen und daraus wittelst der 
Polhöhe die Declinationen abzuleiten. 

Der Nadirpuukt wird, wie schon früher gezeigt war, da- 
dureh bestimmt, dafs man unter das nach dem Nadir gerich- 
tete Fernrohr einen Queeksilberhorizont stellt und das reflec- 
tirte Bild des Horizontalfadens mit dem Faden selbst zur 
Coineidenz bringt. Gewöhnlich hat ein solches Instrument 
zwei horizontale Fäden in einem Abstande von etwa 10 Se- 
eunden, zwischen welchen man die Sterne genau in die Mitte 
stellt. Man stellt dann auch bei der Beobachtung des Nadir- 
punktes die refleetirten Bilder der Fäden nach einander in die 
Mitte der Fäden und liest den Kreis in beiden Lagen ab, wo 
dann das arithmetische Mittel der beiden Ablesungen gleich 
dem Nadirpunkte des Instruments ist. Nach deu Gleichun- 
gen (B) in No. 8 dieses Abschnitts erhält man dann die Ze- 
nithdistanzen der Sterne frei von Diegung und, wenn man die 
Ablesungen z, a, etc. auch wegen der Theilungsfehler corri- 
girt, auch von diesen frei. lu aller Strenge würde es erfor- 
derlich sein, die Bestimmung des Nadirpunktes bei der Beob- 
achtung jedes Sterns zu machen, da indessen dic durch die 
Aenderungen der Mikroskope hervorgehenden Aenderungen 
des Nadirpunktes klein sind und langsam vor sich gehen, so 
ist es genügend, den Nadirpunkt von Zeit zu Zeit zu bestim- 
men und den wirklich stattfindenden Nadirpunkt für die zwi- 
schenliegenden Beobachtungen zu interpoliren. Dadurch kón- 
nen dann die Aenderungen der Mikroskope so gut wie voll- 
ständig eliminirt werden, und da die Beobachtung des Nadir- 
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punkts so einfach ist und sich zugleich mit grofser Genauig- 
keit machen làíst, so ist diese Methode der Bestimmung der 
Zenithdistanzen gewils die beste. 

Man kann sich indessen für die Bestimmung des Zenith- 
punktes auch horizontaler Collimatoren, deren einer nördlich, 
der andre südlich vom Fernrohre aufgestellt ist, bedienen. 
Zu dem Ende sind die Collimatoren so eingerichtet, dafs die 
Collimationslinie des Fernrohrs ınit der Umdrehungsaxe der- 
selben zusammenfällt. Das Fernrohr hat nämlich zwei genau 
kreisrund gedrehte Ringe von Glockenmetall, mit denen es 
in den rechtwinkligen Lagern aufliegt. Diese Lager haben 
die gewöhnlichen Correctionsschrauben in Azimut und Höhe. 
zugleich hat das Fadenkreuz Correctionsschrauben, um das- 
selbe in zwei auf einander senkrechten Richtungen vertical 
zur Axe des Fernrohrs zu bewegen. Nachdem dann die Colli- 
matoren dem Fernrohr genau gegenüber aufgestellt sind, be- 
richtigt mau zuerst die Collimationslinie der Fernróhre so, dafs 
dieselbe mit der Umdrehungsaxe zusammenfällt. Dies ge- 
schicht, indem man den einen Collimator aut den anderen 
richtet und um 180" um seme Axe dreht. Behält das Faden- 
kreuz seine Lage gegen das Fadenkreuz des andern, so ist 
die Collimationslinie berichtigt, im anderen Falle verstellt 
man das Fadenkreuz anittelst der Correetionsschrauben so- 
lange, bis die Unveränderlichkeit der Lage bei der Umdre- 
hung des Fernrohrs um die Axe erreicht ist. Die Neigung der 
Axe und also auch der Collimationslinie gegen den Horizont 
des Collimators wird dann mittelst des Niveuws gefunden, 
und da man den Collimator so umlegen kann, dafs das Ob- 
jectiv auf die Seite kommt, wo vorher das Ocular war, so 
kann auch die Ungleichheit der Zapfen auf die gewóhnliche 
Weise bestimmt und in Rechnung gebracht werden. Um 
nun den Horizontulpunkt des Kreises zu beobachten, nivel- 
lirt man den Collunator, richtet das Fernrohr des Kreises 
auf denselben und liest die Mikroskope ab. Darauf dreht 
man den Collimator um 180° um seine Axe, um einen et- 
waigen Fehler in der Collimatiousliuie zu eliminiren, nivellirt 
wieder und liest nach der Einstellung des Fernrohrs die Mi- 
kroskope ab. Macht man dieselben Operationen auch für 
den anderen Collimator und sind a und b die Mittel aus den 
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zwei Ablesungen für jeden Collimator, schon wegen der Nei- 
gung des Collimators corrigirt, so ist " M: der Zenithpunkt 


des Kreises *), wenn die Collunatoren in gleicher Entfernung 
vom Instrumente sind. Ist x die Erhöhung des Objectiven- 
des des Collimators, schon wegen der Ungleichheit der Zapfen 
corrigirt, so ist die Zenithdistanz des Fernrohrs, wenn es auf 
den Collimator gerichtet ist, abgesehen von der Neigung der 
Verticallinien beider Instrumente, 90’--z, und man muls da- 
her x von der Ablesung subtrahiren oder dazu addiren, je 
nach der Richtung der Theilung. 

Diese Methode ist aber umständlicher als die Beobachtung 
des Nadirpunktes und wegen der Nivellirungen auch wohl nicht 
so genau, weshalb die andre immer den Vorzug verdient. 

Die Polhöhe bestimmt man am Besten durch directe und 
reflectirte Beobachtungen der Cireumpolarsterne. Man erhält 
nämlich aus solchen Beobachtungen in einer Culmination nach 
den Gleichungen (B) in No. 8 dieses Abschnitts: 

"m 


99 — E zo - 7m sin 2:2—... 

und eine ähnliche Gleichung für die untere Culmination. Das 
Mittel zweier solcher Gleichungen giebt dann die Polhöhe, 
unabhängig von der Declination des Sterns und nur noch 
mit den geraden Sinusgliedern der Biegung behaftet, die nach 
der dort gegebenen Methode bestimmt werden müssen. Aulser- 
dem mufs bei diesen Beobachtungen die Neigung der Verti- 
callinie des Instruments und des Quecksilberhorizonts auf die 


eben daselbst angegebene Weise in Rechnung gebracht werden. 


V. Das Passageninstrument im ersten Verticale. 


25. Beobachtet man an einem mit einem llóhenkreise 
versehenen Passageninstrumente, welches im ersten Verticale 
aufgestellt ist, die Durchgangszeit eines Sterus und dessen 
Zenithdistanz, so kann man ähnlich wie im Meridian auch 
zwei Grófsen « und 9 oder y bestimmen. Da indessen die 


*) Die Ablesungen müssen auch wegen der Glieder der Biegung, die 
auf das Mittel beider Ablesungen von Einflufs sind, wenn solche vorhanden, 
corrigirt werden, 
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Beobachtung der Zenithdistanz Schwierigkeiten hat, so beob- 
achtet ian gewöhnlich nur die Durchgangszeiten der Sterne, 
um daraus die Polhöhe oder die Declination der Sterne zu 
bestimmen. Zu dem Ende muís man wieder aus der beob- 
achteten Zeit und den Fehlern des Instruments die wahre 
Durchgangszeit durch den ersten Vertical berechnen können. 

Die Umdrehungsaxe des Instruments treffe die schein- 
bare Himmelskugel nach Norden zu in einem Punkte, dessen 
scheinbare Höhe über dem Horizonte b und dessen Azimut 
von Norden ab gerechnet (positiv auf der Ostseite des Me- 
ridians) k ist. Dann sind die drei rechtwinkligen Coordina- 
ten dieses Punktes in Bezug auf drei Axen, von denen die 
Axe der s senkrecht auf der Ebene des Horizonts ist, wäh- 
rend die Axen der oe und y in der Ebene desselben liegen 
und zwar so, dafs die positive Axe der » nach dem Nord- 
punkte, die positive Axe der y nach dem Ostpunkte gerich- 
tet ist: 

z-sinb, y= cos bsin k und z — cos b cos k. 

Nimmt man nun ein zweites Coordinatensystem an, des- 
sen Axe der z der Weltaxe parallel ist und dessen Axe der y 
mit derselben Axe im vorigen Systeme zusammenfällt, wo 
also die positive Axe der x nach dem unter dem Horizonte 
befindlichen Durchschnittspunkte des Acquators und Men- 
dians gerichtet ist, so sind die drei Coordinaten des Pols der 
Axe, wenn m dessen Stundeuwinkel (ebenso wie das Azimut 
gezählt) und n das Supplement der Declination zu 180? ist: 

z= sinn, y=eosnsinm, C=c08n cos nm, 
und da die Axen der z in beiden Systemen den Winkel 90? — 
mit einander bilden, so erhält man die Gleichungen: 
sin b = sin n sin p — cos n cos m cos p 
cos b sin k = cos n sin in 
cos b cos k = cos n cos m sin g + sinn cos o 
und sin n == cos b cos Ll cos p + sin b sin o 
cos n sin m == cos b sin k 
cos n cos m = cos b cos k sin y — sin Ù cos o, 

Nimmt man nun an, dafs das Fernrohr mit der Seite der 
Umdrehungsaxe nach dem Kreisende zu den Winkel 90° + c 
bildet, und dafs dasselbe auf ein Object gerichtet ist, dessen 
Declination d und dessen Stundenwinkel 1 ist, so sind die 
Coordinaten dieses Punktes in Bezug auf den Aequator, wenn 
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man die Axe der x wieder nach dem Nordpunkte gerichtet 
annimmt: 
z= sin, y= cos dsint und z= — cos d cos t, 
oder, wenn man die Axe der z in der Ebene des Acquators 
in der Riehtung der Umdrehungsaxe des Instruments an- 
nimmt: zie mind) 
x = — cos à cos (t — m). 

Nimmt man nun ein zweites Coordinatensystem an, in 
welchem die Axe der y mit der vorigen zusaunnenfüllt, wäh- 
rend die Axe der œ mit der Umdrehungsaxe des Instruments 
zusammenfällt, so ist jetzt: 

zr = — sin e, 
und da die Axen der œ in beiden Systemen den Winkel » 
mit einander bilden, so hat man: 
sin c = — sin Ó sin n + cos Ò cos (t—m) cos n. 

Man findet diese Formeln auch aus der Detrachtung des 
Dreiecks zwischen dem Pole P, dem Zenith Z und dem 
Punkte Q, in welchen die dem Kreisende enigegengesetzte 
Seite der Axe die Himmelskugel trifft. In diesem ist, wenn 
das Kreisende Nord ist, P Q = 180° —(g0— n, £Q-—90"—-b 
und PZ = 90° — p, während der Winkel QPZ — m und 
QZS-—kist. Die Formel für sin c erhält man dagegen aus 
dem Dreiecke PS'Q, wo S'der Punkt der Himmelskugel ist, 
auf den die Absehenlinie des Fernrohrs gerichtet ist, und in 
dem SQ = 90" — c, wenn S im Westen ist, S P = 90^ — 9, 
PQ —180'—190— nj ist, während der Winkel SPQ — t —m ist. 

Löst man in der letzten Gleichung cos (t— m) auf und 
setzt für sin n, cos n cos m und oos sin m die vorher ge- 
fuudenen Werthe, so erhält man, wenn iman die Sinus der 
Grófsen b, k und c mit dem Bogen vertauscht und die Co- 
sinus gleich Eins setzt: 

c = — sin ĝ cos p + cos d sin p cos t 

— [sin 9 sin p + cos Ò cos g cos t] b 

+ cos ô sin t . k, 
oder da: sin ô sin p + cos Ô cos p cos t = cos z 
und cos Ó sin t — sin 2 sin A, 
oder, da A hier nahe gleich 90° ist: 

cos Ô sin = sin z, 
wenn der Stern im Westen stehend angenommen wird: 
c b cos z — k sin z = — sin Ô cos p + cos Ò sin p cos t. 
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Ist dann © die wahre Sternzeit, zu welcher der Stern 
im ersten Vertical ist, also 6 —« der Stundenwinkel des Sterns 
in diesem Augenblicke, so ist: 
tang d 
cos (d—a) = ERO 
tang o 
oder: 
= — sind eos p + cosösing cos (0 — e). 
Zieht man diese Gleichung von der vorigen ab, so er- 
hält man: 
ce + b cos z — k sin z = cos Ô sin p. 2 sin 4 [Ø — a — t] sin $ [0 — a-t- t]. 
Da nun c, b und k kleme Gröfsen, also auch 0 — a und t 
wenig von einander verschieden sind, so kann man 
sin ¿ statt sin A [0 — a + t] 
und 
4[9 — a — t] statt sin 4 [9 — a — d 
setzen und erhält dann, wenn man bemerkt, dafs 
cos dain t = sin z 
ist: c b T 
0— a= 1-4 i S =g à 
sin z sin q tang z sn p sın p 
Hat man nun einen Stern zu der Uhrzeit T an dem Mit- 
telfaden des Instruments beobachtet, so wird T-- Af die wahre 
Sternzeit und der Stundenwinkel 
T+At—o=t 
sein. Man erhält daher: 


b k 
0-—T-rAt-r -. - Ll ^ 
sin z sin 1g tang z Sin p sın p 


Diese Formel gilt, wenn das Kreisende nördlich und 
der Stern im Westen beobachtet ist. Hätte der Stern im 
Osten gestanden, so wäre 

cos Ó sin 4 = -— sin z 
gewesen. Da nun die Grölsen c, b und k ihre Zeichen be- 
halten, so hat man nur in der vorigen Formel die Zeichen 
der Divisoren sin s und tang s zu ändern und erhält: 

NL ET Ant b Ex E ( Kreis Nord - 

sin z sm p tang z s sin p sinp * Stern Ost 

Für die Lage des Instruments, bei welcher der Kreis im 
Süden ist, ändern b und c ihre Zeichen; man hat daher: — 


v D m 
6 z T -- At — ——— T b - Le f Kreis Süd ` 
sin a sing * tangzsinp sinp f Stern West ! ) 
und d. 
€ b E A 
=T Att m ) Í { Kreis Süd ) ; 


sinzsing ~ tangzsinp sing ! Stern Os 1 e 
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Kennt man nun O und «e, so erhält man durch die 
Formel 


tang p cos (O — «) = tang d 
die Polhóhe q, wenn die Declination des Sterns bekannt ist, 
oder die Declination, wenn die Polhöhe bekannt ist. Sind © 
und O’ die Zeiten, zu denen der Stern im östlichen und 
westlichen Theile des ersten Verticals war, so ist j (6 — ©) 
der Stundenwinkel des Sterns in dem Augenblicke, wo der- 
selbe im ersten Verticale war, und man erhält: 

tang p cos 4 (0 — 0) = tang d, 

sodafs man dann also die Rectascension des Sterns nicht zu 
kennen braucht, um « oder ò zu finden. Hat man nun das 
Instrument zwischen der Beobachtung des Sterns im Osten 
und im Westen umgelegt, also das eine Mal bei Kreis Nord, 
das andre Mal bei Kreis Süd beobachtet, so wird 

1(0'—0) —4CT'— T). 
sodafs man dann also weder den Stand der Uhr, noch die 
Fehler der Aufstellung des Instruments zu kennen braucht. 
Ein Beispiel hierzu findet man in No. 24 des fünften Ab- 
schnitts. 


26. Die eben gegebenen Formeln gelten nur für eiue 
sehr nahe richtige Aufstellung des Instruments, wenn also b, c 
und k kleine Gröfsen sind, deren Quadrate man vernach- 
lissigen kann. Häufig wendet man aber die Methode der 
Bestimmung der Polhóhe durch Beobachtungen im ersten 
Verticale auf Reisen an, wo man das Instrument oft nicht in 
einer so grolsen Nähe am ersten Verticale aufstellen kann, 
dafs die angeführte Bedingung erfüllt ist. Dann kann man 
also die eben gegebenen Näherungsformeln nicht anwenden. 
Es war nun vorher die strenge Gleichung gefunden: 
sin c = — sin Ô sin n + cos Ô cos n cos (t — m), 
oder, wenn man die Werthe für sinn, cos» cosm und cosa sinm 
substituirt: 
sinc — — sin b sin Ó sin p — sin b cos ô cos p cos ¿ — cos b cos k sin ô cos p 
-+ eos b cos k sin p cos ô eos t +- cos b sin k cos Ô sin t. 
Hätte man genau im ersten Verticale beobachtet, so wäre: 
sin ô == cos z sin p, cos Ô cos l = cos z cos p 
und 


cos ò sin ¿ — sin z. 


525 


Da nun aber angenommen wird, dafs das Instrument in 
einiger Entfernung vom ersten Verticale steht, so führe man 
die Hülfswinkel eim: 

sin à = cos d sin y/ 

cos Ô cos t = cos d cos 

cos dain ! — sin z’. 
Dadurch geht die Formel für sin c über in: 
sin e = — sin b cos z' cos (g — p') -t- cos b cos k cos z' sin (p — g') 
-+ cos b sin k sin z', 
und man erhält: 

> sin c sec z' H ang k tang d 

RE cos b cos k cos(p — y’) E. E ES CES 

Aus dieser Formel sicht man, dafs mau am Vortheilhaf- 
testen Steine beobachtet, welche dem Zenith so nahe als 
möglich vorbeigehen, weil mau selbst dann, wenn man k nur 
annähernd kennt, cine ziemlich genaue Polhóhe finden wird. 
Beobachtet man nun aber in verschiedenen Lagen des In- 
struments im Osten und im Westen, so kann man die Beob- 
achtungen noch so mut emander combiniren, da(s die Fehler 
emander ganz aufheben. Die obige Formel gilt nämlich für 
Stern West und Kreis Nord. Für die übrigen Fälle erhält 
man die Formeln wie vorher, indem man für Stern Ost z 
nogativ setzt: 


eeh ^ sin e sec 2' " tangb , tang tangz | Kreis Nord ] 
ang (py—p )= m ( 
d cosb coskcos(yp—g') ^ cos k cos (p—g") l Stern Ost! 
ant * sin c sec z' tang b tangktangz'( Kreis Süd N 

ang (p— gf) = — - 
ei, cosb coskcos(p—g) cosk cos (p— q^) (Stern West) 
sin c sec 2 tangb , tanghtangz ( Kreis Süd ) 


tang (p —g; ^ = — ` 
ang (PP) cosbeoskeos(g—p) cosk cos (p—y') l Stem Ost ! 


Legt man also das Instrument zwischen den Beobach- 
tungen des Sterns im Osten und un Westen um und berech- 
net p — ıy aus jeder einzelnen Beobachtung, so ist das Mit- 
tel frei von allen Fehlern des Instruments. Kann man nicht 
denselben Stern im Osten und Westen beobachten, so beob- 
achtet man einen Stern im Osten und einen andern bei ver- 
änderter Lage des Instruments im Westen und verbindet dann 
die Resultate mit einander. Wählt man zwei solche Sterne 
aus, deren Zenithdistanzen im ersten Verticale nahe gleich 
sind, so hebt sich der gröfste Theil der von der Aufstellung 
des Instruments herrührenden Fehler auf und die Genauig- 
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keit der Polhöhenbestimmung hängt dann noch allein von der 
Genauigkeit ab, mit welcher q' bestimmt ist. Es war aber 
oS tang ô 1 
cost 
also erhält man, wenn man die Formel logarithmisch geschrie- 
ben, differenzirt: 
ZC sin 29 
sin 20 
Auch hieraus sieht man wieder, dafs es am Vortheilhaf- 
testen ist, solche Sterne zu beobachten, welche nahe am Ze- 
nith durch den ersten Vertical gehen. Da nämlich: 
tang g ; 
cos p 
so wird der Coefficient von df auch sin g’ tang a geschrieben 
werden kónnen, also für Zenithsterne sehr kleim werden, und 
weil dann für solche Sterne ö nahe gleich q ist, so wird ein 


Fehler in der Declination wenigstens nicht vergrófsert. 


dô + 4 sin 2 g/ tang t dr. 


tangi = 


Hat man an mehreren Fäden beobachtet, so ist es nicht 
einmal nöthig, die Beobachtungen an den Seitenfäden auf 
den Mittelfaden zu reduciren, was bei diesem Instrumente 
eine etwas weitläuftige Rechnung giebt, sondern man kann 
aus der Verbindung von je zwei Beobachtungen an demsel- 
ben Faden im Osten und im Westen eine Polhóhe ableiten *) 


und nachher das Mittel nehmen. li ka apt IL, ini h 
Schreibt man die Formel für tang (p — q) so um: 
f 7 sin c .. tang ! 
sin (p — g^) = — - D - —9g') — tang k tang z, 
KC cos b eos b^ ar a S TE 8 


löst man dann sin (g—9) auf, substituirt für sin oi und 
cos oi die Werthe 


sin ô see d und eos Ô cos t sec z 
und setzt den Factor von tang b, 
cos (p — g’), 
gleich Eins, so erhält man: 

d 1 len sinc 
EI e N t - 
sin (p — à) = cos Ò sin p . 2 sin 3 t" + ege m 
tang b 
os k 


$ us D 
cos — tang ksin z. 


*) Hat man nämlich an einem Seitenfaden, dessen Distanz f ist, beob- 
achtet, so ist es dasselbe, als wenn man an einem Instrumente beobachtet 
d hätte, dessen Collimationsfehler c + f ist. 


N my 
Qu D / y A 
ra) Jet] ase ë £À l1, Fg E cU CA A 
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Sind b, e und k kleine Gröfsen, so erhält man hieraus 
für die Bestimmung der Polhöhe durch Zenithsterne die fol- 
genden bequemen Formeln, indem man noch c-i-f statt c 
setzt: 

y—d=sinpcosd.2sind?=f--5b-+c— k sin z [Kreis Nord, Stern West] 
-+b + c + ksinz [Kreis Nord, Stern Ost] 
— b — c — k sinz [Kreis Süd, Stern West] 
— b — c + k sin z [Kreis Süd, Stern Ost]. 

An dem im ersten Verticale aufgestellten Passageninstru- 
mente auf der Berliner Sternwarte wurde am 10. September 
1846 der Stern 9 Draconis beobachtet. 


Kreis Nord, Stern Ost. 
I II UT IV H VI VII 
19m 95.0, 17h 10m48s.0, 5m24s.0, 1m165.5, 16h hd ts 3 
Kreis Süd, Stern West. 
Im bs D. 54m 595,7, 50m 475.8, 17^ 45m 285.0, 37m 385.0. 
Die Neigung des Instruments war: 
bei Kreis Nord = -+ 4", 64 
bei Kreis Süd = —3 . 49. 


Ferner war: 
a — 17h 26m 585.59 


A 52025 27". 71 elen 
At= — 545,52, 
und die Füdendistanzen sind im Bogen: 
IT 12 7317 116 
II 6 43.78 
Zr E 3825904197 
17 M £P lie 
V. 6 34.214 


K 127225322 
Um nun o — ô zu berechnen, muls man schon einen 
genüherten Werth von y kennen. Nimmt man 
p= 52° 30' 16", 
80 wird: 
log sin p cos ô = 9. 684686, 
und man erhält: 


Kreis Nord. 


III IV H VI VII 
t 8m445,11 17m5s,11 22m29s.11 26m365.61 32m4065.81 
log2sinyt? 2.17552 2.75807 2.99648 3.14264 3.32351 
singpceosd2sindt?1 12 .48 4 37.18 7 59.92 11 11.94 16 59 .07 
9 —38 4 31.05 4 37.18 4 30.78 4 37.73 4 36.75, 
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also im Mittel: 
p — Ò = V 37". 22 + 4". 04 -+e -H k sin z. 

Ebenso findet man aus den Beobachtungen bei Kreis 
Süd im Mittel: 

q — des 4' Dä 53 -- 3", 49 — c — E sin z, 
mithin, wenn man die Resultate in beiden Lagen verbindet: 
e — Ò= 4' 49", 44 
p= 52? 30' 47", 21 
c -l- k sin z = -- 7”. 58. 

Diese Methode ist die vorzüglichste, um die Zenithdistanz 
p— d eines dem Zenith nahen Sterns mit grofser Schärfe 
zu bestimmen und kann daher mit Vortheil angewandt wer- 
den, um die Aenderungen der Zenithdistanz eines Sterns durch 
Aberration, Nutation und Parallaxe und mithin die Constan- 
ten dieser Correctionen selbst zu bestunmen. Dieselbe ist 
auch von Struve zu diesem Zwecke mit dem grölsten Erfolge 
angewandt. Da die Neigung des Instruments einen so grofsen 
Einflufs auf das Resultat hat, indem eim Fehler derselben 
vollständig im Resultate bleibt, so muls das zu solchen Beob- 
achtungen angewandte Instrument so gebaut sein, dafs die 
Nivellirung sich mit der grófsten Schärfe machen lälst. Das 
nach Struve’s Angaben zuerst für die Pulkowaer Sternwarte 
gebaute Instrument ist so eingerichtet, dafs das Niveau stets 
auf der Axe des Instruments selbst während der Umlegung, 
die sich mit grofser Leichtigkeit ausführen läfst, verbleibt, 
sodaís jede etwaige Veränderung des Niveau's durch das Auf- 
setzen verhütet ist nnd man wohl annehmen kann, dals sich 
das Niveau wührend der kurzen Zwischenzeit der Beobach- 
tungen nicht ändert. Beobachtet man das Niveau in jeder 
Lage vollständig durch Umkehren desselben, so erhält man 
b und N: indessen ist es nur nóthig, dasselbe mit dem Instru- 
mente umzulegeu, wodurch man sogleich b — b' erhält, eine 
Grófse, die allein für das Resultat benutzt wird, wie man aus 
dem obigen Deispiel sieht. 

Eine Schwierigkeit bei diesen Beobachtungen ist die 
Schätzung des Bruchtheils der Secunde, zu welchem der Stern 
am Faden ist, wegen der schiefen Bewegung des Sterns gegen 
den Faden. Der Gebrauch des Chronograph wird daher für 
diese Beobachtungen sehr zu empfehlen sein, da es immer 
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leicht ist, den Augenbliek aufzufassen, wenn der Stern durch 
den Faden halbirt wird. 

Für die Bestimmung der Parallaxe oder der Constanten 
der Aberration und Nutation nach dieser Methode muís man 
Sterne wühlen, die dem Pole der Ecliptie nahe sind, weil für 
solche der Einflufs dieser Correctionen auf die Declination 
möglichst groís wird. 


27. Die Formeln, durch welche man die Reduction von 
einem Seitenfaden auf den Mittelfaden erhält, findet man auf 
dieselbe Weise wie beim Passageninstrument. Hat man näm- 
lich an einem Seitenfaden beobachtet, dessen Distanz vom 
Mittelfaden f ist, so ist es dasselbe, als wenn man an einem 
Instrumente beobachtet hat, dessen Collimationsfehler c -+ f 
ist. Man hat daher die Gleichung: 

sin (c + f) = — sin Ó sin n + cos Ô cos n cos (t! — m), 
wo t' der Stundenwinkel des Sterns in dem Augenblicke ist, 
in welchem man denselben am Seitenfaden beobachtet hat. 
Zieht man davon die Gleichung ab: 
sin c = — sin Ò sin n -+ cos d cos n cos (t — m), 
so erhält man 
2 sin 4 f cos [5 f+c]=2 cos ô cos n sin $ (t— 7) sin [4 +!) — m]. 

Da nun f immer nur wenige Minuten betrágt, so kann 
man für die linke Seite der Gleichung f setzen, und findet 
dann: 


"i 


H e IN TO CT WE a ‘RIN sr * T 
cos d sind (z4 ) cos n cos m — cos Ô cos 4 W- t’) cosn sinm 


2 sini (t— 0) = 


oder, wenn man für cos n cos m und cos z sin m die in der 
vorigen Nummer gefundenen Ausdrücke durch b und k setzt: 


2 sin 4 (1 —4) 5 


= cos Ò sin g sink (4-2) [1 —6 cotang p — k cotang 4 (+) cosec el ` 


Man muls also bei der Reduction von einem Seitenfaden 
auf den Mittelfaden nicht die eigentliche Füdendistanz f an- 
wenden, sondern die Grölse 


1 — 5 cotang p — k cotang + (t-r) cosec p 2 


und es ist dann: 
j" 


cos d sin p sind (t -H- 7) 


2 sin + (r— t) ee 


34 
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Um nun diese Gleichung auflösen zu können, miilste 
man H schon kennen. Es ist aber 
sin 4 GH) = sin [t —4 (( — 7]. 
Nimmt man dann für ! (1— t") die halbe Zwischenzeit, welche 
zwischen dem Durchgange durch den Seitenfaden und den 
Mittelfaden verflossen ist, so ist die rechte Seite der Glei- 
chung bekannt und man kann daraus £ — 8 berechnen. Weicht 
der gefundene Werth von dem angenommenen Werthe zu 
sehr ab, so muís man die Rechnung mit dem neuen Werthe 
wiederholen. Vorher muls man aber die reducirte Fäden- 
distanz f' berechnen. Dabei kann man nun iu der Regel 
das Glied b cotang q fortlassen, weil b immer nur wenige 
Secunden betragen wird. Ist der Stern nicht sehr nahe am 
Zenith beobachtet und k eine kleine Grófse, so kann man 
auch die Correction wegen k vernachlässigen und hat dann 
hlos die eigentliche Fädendistanz f anzuwenden. Nahe am 
Zenith kann aber das Glied, welches 4 enthält, wenn dies 
nicht sehr klein ist, merklich werden. Es ist nämlich 
tang £ cos p = tang z, 
und da f klein ist, so wird auch sehr nahe 
tang d cos ¢ = tang z' 
sein, also auch 
tang + (t+ 7) cos p = tang 4 (z4-z). 
Statt des Factors von k kann man daher auch schreiben : 
cotaug p cotang 4 (e + z^), 
woraus man sieht, dafs die Correction sehr nahe am Zenith 
bedeutend werden kann. 
Statt der indirecten Auflösung der Gleichung 
f! 
cos Ô sin p sind +?) 
kann man auch die Auflösung durch eine Reihe anwenden. 
Die Gleichung kann man nämlich auch so schreiben: 
f? e 
cos sin y 
woraus man nach Formel (19) in No. 11 der Einleitung 
erhält: 


2sint t—!)= 


cos t' — cos i = 


! E] 
"MC f — lcotangt Dem / 
cos Ó sing sin 4 | cos d sing sin 2 | 
Zë p 
= p È 
LN E E vr? 
" Leos Ò sing sin 1 Deeg 
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Ist nun das Instrument nahe richtig aufgestellt, so ist 


cos sin t = sin z, 


mithin 
4 a 
JEE £ m — + cotang t Hewi 
sin z sin Ø Lanz sing] 
1-9 
1 [1 +3 cotang ı?] Fr p 
singsing 


Da in dieser Formel auch cine gerade Potenz von f vor- 
kommt, so sicht man, daís Fäden, welche gleich weit zu bei- 
den Sciten vom Mittelfaden abstehen, hier nicht denselben 
Werth für #—t geben. Für ein negatives f wird nämlich 


d 2 
DE ee 4 cotang t F | 


sin 2 Sn gp sın z Sin gp 


-+ 4 [1 -+- 3 cotang £°] 4] - Bon 


sin z sin p 

Um nun diese Reihen bequemer berechnen zu können, 
kann man sich eine Tafel anlegen, aus welcher man mit dem 
Argumente à die Grölse sin o sin z, und ebenso 1 cotang t 
und 3 (1 -+3 cotang 1°) findet. 

Man kann aber diese Reihenentwickelung nur dann an- 
wenden, wenn der Stern nicht nahe am Zenith ist, weil im 
anderen Falle auch noch einige der folgenden Glieder mit- 
genommen werden mülsten. 

Ist die Zenithdistanz klein, so bedient man sich mit Vor- 
theil der folgenden Methode zur Berechnung von €. Es war 

f 
cos Ò sine 

Zieht man den Ausdruck auf beiden Seiten von 1 ab 
und addirt auch 1, so erhält man durch die Division der 
entstehenden Gleichungen: 


tang 4 1? 2 sin 41? cos ô sin g —7" 
s E 1 3 (^ cos dai , 
"on 2 cos L 1? cos à sin q--/" 


cos t! = cos t+- 


Da nun ferner 


ist, so wird 
in (p — à 
1 — cos t= 2 sin 4 Hua y. v) 
cos ö sin p 


und 


1 + cos == 2 cos 1 15 = ——— i 
cos à sin g 


34” 
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mithin wird r age 
sın — — Í 
tang li? = mF DETI , 
und für em negatives f 
sin (p — à) + f” 
Eso ee SE Za 

Die Fädendistauzen selbst bestimmt man, indem man 
einen dem Zenithe nahe stehenden Stern an den einzelnen 
Fäden beobachtet. Berechnet man dann aus den Beobach- 
tungen an jedem Faden die Gröfse 

sing cos ô . 2 sin ko, 
so geben die Unterschiede dieser Grófsen die Fädendistan- 
zen, weil für Zenithalsterne 
g — à = sin p cos Ò . 2 sin 4 t? zz f£ 4- e +b + E sin z. 

So hütte man z. B. in dem Beispiel der vorigen Num- 
mer aus den Beobachtungen bei Kreis Nord die Fädendistan- 
zen erhalten: 

III-— 8 24"."0 

æ 74 
le et dc 
VII-12 21.89. 

Den 2ten October 1838 wurde der Stern œ Bootis an 
dem im ersten Verticale aufgestellten Passageninstrumente in 
Berlin beobachtet. 


Kreis Süd, Stern West. 


I I III IV H Vt VII 
a Bootis 44s.7 85.3 50s.2 19h 2m 325.2 133.8 55s.4 1m19s,2, 


Die Fädendistanzen waren in Zeit: 


T = 515.639 
II = 25 .814 
III = 12 . 610 
V = 13.305 
VI = 26 .523 


VII = 52 . 397; 
ferner war: 


At= -+ 475.5, a= íáh 8m 468,5, = + 20° 1' 39", gp = 52? 30' 16", 
Die Gróísen b und k waren so klein, dafs man die re- 


ducirte Fädendistanz f' nicht zu berechnen braucht. Damit 
erhált man nun 
t= 4h 55m 35.2 — 73? 45' 48".0, log cos Ó sin t sing == 9. 85244 
und 
log cotang 4 ¿= 9 . 14552, 


D 
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Um nun das zweite Glied der Reihe zu berechnen, mufs 


man in Theile des Radius verwandeln, also mit 


sin y cos à sint 
15 multiplieiren und nit 206265 dividiren. Darauf hat man 
das Quadrat zu nehmen, und um das Glied dann in Zeit- 
secunden zu verwandeln, hat man wieder mit 206265 zu mul- 
tıpliciren und mit 15 zu dividiren. Der Factor von 


pm e 


Lsin p cos à sin t | 
wird daher: 
-€ 
20626 
wovon der Logarithmus 5.00718 ist. Ebenso wird der Coef- 
ficient des dritten Gliedes, wenn man dasselbe in Zeitsecun- 


den erhalten will: 


5t 3 cotang 2, 


2 
t E [1 +3 eotang t?]. 


Dies Glied hat aber in diesem Falle keinen Einflufs mehr. 
Berechnet man z. D. die Reduction für den Faden I, so ist 
hier f negativ, und man erhält: 


" 


— -p e — 128.033 
sin p cos Ô sin t 
5 : IF E pe 
=P 206265 ` ieia Uu WEE: | = + 0.053, 

also wird die Reduction auf den Mittelfaden für 

J—— 1m 125,48. 
Ebenso erhält man: 

II = — 368.25 
III = — 1417.71 
V= -+18 .69 
Ware 


VII = + 73 . 54. 


Es werden also die Beobachtungen der einzelnen Fäden 
auf den Mittelfaden reducirt: 


19h 2m 325.22 
32 .05 
32 .49 
32 .20 
32 .49 
32 .04 
32.74 


im Mittel 19h 2m 32s, 40. 
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Um nun auch ein Beispiel für die audre Art der Re- 
duction zu haben, nehme man folgende Beobachtung von 
« Persei: 


Kreis Süd, Stern West. 
I Um III IV Y 
«Persei Am 265,0 2"m38s, 0 1m435,0 5h 0m 498,2 59m 525,0 
VI VII 
58m555.2 57m2s,0, 
Berechnet man zuerst: 
tang 4 ? = 2 G= 1 
s sin (p +ô) 
indem man 
à — 49° 16' 26", 7 
und 
p= 52° 30' 16". 0 
nimmt, so erhält man: 
t= 26? DÉI 58", 88. 
Nimmt man nun den ersten Faden, so ist f negativ, mau 
hat also die Formel zu berechnen: 


DÉI Ee sin (p — ô) fF 


u) 


tang y t 


Da nun 
J= 51s. 639 = 12 54". 585, 
oder in Theilen des Radius gleich 0.0037553 ist, so er- 
hält man 
t’ = 27058 6",72, 
also 
ege EN 7081 
= Ob 3m36s.52. 
Ebenso erhält man für die übrigen Fäden: 


I] = 4™ 498. 05 
IH 93 .48 
V 56 .85 


VI 1 53.85 
VII 3 46.7. 

Bei diesem Sterne ist die Reihenentwicklung indessen 
noch mit mehr Bequemlichkeit anzuwenden, da bei Faden 
III und V das dritte Glied gar keinen Einflufs mehr hat und 
auch bei dem ersten und siebenten Faden der Werth dessel- 
ben nur 0°,12 ist, 
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28. Es ist nun noch zu zeigen, auf welche Weise man 
die Fehler des Instruments durch die Beobachtungen bestimmt. 

Die Neigung b der Axe wird immer durch unmittelbare 
Nivellirung gefunden. Den Collimationsfehler kann man, wie 
inan in No. 26 gesehen hat, bestimmen, wenn man dem Ze- 
nithe nahe stehende Sterne bei verschiedenen Lagen des In- 
struments im Osten und Westen beobachtet. Man erhält 
denselben auch, wenn man eine östliche und westliche Beob- 
achtung desselben Sterns in ein und derselben Lage des Instru- 
ments mit einander verbindet. Es ist nämlich für Kreis Nord: 


[d 


k 
—- — —- - [Stern Ost] 


Ee El ; 
sm z Sn gp sin p 


k 
9 — T'-- At + ege — == [Stern West], 
sinzsing sing 


wo angenommen ist, dals die Correction wegen der Neigung 
schon angebracht ist. Es ist also: 

c — siu p sin z [4 (0' — 6) — £(T' — T], 
€) aus der Gleichung 


cos 4 (G' — 9) = 


wo LC 
tang d 

WU NE 
tang p 
oder schärfer, wenn man 4(6'— 6) — t setzt, aus der Glei- 
chung 
sin (p — ô) 
sin (p 3-9) 
gefunden wird. Damit der Coefficient sin z recht klein wird, 
also Fehler in der Beobachtung der Zeiten T und T' keinen 
grofsen Einflußs auf den Werth von c erlangen, muls man 
zur Bestimmung von c solche Sterne nehmen, welche so nahe 
als móglich beim Zenith durch den ersten Vertical gehen. 


Addirt man die beiden Gleichungen für © und ©, so 
erhält man: 


tang 4 z? = 


k=sinp (T -+ 7) + At — 4 (0 + 0), 
oder, da 4 (0 -4- GO) = « ist: 
k = sin g [E (T + T) + At — a]. 

Für die Bestimmung von k wird man Sterne zu wühlen 
haben, welche weit vom Zenith durch den ersten Vertical 
gehen, weil man für diese die Durchgänge durch die Fäden 
genauer beobachten kann. Im Jahre 1838 wurde an dem 
Passageninstrumente der Berliner Sternwarte beobachtet: 
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Kreis Süd. 
Juni 25 æ Bootis West 19h 3m 15,44 
26 « Bootis Ost 9 12 54 .49, 
wo die angesetzten Zeiten schon die Mittel aus den Deob- 
achtungen an sieben Fäden simd. Juni 25 war b = +- 6".42, 
Juni 26 dagegen +- 7". 98.  Corrigirt man also die Zeiten 
wegen der Neigung durch Hinzufügung des Ghedes + eene 
so hat man zur Beobachtung im Westen — 0*.26 und zur 
Beobachtung im Osten 05.32 hinzuzulegen, sodaís man erhält: 
T=19 3m 45,18 
T'— 9 12 54 .81. 
Es ist also 
1 (T 4- T) = 14h 7m 585. 00, 
und da 
At—-1- 205.27 und a = 14h 8" 165, 48 
war, so erhält man: 
k= + 15.42. 
Anm. Ueber das Passageninstrument im ersten Verticale vergleiche 
man: Encke, Bemerkungen über das Durchgangsinstrument von Ost nach 
West. Berliner astronomisches Jahrbuch für 1843 pag. 300 u. folgende. 


VI. Höheninstrumente. 


29. Die Höheninstrumente sind entweder ganze Kreise 
(Verticalkreise), Quadranten oder Sextanten. Die Vertical- 
kreise sind an einer horizontalen Axe befestigt, die auf einer 
verticalen Säule ruht. Durch ein auf die horizontale Axe 
aufgesetztes Niveau kann die verticale Stellung der Säule ge- 
prüft und mittelst der drei Fulsschrauben des Instruments 
berichtigt werden. Die Berichtigung ist vollkommen, wenn 
die Blase des Niveau’s bei der Umdrehung der Säule um die 
Axe in allen Lagen dieselbe Stellung beibehält. Durch das 
Umlegen des Niveau's auf der horizontalen Axe findet man 
dann die Neigung dieser Axe, die durch zu dem Zwecke 
angebrachte Correctionsschrauben berichtigt werden kann, so- 
dafs der Kreis vertical steht. 
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Die horizontale Axe trägt einen getheiten Kreis, der 
sich zugleich mit dem Fernrohr bewegt, während der in der- 
selben Ebene liegende Nonienkreis fest mit der Säule ver- 
bunden ist. Dieser Kreis trügt ein Niveau wie der Kreis 
des Höhen- uud Azimntalinstruments. Geschieht die Ab- 
lesung durch Mikroskope, so ist der Mikroskopenträger fest 
mit der Säule verbunden und trägt das Niveau. Die dop- 
pelten Zenithdistanzen eines Sterns werden dann durch die 
Beobachtung des Sterus in zwei um 180° verschiedenen La- 
gen der horizontalen Axe, ganz wie beim Höhen- und Azi- 
mutalinstrument, bestimmt, überhaupt gilt alles dort in Bezug 
auf die Hóhenbeobachtungen Gesagte auch für den Verti- 
calkreis. 

Da bei diesen Instrumenten das Fernrohr an einem Ende 
der Axe befestigt ist, so wird dadurch eine Aenderung des 
Collimationsfehlers erzeugt, die denselben mit der Zenith- 
distanz veränderlich macht, sodafs man ihn von der Form 
c-+-a cos z annehmen kann. Bei einem gröfseren Instru- 
mente der Art wird man den Collimationsfehler in der hori- 
zontalen Lage des Fernrohrs wie beim Meridiankreise durch 
zwei einander gegenüberstehende Collimatoren bestimmen kón- 
nen, in der verticalen Stellung dagegen durch die Beobach- 
tung der reflectirten Bilder der Fäden im Quecksilberhori- 
zonte, wie in No. 22 gezeigt war. Der Unterschied beider 
ergiebt die Grölse a, die indessen nur immer wenige Secun- 
den ist und daher auf die Messung der Zenithdistanzen kei- 
nen Einfluls hat. 


Anm. Der Quadrant dient ebenfalls zur Beobachtung der Hohen der 
Gestirne und besteht aus einem Gradbogen, welcher gleich dem vierten Theile 
eines Kreises ist und um dessen Mittelpunkt sich ein an einer Alhidade be- 
festigtes Fernrohr bewegt. Ist ein solcher Quadrant an einer senkrechten 
Wand in der Ebene des Meridians befestigt, so heifst derselbe Mauerquadrant, 
Bei den tragbaren Quadranten, welche zu Höhenmessungen in allen Azimu- 
ten dienen, ist dagegen der Gradbogen an einer verticalen Säule befestigt, 
welche auf drei Fulsschrauben ruht und sich nm ihre Axe bewegen lülst. 
Diese Instrumente sind jetzt günzlich aufser Gebrauch gekommen, indem die 
Mauerquadranten dureh die Meridiankreise, die tragbaren Quadranten aber 
durch die Verticalkreise und die Höhen- und Azimutalkreise verdrängt sind. 


30. Das wichtigste Hóheniustrument ist der Spiegel- 
sextant, welcher nach seinem Erfinder auch der Hadleysche 
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Sextant genannt wird”). Dieses Instrument dient übrigens 
nicht allein zu Hóhenbeobachtungen, sondern allgemein zur 
Messung des Winkels zwischen zwei Objecten in jeder Rich- 
tung gegen den Horizont, und da dasselbe keine feste Auf- 
stellung erfordert, sondern die Beobachtungen iit demselben 
angestellt werden kónnen, indem man das Instrument in der 
Hand hält, so wird es besonders zu Beobachtungen auf der 
See nützlich, theils zur Bestimmung der Zeit und Polhöhe 
durch die Beobachtung von Sounen- oder Sternhóhen, theils 
zur Bestimmung der geographischen Länge dureh Beobach- 
tung von Monddistanzen. 

Der Spiegelsextant besteht im Allgemeinen aus einem 
Kreissector, gleich dem sechsten Theile eines Kreises, um des- 
sen Mittelpunkt sich eine Alhidade bewegt, welche einen auf 
der Ebene des Sextanten senkrechten und durch den Mittel- 
punkt desselben gehenden Spiegel trägt. Ein anderer kleiner 
Spiegel steht vor dem Objective des Fernrohrs des Sextan- 
ten, ebenfalls auf der Ebene desselben senkrecht und zwar 
parallel der Linie, welchen den Mittelpunkt des Kreisbogens 
mit dem Nullpunkte der Theilung verbindet. Beide Spiegel 
stehen einander parallel, wenn man die Allidade auf den 
Nullpunkt der Theilung stellt. Von dem kleinen Spiegel ist 
nur die untere Hälfte belegt, sodaís durch den oberen, freien 
Theil desselben Lichtstrahlen unmittelbar von einem Objecte 
in das Fernrohr gelangen können. Dreht man nun die Al- 
hidade mit ihrem Spiegel so lange, bis ein Lichtstrahl von 
einem zweiten Objecte von dem grofísen Spiegel nach dem 
kleinen und von da in das Fernrohr reflectirt wird, so sicht 
man im Fernrohre die Bilder beider Gegenstände. Bringt 
man dieselben dann durch eine kleine Bewegung der Alhi- 
dade zur vollständigen Deckung, so ist der Winkel, welchen 
die beiden Spiegel mit einander bilden, d. h. also der Win- 
kel, um welchen man die Alhidade vom Anfangspunkte, wo 
beide Spiegel einander parallel waren, gedreht hat, die Hälfte 


*) Eigentlich ist Newton der Erfinder dieses Instruments, da man nach 
Hadley's Tode unter dessen Papieren eine Beschreibung desselben von New- 
ton's eigner Hand gefunden hat. Hadley hat indessen die Erfindung zuerst 
bekannt gemacht, 
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desjenigen Winkels, um welchen die beiden Objecte von ein- 
ander entfernt sind. 

Zuvörderst ist klar, dafs, wenn beide Spiegel einander 
parallel sind, auch der directe und der zweimal reflectirte 
Lichtstrahl einander parallel sind. Verfolgt man nämlich den 
Weg der beiden Lichtstrahlen in umgekelirter Richtung, in- 
dem man dieselben vom Auge des Beobachters ausgehend 
denkt, so wird zuerst der Weg der beiden Lichtstrahlen der- 
selbe sein. Der eine Strahl geht dann durch den oberen 
Theil des kleinen Spiegels nach dem Objecte A. Ist « der 
Winkel, unter welehem beide Lichtstrahlen den kleinen Spie- 
gel treffen, so wird der andere Lichtstrahl unter dem Winkel « 
reflectirt, und da der grofse Spiegel dem kleinen parallel ist, 
so fällt er auch auf diesen unter dem Winkel « und wird 
wieder unter dem Wiukel « reflectirt. Dieser Winkel wird 
also ebenfalls das Object A treffen, wenn dasselbe unendlich 
weit entfernt ist, soduís die Entfernung der beiden Spiegel 
von einander gegen die Entfernung desselben verschwindet. 

Ist aber der grofse Spiegel unter dem Winkel y gegen 
den kleinen Spiegel geneigt, so trifft der den kleinen Spiegel 
unter dem Winkel « verlassende Strahl jetzt den grolsen 
Spiegel unter einem andern Winkel /. Man hat aber in dem 
Dreiecke, welches die Richtungen der beiden Spiegel und 
die Richtung des reflecürten Strahls bilden: 

1809 — a + y + A = 180° 
oder: 
y a — d. 

Der Lichtstrahl verläfst dann den grofsen Spiegel unter 
dem Winkel 2, und diese Richtung wird die Richtung des 
vom Auge ausgehenden Lichtstrahls unter einem Winkel ö 
schneiden, welcher gleich dem Winkel zwischen den beiden 
Objecten ist, die man im Fernrohre beobachtet. In dem 
Dreiecke, welches der directe Lichtstrahl, der einmal reflec- 
ürte und der zweimal refleetirte mit einander bilden, hat 
man aber: 

180° — 2a + 8 + 2 8 = 180°, 
also: 
Gr, Gelee 
de Ai, 
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Der Winkel zwischen den beiden zur Deckung gebrach- 
ten Objeeten ist daher gleich dem doppelten Winkel, welchen 
die beiden Spiegel mit einander bildeu oder den die Rich- 
tung der Alhidade auf der Theilung angiebt. Zur gröfsereu 
Bequemlichkeit ist nun die Theilung auf dem Gradbogen des 
Sextanten schon mit 2 multiplieirt, indem jeder halbe Grad 
für einen ganzen genommen ist und z. B. bei dem Striche, 
welcher dem zehnten Grade entspricht, schon die Zahl 20 
hingeschrieben ist. Beobachtet man daher die Distanz zweier 
Objecte, so ist dieselbe unmittelbar gleich dem auf dem Sex- 
tanten abgelesenen Winkel. 

Bei Hóhenbeobachtungen vermittelst des Sextanten be- 
dient man sich eines künstlichen Horizonts, gewöhnlich eines 
Quecksilberhorizonts und milst die Distanz des m dem Queck- 
silberhorizonte reflectirten Bildes von dem Objecte, also die 
doppelte Höhe desselben. Auf der See beobachtet man da- 
gegen unmittelbar die Höhen der Gestirne, indem man die- 
selben mit dem Meereshorizonte zur Deckung bringt. 

In dem Falle nimmt man aber die Höhe zu grols, da 
der Meereshorizont wegen der Höhe des Auges über der 
Oberfläche des Meeres nicht mehr ein grófster Kreis, son- 
dern ein kleiner Kreis ist, dessen Zenithdistanz grófser als 
90° ist. Man erhält diesen kleinen Kreis durch den Durch- 
schnitt des Kegels, den die vom Auge an die Oberfläche des 
Meeres gezogenen Tangenten bilden, während der wahre Ho- 
rizont durch den Durchschnitt einer durch das Auge geleg- 
ten waagerechten Ebene mit der Himmelskugel gegeben ist. 
Nennt man die Zenithdistanz des Meereshorizonts 90° + c, 
so sieht man leicht, dafs c der Winkel am Mittelpunkte der 
Erde ist, welchen die beiden Radien nach dem Ort des Beob- 
achters und nach dem Punkte, wo die Tangente die Ober- 
fläche der Erde berührt, mit einander bilden. Es ist daher, 
wenn a den Radius der Erdkugel, k die Höhe des Auges 


über der Oberfläche des Meeres bezeichnet: 
COS c == EN D 
A 
a+h' 
2h 
gh I 


mithin: 2 sin 4 c? = 


/ 
oder auch: c SS, 
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Danach kann man den Winkel e, welcher die Kimmüefe ge- 
nannt wird, für jede Höhe des Auges berechnen und dann 
denselben von der vom Mecereshorizonte gemessenen Höhe 
abziehen. 


31. Es ist nun zu untersuchen, welchen Einflufs Fehler 
des Spiegelsextanten auf die Beobachtungen mit demselben 
haben, und wie man dieselben bestimmen kann. Der Sextant 
kann nun zuerst Fehler haben, die von der Stellung der Spie- 
gel und des Ferurohrs abhängen. Denkt man sich das Auge O 
in dem Mittelpuukte einer Kugel, so wird die Ebene des 
Sextanten diese Kugel in einem grófsten Kreise B A C Fig. 19 


Fig. 19. 

A’ 
y ER ; 
E DR ae uf 
Kaz SS 
E Gs 


schneiden, welcher zugleich die Ebene darstellt, in welcher 
die beiden beobachteten Objecte liegen. OA sei die Gesichts- 
linie nach dem Objecte A. Trifft diese den kleinen Spiegel, 
so wird dieselbe von diesem nach dem groísen Spiegel re- 
flectirt und wenn p der Punkt ist, in welchem das Loth auf 
dem kleinen Spiegel den gröfsten Kreis trifft, so wird der 
Lichtstrahl nach der Reflexion den gröfsten Kreis in dem 
Punkte B treffen, sodals 

Bp=pA 
ist. Bezeichnet ferner P den Punkt, in welchem das Loth 
auf dem groísen Spiegel die Kugel trifft, so wird der Licht- 
strahl nach der zweiten Reflexion die Kugel in dem Punkte C 
treffen, sodals 

PC= PB 
ist, und in dieser Richtung wird das zweite beobachtete Ob- 
ject liegen. Der Winkel zwischen den beiden Objecten ist 
dann AC, der Winkel zwischen den beiden Spiegeln pP, und 
man sieht leicht, dafs AC gleich 2pP ist. 

Dies ist der Fall, wenn die Gesichtslinie des Fernrohrs 
der Ebene des Sextanten parallel ist und beide Spiegel auf 
dieser Ebene senkrecht stehen. Es soll nun aber angenom- 
men werden, dafs die Gesichtslinie des Fernrohrs gegen die 
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Ebene des Sextanten um den Winkel i geneigt ist. Ist dann 
wieder B. AC der grölste Kreis, m welchem die Ebene des 
Sextanten die Kugel schneidet, so wird jetzt die Gesichtslinie 
des Fernrohrs die Kugel nicht mehr in dem Punkte A trof- 
fen, sondern m dem Punkte A’, welcher um den Bogen & 
eines gröfsten Kreises senkrecht über A liegt. Ferner wird 
der Strahl nach der Reflexion von dem kleinen und dem 
grofsen Spiegel die Kugel in den Punkten B’ und €’ treffen, 
welche um denselben Bogen ö des grölsten Kreises senkrecht 
unter B und über C liegen. Bezeichnet man dann den Pol 
des gröfsten Kreises AB C mit Q, so ist QAC der auf dem 
Sextanten abgelesene Winkel, dagegen der Bogen A'C der 
wahre Winkel zwischen den beiden beobachteten Objecten, 
und wenn man den erstern «, den letztern œ nennt, so hat 
man in dem sphärischen Dreiecke A OO: 
cos a’ = sin i? + cos i? cos a 

= cos a 4-2 i? sin & a?, 
also nach Formel (19) der Einleitung: 

a = a — i* tang 4 a. 

Hat also das Fernrohr eine Neigung gegen die Ebene 
des Sextanten, so milst man alle Winkel mit demselben zu 
grofs. Die Gröfse des Fehlers kann man nun einfach be- 
stimmen. ln dem Fernrohr des Sextanten sind nämlich zwei 
Füden angebracht, welche der Ebene desselben parallel sind 
und deren Mitte die Gesichtslinie des Ferurohrs bezeich- 
nen soll. 

Bringt man nun die Bilder zweier Objecte an einem 
Faden zur Berührung und neigt daun den Sextanten so, dafs 
die Bilder sich an dem andern Faden befinden, so müssen 
sie sich auch hier noch berühren, wenn die Gesichtslinie des 
Fernrohrs, also die Richtung nach der Mitte zwischen den 
beiden Fäden der Ebene des Sextanten parallel ist, weil man 
in dem Falle beide Male in gleichen Neigungswinkeln gegen 
die Ebene des Sextanten beobachtet hat. Berühren sich da- 
gegen die Bilder das zweite Mal nicht mehr, so ist dies ein 
Zeichen, dafs die Gesichtslinie des Fernrohrs gegen die Ebene 
des Sextanten geneigt ist. Die Winkel, welche man auf dem 
Sextanten abliest, wenn man die Bilder an den beiden Fäden 
zur Berührung bringt, seien nun s und s', die Neigung des 
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Fernrohrs sci i, die Entfernung der beiden Fäden à und die 
wahre Entfernung der beiden Objecte b, so ist das eine Mal: 
TQ ea : 

s=b-+ LV Pur, “j tang s 5, 
und das andre Mal: 

6 ed 2 N 

E zb iles +i) tangas; 
also, wenn man 

tang Ä s' = tang 1 s 

nimmt: 


S $ cotan Ls 
t E [i S. 


Wie man leicht sicht, gehórt der kleinere Winkel immer 
zu demjenigen Faden, welcher am wenigsten von der Ebene 


des Sextanten abweicht, oder die Richtung, welche der Ebene 


6 b Q d S 
des Sextanten parallel ist, liegt um den Winkel <- — i von 


diesem Faden entfernt. Man mufs dann in dieser Entfernung 
einen dritten Faden einziehen und alle Berührungen an die- 
sem beobachten, oder, wenn man die Berührungen in der 
Mitte der ursprünglichen Fäden beobachtet, von allen gemes- 
senen Winkeln die Gröfse i* tang 1 s abziehen. 

Die Ebene des kleinen Spiegels soll nun parallel der 
Ebene des groísen Spiegels sein, wenn die Alhidade nach 
dem Nullpunkte gerichtet ist, und zugleich sollen beide Spie- 
gel auf der Ebene des Sextanten senkrecht stehen. Den Par- 
allelismus der beiden Spiegel kann man leicht prüfen und 
den Fehler, wenn ein solcher vorhanden ist, corrigiren. Der 
kleine Spiegel hat nämlich zweierlei Correctionsschrauben. 
Die eine Schraube befindet sich auf der Rückseite des Spie- 
gels und dreht denselben um eine auf der Ebene des Sex- 
tanten senkrechte Axe, die zweite Schraube dient dagegen 
dazu, die Ebene des Spiegels senkrecht gegen die Ebene des 
Sextanten zu stellen. Man bringe nun, indem man die Al- 
hidade nahe auf den Nullpunkt richtet, das direct gesehene 
und das zweimal reflectirte Bild eines unendlich weit entfern- 
ten Objeets zur Deckung. Ist dies móglich, so stehen die 
beiden Spiegel einander parallel und der Punkt, welchen die 
Alhidade angiebt, ist dann der eigentliche Nullpunkt, von 
welchem ans alle Winkel gemessen werden miissen. Kann 
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man aber keine Deckung hervorbringen, sondern gehen die 
beiden Bilder vor einander vorbei, so ist dies ein Zeichen, 
dafs die Ebene des kleinen Spiegels der des grofsen nicht 
parallel ist. Bringt man dann die beiden Bilder senkrecht 
unter einander, sodals ihre Distanz ein Minimum ist, so sind 
die Durchschnitte beider Spiegel mit der Ebene des Sextan- 
ten parallel und durch die zweite der vorher erwähnten 
Schrauben kann man dann den kleinen Spiegel so weit be- 
wegen, bis die Bilder einander decken, also die beiden Spie- 
gel einander parallel sind. Der Punkt, welchen dann die 
Alhidade angiebt, ist dann wieder der eigentliche Nullpunkt. 
Zeigt die Alhidade auf den Wiukel c, so nennt man c den 
Collimationsfehler des Sextanten, welchen man von allen 
beobachteten Winkeln abziehen muß. Will man denselben 
fortschaffen, sodals die Alhidade wirklich auf Null zeigt, wenn 
die Bilder desselben unendlich weit entfernten Gegenstandes 
einander decken, so muís man die Alhidade genau auf Null 
stellen und die beiden Bilder durch die Schraube auf der 
Rückseite des kleinen Spiegels zur Deckung bringen. Ge- 
wöhnlich läfst man aber diesen Fehler unverbessert und zieht 
denselben von allen beobachteten Winkeln ab. In der Regel 
bedient man sich der Sonne zur Bestimmung dieses Fehlers, 
indem man das reflectirte Bild zuerst den einen und nachher 
den anderen Rand des direct gesehenen Bildes berühren läfst. 
Hat man das erste Mal a, das andere Mal b abgelesen, so 


ibo. ER, b—a 
“> - gleich dem Collimationsfehler c und ^ ^ oder ZC", 


je nachdem a kleiner oder grófser als b ist, der Durchmes- 
ser der Sonne. Die eine der beiden Ablesungen wird dann 
immer auf den Excedens der Theilung fallen, d. h. auf das 
Stück der Theilug vor dem Nullpunkte, also Winkel im 
vierten Quadranten geben. Man kann aber auch die Winkel 
auf dem Excedens vom Nullpunkte ab zählen und dieselben 
negativ nehmen. 


ist 


Bei den Beobachtungen der Sonne wendet man immer 
farbige Blendgläser zur Schonung des Auges an. Sind die 
beiden Flächen dieser Gläser nicht parallel, so erhält man die 
Bestimmung des Collimationsfehlers durch die Sonne fehlerhaft. 
Macht man nachher Sonnenbeobachtungen, so ist dieser Feh- 
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ler unschädlich, wenn man nur dabei dieselben Blendgläser 
anwendet, welche man bei der Bestimmung des Collimations- 
fehlers benutzt hat. Stellt man dagegen andre Beobachtungen 
z. D. Beobachtungen von Monddistanzen an, so muls man 
immer den Collimationsfehler durch einen Stern oder durch 
ein irdisches Object bestimmen. 

Wenn man nun aber ein irdisches Object beobachtet, 
dessen Entfernung nicht als unendlich groís gegen die Ent- 
fernung der beiden Spiegel angenommen werden kann, so 
muís man an den so gefundenen Collimationsfehler c noch 
eine Correction anbringen, um daraus den wahren Collimations- 
fehler e, zu erhalten, welchen man durch ein unendlich weit 
entferntes Object gefunden hätte. Ist nämlich A die Entfer- 
nung des Objects von dem kleinen Spiegel, f die Entfernung 
beider Spiegel, 9 der Winkel, welchen die Gesichtslinie des 
Fernrohrs mit dem Lothe auf dem kleinen Spiegel macht, 
so erhält man den Winkel c, welchen der directe und der 
zweimal reflectirte Strahl am Objecte mit einander bilden, 
nachdem man das directe Bild und das Spiegelbild zur Coin- 
eidenz gebracht hat, durch die Gleichung: 

Jsin28 
EEGEN 


tang c = 


also: 
` ra 


ed sin28 — 1^ 
wo die rechte Seite der Gleichung mit 206265 multiplicirt 
werden muls, wenn man c in Secunden haben will Hätten 
nun die Spiegel parallel gestanden, so hätte der vom grolsen 
Spiegel reflectirte Strahl ein um den Winkel c von dem 
beobachteten entferntes Object getroffen und man hätte den 
wahren Collimationsfehler c; erhalten, wenn man dies Object 
mit dem vorigen hätte coineidiren lassen. Wäre also c, der 
Winkel gewesen, welchen man auf dem Kreise abgelesen hätte, 


wenn das reflectirte Bild auf das Object fällt, so würde sein: 
Pss SC 
TECH "e E 4g. 


sin 4 £, 


Den Winkel g, der auch vorher schon gebraucht wurde, 
kaun man leicht bestimmen, wenn man den Sextanten auf 
einem Stative befestigt und durch Einstellung auf ein irdi- 
sches Object den Collimationsfehler c, bestimmt. Sieht man 
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dann durch ein mit einem Fadenkreuze versehenes Fernrohr 
in den grofsen Spiegel, bringt das Kreuz mit dem einmal 
reflectirten Bilde des Objects zur Deckung und milst dann 
mit dem Sextanten den Winkel s zwischen dem Objecte und 
dem Fadenkreuze des Fernrohrs, so hat man: 


$-— c9 — E = sin 2 j7. 
Da aber auch: 
ĉo = 0; - sin 2 ff, 
so erhält man: 
2 p= s — c]. 

Ist der kleine Spiegel gegen die Fläche des Sextanten 
um den Winkel i geneigt, so wird das Loth auf demselben 
die um das Auge des Beohachters beschriebene Kugel in 
dem Punkte p' treffen, welcher um den Bogen i eines gröls- 
ten Kreises senkrecht über p liegt. Fig. 20. Dann trifft die 

Fig. 20. 


Richtung des Strahls nach der Reflexion vom kleinen Spiegel 
die Kugel in dem Punkte B' und nach der Reflexion vom 
grofsen Spiegel in dem Punkte C'. Dann ist wieder AC der 
auf dem Sextanten abgelesene Winkel «, AC' dagegen der 
wirklich gemessene Winkel, gleich «. Man hat dann, wie 
man leicht sieht: 
B B'= CO = 2 cos f.i, 
wo f wieder der Winkel zwischen der Gesichtslinie des Fern- 
rohrs und dem Lothe auf dem kleinen Spiegel, also gleich Ap 
ist. Ferner hat man: 
cos a = cos « cos OO 
= cos « — 2 cos 8’ i? cos æ, 
oder nach Formel (19) der Einleitung: 
iia 2cosB^ P 
tang a 
Wäre der grofse Spiegel gegen die Ebene des Sextanten 
um 4 geneigt und hätte man den kleinen Spiegel demselben 
parallel und das Fernrohr senkrecht auf beide gestellt, so 
würden jetzt p, P', A’ und ebenso B' und C' in einem klei- 
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nen Kreise liegen, der um den Bogen i von dem grölsten 
Kreise absteht, in welchem die Ebene des Sextanten die Ku- 
gel schneidet. Dann wäre der Winkel p'P' zwischen den 
beiden Spiegeln oder 1&' ebenso wie vorher, wo das Fern- 
rohr um deu Winkel $ geneigt angenommen wurde: 


J 


4a = 4 a — i’ tang} a, 


also 
a =a — 2 i? tang 1 a. 

Um diesen Fehler wegzuschaffen, bedient man sich ge- 
wöhnlich zweier rechtwinklig gebogenen Metallplatten, welche 
in gleicher Höhe Dioptern haben. In der einen Platte ist 
nämlich in der senkrecht stehenden Fläche ein kleines Loch 
angebraeht, die senkrechte Flüche der andern Platte ist da- 
gegen durchbrochen und ein feiner Silberfaden horizontal so 
eingezogen, dafs derselbe genau die Mitte der Oeffnung 
schneidet, wenn beide Dioptern auf eine Ebene aufgesetzt 
werden. Man legt nun den Sextanten horizontal, stellt die 
erstere Diopter vor den großen Spiegel und dreht diesen 
vermittelst der Alhidade so lange, bis man durch die Oeff- 
nung das Bild der Platte in dem Spiegel sieht. Darauf setzt 
man die andere Diopter ebenfalls vor den Spiegel, sodals 
man auch den Faden durch die Oeffnung sehen kann. Geht 
dann der Faden genau durch die Mitte des Dildes, welches 
der Spiegel von der Oeffnung macht, so steht der grofse 
Spiegel senkrecht, weil dann die Oeffnung, ihr Spiegelbild 
und der Faden in einer geraden Linie liegon und diese (we- 
sen der gleichen Höhe des Fadens und der Oeffnung) der 
Ebene des Sextanten parallel ist. Ist dies nieht der Fall, 
so muls man die Stifte, auf denen der grofse Spiegel ruht, 
so lange ändern, bis man die Verticalität erreicht hat. 

Fig. 21. Es ist auch möglich, dal die 

v a beiden Flächen der Spiegel, welche 

E einander parallel sein sollen, einen 
fue s kleinen Winkel mit einander bilden, 
gd ZZ sodals die Spiegel prismatisch sind. 
` Ae PA Es sei nun AB der auf die Vor- 
HR Zi : derfläche MN des grofsen Spiegels 

\ e auffallende Strahl (Fig. 21), so wird 
E ^ derselbe nach C gebrochen. Trifft 
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der Strahl dann die hintere Fläche unter dem Winkel «, so 
wird er unter demselben Winkel reflectirt und an der Vor- 
derseite des Spiegels nach der Richtung DE gebrochen. 
Sind dann beide Flächen des Spiegels einander parallel, so 
ist der Winkel ABF gleich GDE, sind dagegen die Flächen 
beider Spiegel gegen einander geneigt, so ist dies nicht 
mehr der Fall. Es se? nun Winkel M NP — ò; ferner seien 
die Einfallswinkel ABF und GDE gleich o und b und die 
Brechungswinkel o, und b,, so ist 

a + a = 90? -+ ô 

b, a= 90° — 3, 
also 

bi =a; — 20. 


Ist aber = das Brechungsverhältnifs für den Uebergang 


von Luft in Glas, so ist auch 


A T - 7: 
sina, = --—sina, sm b, = —- sin b: 
m m 
es ist also 
D D n D D D 
sin a — sin b = — [sin a, — sina, cos 2 Ò — eos a, sin 3 ô] 
n 
oder 
m COS à, Za? 
o hee Aë. —23] z seca? — tanga? 
n eos a n 
2 2 
m“ N 
L2 -z — see a* 4- 1. 


H 


a ist nun der Winkel, welchen die Richtung vom Auge nach 
dem zweiten Object mit dem Lothe auf dem grofsen Spiegel 
macht. Nennt man dann / den constanten Winkel, welchen 
die Richtung der Gesichtslinie des Fernrohrs mit dem Lothe 
auf dem kleinen Spiegel macht, y den Winkel, welchen die 
beiden Objecte mit einander bilden, so ist 
a= 4 (y -+ £) 
und man hat: 


Die an den Winkel y anzubringende Correction ist nun 
der Unterschied des Werthes für y — 0 von dem obigen 
Werthe, indem, wenn die Flächen beider Spiegel nicht par- 
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allel sind, auch der Nullpunkt fehlerhaft ist. Es ist daher 
diese Correction æ: 


na — 
zat deel er yM SET +1, 


und diese Correction ist zu addiren, wenn die dickere Seite 
des Spiegels dem einfallenden Strahle zugekehrt ist, weil 
dann der reflectirte Strahl einen kleineren Winkel mit dem 
Lothe auf dem Spiegel macht als der einfallende, also auf 
dem Sextanten ein zu kleiner Winkel abgelesen wird. Da- 
gegen ist die Correction zu subtrahiren, wenn die dünnere 
Seite des Spiegels dem cinfallenden Strahle zugewandt ist. 

Die Formel für z kann man noch etwas einfacher so 
schreiben: 


GR B8 -L-y "E g " r ES 
r= 20 = Es EM Vı- 5 y sin ( Ary sec ^ Vi- -— ] 
oder, da — » - sehr nahe gleich 2 ist: 


AEn e? SC V ia ? sin (Et) sec Eyi — $ sin Fa ; 


Um nun g zu mos om messe man, nachdem man, wie 
vorher gezeigt war, den Nullpunkt bestimmt hat, den Ab- 
stand zweier schaxf begrenzten, über 100? von einander ent- 
fernten Objecte, z. D. den Abstand zweier Fixsterne. Dann 
nehme man den grolseu Spiegel aus seiner Fassung heraus, 
setze ihn umgekehrt ein und messe, nachdem man den Null- 
punkt wieder bestimmt hat, denselben Winkel Ist dann A 
die wahre Entfernung beider Sterne, so erhült man das 
zweite Mal 


A—ı=s), 

wenn man das erste Mal 
Atome" 

abgelesen hat, also wird: 
ve s" 


bsec EX Va — $ sin Ge 

Da die vom grofsen Spiegel kommenden Strahlen den 
kleinen Spiegel immer unter demselben Winkel treffen, so 
ist der Fehler, welcher von der prismatischen Gestalt des 
kleinen Spiegels herrührt, für alle Stellungen des grofsen 
Spiegels, also auch für die dem kleinen Spiegel parallele, die- 
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selbe, sodafs also dieser Fehler auf den Unterschied zweier 
Stellungen des grofsen Spiegels oder auf die gemessenen 
Winkelabstände keinen Einfluls hat. 

Aufserdem kann der Sextant noch eine Excentricitit ha- 
ben, indem der Mittelpunkt der Drehung der Alhidade nicht 
mit dem der Theilung zusanunenfallL Dieser Fehler mus 
durch die Messung bekannter Winkel zwischen zwei Öbjee- 
ten bestimmt werden. Ist nämlich « dieser Winkel und s 
die auf dem Sextanten gemachte Ablesung, so ist nach No. 6 
dieses Abschnitts: 


a 8 es = sin 4 (s — 0) 206265, 
oder 
aam C08 A O. sin $s — — sin LO. cos4 8 206265. 
Durch die Messung zweier Winkel wird man daher 
= cos 1 O und = sin}? O und daraus E und O bestimmen kön- 


nen. Wenn diese Werthe gefunden sind, mufs man zu jeder 
am Sextanten gemachten Ablesung hinzulegen: 


"E undtt 1.0) 208283. 
ag 


Da der Fehler der Excentricität bei einem vollen Kreise 
durch die Ablesung zweier diametral gegenüber stehenden 
Nonien vollständig eliminirt wird, so sind die in neuerer Zeit 
in Gebrauch gekommenen Reflexionskreise den Sextanten vor- 
zuziehen. Besonders bequem sind die von Pistor & Martins 
erfundenen liefleetionskreise, bei denen der kleine Spiegel 
durch ein Prisma ersetzt ist. Diese haben überdies den Vor- 
theil, dafs man damit alle Winkel von 0° bis 180° messen 
kann. Sonst gilt alles vom Spiegelsextanten Gesagte auch 
für diese Instrumente. 


Anm. Vergl. Encke, über den Spiegelsextanten. Berliner astronom. 
Jahrbuch für 1830. 
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VIL Instrumente, welche zur Messung des relativen 
Ortes nahe stehender Gestirne dienen. (Mikrometer 
und Heliometer.) 


32. Fadenmikrometer an einem parallactisch 
aufgestellten Fernrohre. 

Um die Rectascensions- und Declinationsunterschiede nahe 
stehender Gestirne zu messen, hat man in parallactisch aufge- 
stellten F'ernróhren (Aequatorealen) ein Fadenmikrometer, wel- 
ches aus einem Systeme mehrerer paralleler Fäden, durchschnit- 
ten von einem oder mehreren verticalen besteht. Dies System 
von Fäden kann um die Axe des Fernrohrs gedreht werden, 
sodafs man die parallelen Fäden der Richtung der täglichen 
Bewegung parallel stellen kann, indem man einen dem 
Acquator nahe stehenden Stern längs dem einen Faden durch- 
gchen läfst und das Fadenkrenz so lange dreht, bis der Stern 
denselben bei seinem Durchgange durch das Feld nicht mehr 
verlüíst Dann stellt der verticale Faden einen Stundenkreis 
vor. Lälfst man also einen bekannten und einen unbekann- 
ten Stern durch das Feld des Fernrohrs gehen und beobachtet 
die Zeiten der Durchgänge durch den verticalen Faden, so 
ist der Unterschied dieser Zeiten unmittelbar gleich dem 
Kectascensionsunterschiede beider Sterne. Um nun auch De- 
clinationsunterschiede messen zu können, hat man noch einen 
beweglichen, ebenfalls der Richtung der täglichen Bewegung 
parallelen Faden, welchen man vermittelst einer Schraube 
senkrecht gegen den verticalen Faden verstellen kann. An 
dem Instrumente kann man nun die Anzahl der ganzen 
Schraubenumgänge, um welche man den Faden fortbewegt 
hat und die HHunderttheile derselben an dem eingetheilten 
Kopfe der Schraube ablesen. Kennt man also den Werth einer 
Schraubenumdrehung in Secunden und ist die Schraube regel- 
mälsig oder sind die Unregelmälsigkeiten derselben nach No.9 
dieses Abschnitts bestimmt, so kann ınan immer finden, um wie 
viel man den Faden in einem gewissen Sinne verrückt hat. Läfst 
man dann ein Gestirn auf einem der parallelen Fäden durch 
das Feld des Fernrohrs laufen, schraubt den beweglichen 
Faden, bis derselbe das andere Gestirm deckt und liest dann 
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die Stellung der Schraube ab, so erhält man den Declinations- 
unterschied beider Gestime, wenn man nun auch die Stel- 
lung der Schraube abliest, nachdem man den beweglichen 
Faden zur Coincidenz mit dem Faden gebracht hat, auf wel- 
chem der erstere Stern lief und den Unterschied beider Ab- 
lesungen nimmt. Hat das eine Gestirn eine eigene Bewegung, 
so hat man darauf zu schen, dafs man für die Zeit des Rect- 
ascensionsunterschiedes die Zeit des Durchgangs dieses Ge- 
stirns durch den Verticalfaden und ebenso für die Zeit des 
Declinationsunterschiedes die Zeit der Einstellung dieses Ge- 
stirns nimmt. 


Die Coincidenz der Fäden beohachtet man am Besten 
so, dafs man den beweglichen Faden dem festen Faden äu- 
[serst nahe bringt und nachher auf der andern Seite in die- 
selbe Entfernung. Liest man dam die Schraube für beide 
Stellungen ab, so ist das Mittel der Ablesungen die Coinci- 
denz der Fäden. Macht man diese Bestimmung nicht blos 
in der Mitte des Feldes, sondern auch auf jeder Seite des- 
selben in der Nähe des Randes, so kann man dadurch un- 
tersuchen, ob die beiden Fäden einander genau parallel sind, 
da in dem Falle die Coincidenz für beide Seiten des Feldes 
dieselbe sein muls, 


Um nun den Werth einer Schraubenumdrehung in Se- 
cunden zu finden, verfährt man wie bei der Bestimmung der 
Fädendistanzen im Mittagsrohre, indem man den früher ver- 
ticalen Faden der Richtung der täglichen Bewegung parallel 
stellt und die Durchgangszeiten eines dem Pole nahen Sterns 
durch die parallelen Fäden, welche dann Stundenkreise vor- 
stellen, beobachtet. Dann erhält man dadurch die Distanzen 
der Fäden in Bogensecunden, und da man dieselben auch in 
Schraubenumdrehungen bestimmen kann, wenn man den be- 
weglichen Faden nach und nach zur Coincidenz mit den ein- 
zelnen Fäden bringt, so erhält man dadurch den Werth einer 
Schraubenumdrehung in Bogensecunden. Diese Art der Be- 
stimmung wird besonders genau, wenn man sich eines Chrono- 
graph zur Beobachtung der Durchgangszeiten bedienen kann. 


Eine andre Methode der Bestimmung des Werthes einer 
Schraubenumdrehung ist die durch Messung der Höhe eines 
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Schraubengangs und der Brennweite des Fernrohrs, da, wenn 
man erstere mit m, die Brennweite mit f bezeichnet, der Werth 
r einer Schraubenumdrehung gefunden wird durch: 


HO 


? wn 206265. 

Auch kann man wieder nach Gauís's Methode die Abstände 
der Fäden durch ein Winkelinstrument messen, und dann 
diese Abstände in Umdrehungen der Schraube finden; end- 
lich kann man auch einen anderweitig bekannten Winkel, . 
z. B. den Abstand zweier genau bestimmten Sterne mittelst 
der Schraube messen; in beiden Fällen ist aber der Genauig- 
keit der Bestimmung eine Grenze gesetzt durch die bei dem 
Winkelinstrumente zu erreichende Genauigkeit, oder durch 
die Genauigkeit der früheren Bestimmung des Abstands der 
Sterne. 

Da die Brennweite des Fernrohrs sich mit der Tempe- 
ratur ändert, ebenso auch die Höhe der Schraubengänge, 
so ist auch der Werth einer Schraubenumdrehung von der 
Temperatur abhängig. Jede Bestimmung gilt daher nur 
für die Temperatur, bei welcher dieselbe gemacht ist, und 
wenn man Bestimmungen für verschiedene Temperaturen hat, 
so kann man allgemein annehmen: 


(umi db 


wo man dann aus den verschiedenen Werthen die wahrschein- 
lichsten Werthe von o und b durch die Methode der klein- 
sten Quadrate bestimmen kann. 

Gewöhnlich ist ein solches Micrometer so eingerichtet, 
dals man damit auch Distanzen und Positionswinkel, d. h. den 
Winkel, welchen die Verbindungslinie beider Sterne mit der 
Richtung des Declinationskreises macht, bestimmen kann, in- 
dem man an einem am Oeulare befindlichen, getheilten Kreise 
(dem Positionskreise) ablesen kann, um wieviel man das Fa- 
denkreuz gegen die Richtung der täglichen Bewegung dreht. 
Die Distanzen mifst man dann, indem man einen der paral- 
lelen Fäden, am Besten den Mittelfaden auf das eine Gestirn, 
den beweglichen Faden auf das andre Gestirn stellt, nachdem 
man vorher den früher verticalen Faden in die Verbindungs- 
linie gebracht hat. Bestimmt man nachher die Coincidenz 
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des beweglichen Fadens mit dem Mittelfaden, so ist der Un- 
terschied beider Angaben der Schraube die Distanz der Ge- 
stirne, oder wenn man das zweite Mal den Mittelfaden anf 
den zweiten Stern, den beweglichen Faden dagegen auf den 
ersten Stern bringt, so ist der Unterschied beider Ablesun- 
gen der Schraube gleich der doppelten Distanz der beiden 
Gestime. Liest man ferner den Positionskreis ab, sowohl 
wenn der eine Faden beide Gestirne schneidet, als auch wenn 
dieser Faden der täglichen Bewegung parallel gestellt ist, so 
ist der Unterschied beider Ablesungen der Positionswinkel, 
aber vom Parallel ab gezählt. Gewöhnlich nimmt man aber 
den nördlichen Theil des Declinationskreises als Anfangspunkt 
der Positionswinkel und zählt dieselben durch Osten, Süden, 
Westen von 0° bis 360° herum. Nimmt man diese Z&hlungs- 
art an, so muls man zu dem auf die vorher erwähnte Weise 
gefundenen Nullpunkte der Positionswinkel 90° hinzulegen. 

Um den Durchschnittspunkt der Fäden in die Mitte des 
Positionskreises zu bringen, richtet man das Fernrohr auf ein 
entferntes Object, und dreht den Positionskreis um 180°. Bleibt 
die Stellung des Objects gegen die parallelen Fäden dieselbe, 
so ist die Bedingung erfüllt, wo nicht, so kann man das ganze 
System der festen Fäden gegen den beweglichen Faden durch 
eine zweite Schraube, die der Mikrometerschraube gegenüber 
steht, so lange verschieben, bis dies erreicht ist. Durch die 
Bewegung dieser zweiten Schraube wird natürlich die Coin- 
cidenz der Fäden geändert, und man muls daher immer dar- 
auf sehen, dafs die Schraube während einer Beobachtungs- 
reihe, während welcher man die Coincidenz als beständig an- 
nimmt, nicht berührt wird. 

Um nun aus solchen Beobachtungen von Positionen und 
Distanzen den Rectascensions- und Declinationsunterschied 
beider Gestirne zu erhalten, muls man die Relationen zwischen 
denselben und den Distanzen und Positionswinkeln kennen. 
Da aber in dem Dreiecke zwischen den beiden Sternen und 
dem Pole des Aequators die Seiten gleich A, 90° — 9 und 
90"— 9' und die denselben gegenüberstehenden Winkel gleich 
ol — a, 180? — p und p sind, wo p und p' die Positions- 
winkel und A die Distanz bezeichnen, so erhält man nach den 
Gaufsischen Formeln: 
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sin + A sin 4 (p -4- p) — sin # (a! — a) cos 4 (0 -+ ò) 
sin 4 A eos 4 (p' + p) = cos 4 (e! — a) sin à (9 — à) 
cos 4 A sin 5 (p' — p) e sin Ä (a! — a) sin 4 (9 + ô) 
cos kA cos 4 (p' — p) = cos 4 (a! — a) eos 4 (0 — 9). 

Sind «'— e und à'— ð kleine Grófsen, sodaís mau den 
Sinus mit dem Bogen vertauschen und den Cosinus gleich 
Eins setzen kann, so ist auch A eine kleine Gröfse, und da 
man dann auch p gleich p' nehmen kann, so erhält man: 

cos 3 (V 4- ô) [e — a] = Asin p 
à! — Ò = A cosp. 

Solche Messungen von Positionen und Distanzen lassen 
sich am Bequemsten machen, wenn das Fernrohr mit einem 
Uhrwerke versehen ist, durch welches cs so um die Stunden- 
axe gedreht wird, dafs es der Bewegung des Sterns folgt. 
Hat man aber kein solehes Uhrwerk oder kein vollkommenes, 
so kann man sich eines solchen Mikrometers in Verbmdung 
mit dem Chronograph mit Vortheil zur Bestimmung nahe 
stehender fester Objecte, z. B. der Doppelsterne, auch ohne 
Benutzung der Schraube bedienen. Man bringt zu dem Ende 
den beweglichen Faden in eine beliebige Entfernung von dem 
Mittelfaden und aufserdem beide durch Drehung des Posi- 
tionskreises in eine belicbige Lage gegen den Parallel. Beob- 
achtet man dann den Durchgang des Sterns A durch den 
ersten der beiden Fäden, den Begleiter am zweiten Faden 
und nennt die Zwischenzeit t; beobachtet man ferner den Be- 
gleiter am ersten Faden, den Stern A am zweiten Faden und 
nennt die Zwischenzeit €, so ist, wenn A die Entfernung bei- 
der Sterne, p der Positionswinkel des Begleiters, i dagegen 
die durch den Positionskreis gegebene Neigung der Fäden 
gegen den Parallel von der westlichen Seite durch Norden 
hindurch gerechnet ist: 

gem TU ln A ET 
sin 

Die Gröfse a ist nämlich das Stück des Parallels des 
Hauptsterns zwischen dem Hauptsterne und einem durch den 
Begleiter gehenden und gegen den Parallelkreis um den Win- 
kel i geneigten grófsten Kreises. Betrachtet man alle hier 
vorkommenden Bögen als gerade Linien, so hat man ein 
Dreieck, in welehem zwei der Seiten gleich A und o und 
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die gegenüberstehenden Winkel und 90*-4- p — i sind. Hat 
man dann in zwei verschiedenen Lagen der Fäden beobach- 
tet, so findet man aus beiden Werthen von a sowohl A als auch. 
p oder wenn man in mehr als zwei Lagen beobachtet hat, 
so giebt jedes a eine Gleichung von der Form: 
ap eda a ie 
und aus mehren solchen Gleichungen kann man die wahr- 
scheinlichsten Werthe von dA und dp bestimmen. 

An dem Fernrohre der Sternwarte zu Ann Arbor waur- 
den z. B. die folgenden Beobachtungen von e Hydrae ge- 
macht, wo jede Bestimmung von o ein Mittel aus 10 Durch- 
güngen ist: 


0— 


i = 99? 24' 50? 24' 141° 40" 
a = — 1".062 — A", 239 -+ 2". 382. 
Nimmt man p—207?, A=3".5, so erhält man die Glei- 
chungen: 


0 = —0".011 — 0.306 dA — 0.590 dp' 
0 = + 0”.070 — 1.191 dA. — 0.315 del 
0 = —0".044 —+0.668 7A  — 0.089 dp, 


wo p'—jpist. Daraus erhält man d\=+0".056, dp==+0°.208 
und die bei a übrig bleibenden Fehler werden — 0". 040, 
— 0". 004 und -- 0". 024. 

33. Aufser diesem Fadenmikrometer hat man noch an- 
dere, die indessen hier nur kurz erwähnt werden sollen, da 
dieselben fast gar nicht mehr im Gebrauche sind. 

Fig. 22. Das erste ist das Mikrome- 
ter, dessen Fäden Winkel von 
45* mit cinander bilden, Fig. 22. 
Stellt man den einen Faden DE 
der Richtung der täglichen Be- 
wegung parallel, so kann man 
aus der Zeit /'— t, welche ein 
Stern braucht, um von A nach B 
zu gelangen, dessen Abstand vom 
Mittelpunkte finden, indem: 


M 
PCI : 15 cos à. 
Da man ebenso für einen zweiten Stern hat: 


ais = As aps à, 


4 
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so erhält man hieraus den Declinationsunterschied beider 
Sterne. Das arithmetische Mittel der Zeiten t und H ist die 
Zeit, zu welcher der Stern in dem Stundenkreise CM war; 
Tr 

2 
Stundenkreise war. Der Unterschied beider Mittel ist gleich 
dem Rectascensionsunterschiede beider Sterne. 


ebenso ist die Zeit, wann der zweite Stern in diesem 


Fig. 23. Ein zweites Mikrometer ist das Bradley- 
5 sche Netz, bei welchem die Fäden einen 
/| Rhombus bilden, dessen kleinere Diago- 
e nale die Hälfte der gröfseren ist, Fig. 23. 


Bewegung parallel gestellt. Läfst man nun 


FERN Die kleinere Diagonale wird der täglichen 
\ einen Stern durch die Fäden laufen, so 


F / | wird die Zwischenzeit der Beobachtungen 
im Bogen des grófsten Kreises ausgedrückt, 
gleich MD sein, sodafs: 
N MD = 15 (t — À cos 9. 


Für einen zweiten Stern erhält man: 
M' D = 15 (s! —r) cos. 

und daraus den Declinationsunterschied. Den Rectascensions- 

unterschied findet man ganz auf dieselbe Weise wie bei dem 

früheren Mikrometer. 


Diese Mikrometer erfordern eine genaue Untersuchung, 
ob die Fäden einander unter den richtigen Winkeln schnei- 
den. Auch haben sie das Unbequeme, dafs sie des Nachts 
erleuchtet werden müssen, also zur Beobachtung sehr schwa- 
cher Objecte nicht angewandt werden köunen. Sie sind da- 
her mit Recht ganz durch die Kreismikrometer verdrängt, die 
sich einmal mit grofser Genauigkeit ausführen lassen, dann 
aber auch den Vortheil gewähren, daís man sie immer ohne 
Beleuchtung anwendet. 


34. Das Kreismikrometer besteht in einem genau 
kreisförmig abgedrehten Metallringe, der in einer im Brenn- 
punkte des Fernrohrs angebrachten Glasplatte befestigt ist, 
und daher im Gesichtsfelde des Fernrohrs freischwebend er- 
scheint. An diesem Ringe werden die Ein- und Austritte 
der Sterne beobachtet. Dann ist das arithmetische Mittel 
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der Zeiten des Ein- und Austritts die Zeit, zu welcher der 
Stern in dem durch den Mittelpunkt des Kreises gchenden 
Stundenkreise war. Man erhält daher den Rectascensions- 
unterschied zweier Sterne grade so, wie bei den vorher be- 
trachteten Mikrometern. Kennt man nun auch den Halb- 
messer des Kreises, so kann man auch, da die Grölse der 
Sehnen bekannt ist, die Abstände vom Mittelpunkte und da- 
durch die Declinationsunterschiede erhalten. 

Es seien 1 und t' die Zeiten des Ein- und Austritts des 
Sterus, dessen Declination 9, und r und d dasselbe für einen 
andern Stern, dessen Declination Ó', so ist also: 

a —a = $ t'r) — I -H 0. 

Bezeichnen dann 4 und « die halben Sehnen, welche die 

Sterue beschreiben, so ist: 


1 
u 3 Wi t) cos d 


und 
lo D 
u = z -c1)cos0. 
Setzt man ferner: 

4 

sin p — E 

T 

f 

sin g' = E 
= 


wo r den Ilalbmesser des Kreises bedeutet, so erhält man, 
wenn man mit D die Declination des Centrums des Kreises 
bezeichnet: 
ô — D =r cosg 
ð — D =r cos p, 
also: 
9' — à =r [cos p' Æ cos p), 
je nachdem die Sterne zu verschiedenen Seiten oder auf der- 
selben Seite des Mittelpunkts durch das Feld gegangen siud. 
Am llten April 1848 wurde auf der Sternwarte zu Bilk 
an dem Ringmikrometer des sechsfüfsigen Refractors, dessen 
Halbmesser gleich 18' 46”. 25 ist, die Flora 
(= 24° 5. 4) 
und ein Stern, dessen scheinbarer Ort 
o, — 91° 12' 59". 01 
Be OETOT 
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war, mit einander verglichen. Es war: 
T — 11^ 16m35s.0 Stemzeit 7 — 11b 170535. 0 


T= ld E ai des 19746 5 
v — r=508.5 tes 1m53R,5, 
Man hat mithin: 
Jop le 1.70329 log! —t 2.05500 
loga’ 2.853878 logs — 2.89070 
cosy 9.97850 cosp 9.85941 
0 p E ir UAE à —D  413'834".8. 


Da nun beide Gestirne auf derselben Seite des Mittel- 
punkts durehgegangen waren und zwar beide nördlich von 
deinselben, so erhält man 

à! — d — -E- 4' 12", 4. 

Für die Zeiten, wo die Gestirne in dem Stundenkreise 
des Mittelpunkts waren, findet man: 

L (r'r) = 11h 17m 05. 25 i (t!) = 11h 18m 405, 75. 

Es war also um: 

11h 17m 03.25 
a'— a= — 1495.50 o e= 4 117.1 
= — 2722” 50. 

Ist der äufscre Rand eines solchen Ringes ebenso genau 
kreisförmig abgedreht wie der innere Rand, so kann man die 
Ein- und Austritte an beiden Rändern beobachten. Man hat 
dann aber nieht nóthig, die Beobachtungen an jedem einzel- 
nen Rande mit dem dazu gehörigen Halbmesser zu reduci- 
ren, sondern kann etwas kürzer nach den folgenden Formeln 
rechnen. 

Ist u die Schne, r der Halbmesser des äufseren Ringes, 
und bezeichnen w und r' dasselbe für den inneren Ring, 
so ist: 


Gees Ò — t) =p =r sing 
15 J 1 Pisa , 
g es^ nues =rsing, 


also: 
u -+ w = (a -+ b) sin g + (a — b) sin g' 
und 
u — u — (a + U) sin p — (a — b) sine, 
wenn man 
DE EN r—r 


D] =q und 2 = 
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setzt. Daraus erhält man: 


, H SE H nl 
Ga =q sin Län cos Z - FH V cos Basi in 
R 2 D d 2 

- UH iy ger. d [2 Lum A 
Eege = aq cos PT sin 9- 2 P E b sin Pr cos 


Durch Subtraction und Addition der beiden Gleichungen 
d D=rcosp 
d D = r cos g' 
erhält man ferner: 
(a — b) cos p — (a + D) cos p = 0, 


oder 
ti ! 
xin = Ei P 
b =a E = 
e E SS. a 
cos, - 608 —, 
und 
H E et ; ied K 
8— Dacos PEE RS Got) 


also, wenn man den Werth von b in die Ausdrücke für 


H P 
E , m und ô — D 
substituirt: 


und 
cos GEI. cos (Gi sin GEI sin (Ez£) 


A D= 


sel ! 
Pup cos *. a 


2 2 
cos g cos g' 4 
aam ac dag 


8 EE. 


2 2 


cos 


Setzt man nun also: 


Hu He 


! 
i Lee 
og ^ A und Ja sin B, CA) 
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so erhält man 


EN erc) 
Veos œ eos ip 


cos A=— 
Hü == 
cos = -= 
Se 
und 
Ve oos ol 
mg e) cos n ; 
) 
EE 
also: 
0 — D —acos A cos B. (B) 


Die Berechnung des Abstandes der Sehne des Sterns 
von der Mitte des Ringes ist somit auf die einfache Berech- 
nung-der Formeln (A) und (B) zurückgeführt. 

Am 24sten Juni 1850 wurde der von Dr. Petersen ent- 
deckte Comet an einem Ringmikrometer des sechsfülsigen 
Fernrohrs der Bilker Sternwarte mit einem Sterne verglichen, 
dessen scheinbarer Ort war: 

== 2239 22' 417730 01-2100 092412 HIT 
während die Declination des Cometen gleich 59° 20'. 0 ange- 
nommen wurde. Der Halbmesser des äulseren Ringes ist 
gleich 11'21".09, der des inneren Ringes gleich 9 26”.29, 
also ist 
a =a 10' 23". 69. 
Die Deobachtungen waren nun die folgenden: 
C. nördlich vou der Mitte * südlich 
Eintritt *) Austritt Eintritt Austritt 
18h15" 54s 20s 17: 215 485 18m 555,3 135.0 21-20s5.8 375.95. 
Damit erhält man: 


T — «v Aeufserer Rand 1m 548 Zacf A.R. 2m42s.2 
Innerer Rand 1. 1 VA Sech 
log d. Summe 2.24304 2.46195 
log d. Dif. 1. 72428 1.54033 
cos A 9.92623 9.05138 
cos. 9.99418 9.99749 
9 . 92041 9.64887 
ð — D —--8'39". 26 à — D = — A 31". B8, 
also: 


d — ó= + 13 17", 14. 


*) Von den hinter einander stehenden Secunden gehört beim Eintritt 
die erstere zum Anfsoron, die zweite zum inneren Rande und umgekehrt beim 
Austritt. 

36 
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Für den Rectascensionsunterschied erhält man dagegen: 
a! — a = — 3n 255. 82 — — 51’ 27”. 30. 


35. Um zu sehen, unter welchen Umständen die Beob- 
achtungen mit diesem Micrometer am Vortheilhaftesten an- 
zustellen sind, differenzirt man die Formeln: 

rsing--u, rsing—=u, reos p= r cos p — 0 — d. 
Dann erhält man: 
sin q dr+reosp dp = du 
sin 9 dr +r cos g dp = du 
[eos p' = eos p] dr — r sin ol dg! Er sin p dg = d (9' — à) 
oder, wenn man in der letzteren Gleichung dp und dq mit 
Hülfe der beiden ersteren Gleichungen eliminirt: 
[eos o = cos g/] dr — sin ol cos p du! = sin p cos p du 
= cos p cos p' d (Ò — Ò); 
du und dw sind die Fehler der beobachteten halben Zwi- 
schenzeit. Nun sind die Beobachtungen nicht an allen Punk- 
ten des Mikrometers gleich scharf, indem die Sterne nahe 
bei der Mitte schneller aus- und cintreten, also dort die 
Beobachtung sicherer ist als nahe am Rande. Man wird es 
indessen immer so einrichten können, dals die Beobachtun- 
gen an ähnlichen Stellen in Bezug auf den Mittelpunkt an- 
gestellt werden und es wird daher erlaubt sein, du = du 
zu setzen, sodals man dann die Gleichung erhält: 
[cos p == cos g/] dr — sin [p' =F g} du = cos g cos oi d (Ò — ò). 

Will man also bei gegebenem r die Declinationsdifferenz 
zweier Sterne finden, so mufs man die Beobachtung so ein- 
richten, dals cos q cos o so nahe als möglich gleich 1, also 
sing und sin oi sehr klein sind. Man muls daher die Sterne 
so weit als möglich vom Mittelpunkte durch das Feld gehen 
lassen. Sind überdies beide Sterne auf einem Parallel, wo 
also das obere Zeichen gilt und oz! ist, so hat ein Fehler 
in der Bestimmung von r gar keinen Einfluls auf die Bestim- 
mung des Declinationsunterschiedes. Für die Bestimmung 
des Rectaseensionsunterschiedes ist es klar, dafs man die 
Sterne so nahe als móglich durch die Mitte des Feldes gehen 
lassen muls, weil dort die Ein- und Austritte am schnellsten 
erfolgen, also sich auch am schärfsten beobachten lassen. 


36. Häufig ändert das Gestirn, dessen Ort man durch 
das Kreismikrometer bestimmen will, seine Rectascension und 
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Deelination so schnell, dafs die Voraussetzung, dals dasselbe 
in einer Secunde Sternzeit 15" im Bogen zurücklegt, und 
dals die auf seinem Wege errichtete Senkrechte emen De- 
clinationskreis vorstellt, merklich von der Wahrheit abweicht. 
In diesem Falle mufs man an den ohne Rücksicht auf die 
eigene Bewegung hergeleiteten Ort noch eine Correction an- 
bringen. Newt man d den Abstand des Gestrns vom Mit- 
telpunkte des Ringes, so war: 
d? — y? — (15 t cos 0)?, 


wo t=} (t— t"), gleich der halben Zwischenzeit zwischen 
dem Ein- und Austritte, ist. Nennt man nun Ae die Zu- 
nahme der Rectascension des Gestirns in einer Zeitsecunde, 
so ist die Aenderung At von t, welche durch die Aenderung 
der Rectasceusion hervorgebracht wird, sodas t-- At die halbe 
Zwischenzeit bezeichnet, welche man beobachtet hätte, wenn 
die Aenderung der Rectascension gleich Null gewesen wäre: 


1 " 
At=—-t.Au. 
15 
Es ist aber 
2 82 
E E = TD 
also: 
2 8? I ust vi 
=. AS, j D 
oder da 15 t cos ò = u ist: 
2 
d= AQ— D=“ A. (A) 


Ferner ist die Tangente des Winkels n, welchen der 
wahre Weg des Gestirns mit dem Parallele macht: 


tang Ee AT Lon 
= (15 — A a) cos ò 
wo Ad die Aenderung der Declination in einer Zeitsecunde 
bedeutet. 
Es wird also das Stück des Weges des Gestirns zwi- 
schen dem Stundenkreise und dem auf den Weg des Sterns 
vom Mittelpunkte gefällten Perpendikel, wenn man dasselbe 


x nennt: 
dAÓ 
(15 — Aa) cos à 


z = d tang n = 


36* 
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Da man nun zu der ohne Rücksicht auf die eigene Be- 
wegung bereehueten Durchgangszeit durch den Stundenkreis 


die Grófse, - z oder 
dAÓ 
7 45'eos 0? —/sA a cos Ò? 
zu addiren hat, so erhält man für diese Correction, wenn 
man das Product von Ae nnd Ad vernachlässigt: 
vr d.AÓ "Y ail 
AC = )-- 1508 9? ` d /6 bi 
In dem vorher gegebenen Beispiele betrug die um nde- 
rung des Ortes des (tcm in 24 Stunden iu citant 
— 1" 15' und in Declination — 1° 17, cs war also: 
log Au == 8.71551 n 
und 
log A9 — 8.72094 n; 
ferner war: 
log d = 2.71538, log = 2.52468. 
Damit erhält man: 
AQ — D) — — 38 ud A( 3 )=— 7.10. ai 
Den Einflufs der Bewegung in liectaseension auf die 


Declination kann man noch bequemer so in Rechnung brin- 


5 o 3600 — A' a ER n 
gen, dafs man die Sehne mit — jog — multipliirt, wo Ac 
ou 


die Bewegung in Rectascension in Zeit in einer Stunde ist, 
und mit dieser verbesserten Selme den Abstand vom Mittel- 
punkte berechnet. Es ist aber: 
Ge 3600 — A Ben M.A a ; 
^ — 3600 3600 
wo M gleich dem Modulus der Briggischen Logarithmen, also 
gleich 0.4343 ist. Da nun diese Zahl sehr nahe 48 mal 15 
mal 60 durch 100000 ist, so erhält man: 
un Ne. 48.15 
3600 ` 60. 100000" 


: 15 cos d 
Man hat also von dem constanten Logarithmus : 


nur so viel Einheiten der ten Decimale abzuziehen, als 
die 48stündige Bewegung in Rectascension Bogenminuten 
betrügt. 

In dem vorher gebrauchten Beispiele ist die 48stündige 
Aendermo der HectascensioB s —— 2.00 150. Dor 


A 


15 vos d 


constante Logarithmus -~ y^ war: 7.48667. Man muls 


daher jetzt für denselben 7.48817 nehmen und erhält dann: 


. 24304 

.12428 
cos A 0.92063. 
cos B 9.99415 

à — D= 838". 50. 


kä Té 


37. Bisher ist vorausgesetzt worden, dafs man die Wege, 
welche die Sterne während ihres Durchgangs durch das Feld 
des Kreismikrometers beschreiben, als geradlinig betrachten 
kann. Sind aber die Sterne dem Pole so nahe, dafs diese 
Voraussetzung unrichtig ist, so muls man an den nach den 
bisherigen Formeln berechneten Deeclinationsunterschied noch 
eine Correction anbringen. Die Rectascension bedarf dage- 
gen keiner Correction, da das arithmetische Mittel aus den 
Zeiten des Ein- und Austritts anch in diesem Falle die Zeit 
des Durchgangs durch den Stundenkreis des Mittelpunkts giebt. 

In dem sphärischen Dreiecke zwischen dem Pole des 
Aequators, dem Mittelpunkte des Mikrometers und dem Punkte 
des Ein- oder Austritts hat man, wenn r die halbe Zwischen- 
zeit zwischen beiden Momenten bedeutet: 

cos r= gin D sind + cos D cos Ò cos 15 v, 
oder 

sin 4 r? = sin 4 (8 — D)? + cos D cos à sin e Si 
also: 
(8 — D)? = r? — cos à* (15 r)? — [cos D — cos à] cos d (18 v)? 

— y? — cos 0? (15 v)? — (0 — D) sin 9 cos Ó (18 2)?. 
Zieht man auf beiden Seiten die Quadratwnrzel aus, so er- 
hält man, wenn man nur die erste Potenz von à — D mit- 
nimmt: ` 

Ce EE e dE, 
2 [r3 — cos 0? (155)?] 7 

Das erste Glied ist der in der Voraussetzung der gerad- 
linigen Bewegung berechnete Declmationsunterschied, welcher 
mit d bezeichnet werden möge, das zweite Glied ist dagegen 
die gesuchte Correction. Es ist also 

à— D= d — i sin cos ô (15 z)?, 
wo das zweite Glied noch mit 206265 dividirt werden mufs, 
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wenn man die Correction in Seeunden haben will. Für den 
zweiten Stern hat man nun ebenso 
ð — D = d' — } sin d cos Ò (18 v)’, 
mithin 
ð — ô= d'— d 4- 4 [tang ô cos 8? (157)? — tang Ó' cos à' ? (15 «^)!], 
wofür man ohne merklichen Fehler setzen kann: 
0' — à = d'— d + 4 tang + (8+ 9) [cos 9? (154)? — cos 0'? (15 ")?], 
oder da 
cos 9? 15? c? zm? — d? 
und 
cos 02 15? däer? di, 
Ai. ô= d' — d -+ d tang + (0 + ò) (d'+ d) (d' — a). 

Man hat also zu dem in der Voraussetzung der gerad- 
linigen Bewegung berechneten Declinationsunterschiede die 
Correction hinzuzufügen: 

(d’-+d) (—d) 
206265 

Den 30sten Mai 1850 wurde der Comet von Petersen, 
als seine Declination 74" 9' war, mit einem Sterne, dessen 
Declination 73°52'.5 war, verglichen. Die Rechnung nach 
den gewöhnlichen Formeln ergab: 

d= — 8'56".7, d'= + 1 36". 9. 


+ 5 tang 4 (0 +0) 


Damit erhält man dann: 
log (d'4- d) =1. 90200, 
log (d'— d) =2.99721 
Compl log 206265 — 4 . 68557 
Compl log 2 == 9 . 69897 
tang 4 (0 4- ô) = 0 . 54286 
9.82661, 
Correct , = — 0". 67. 
Es war mithin der corrigirte Declinationsunterschied: 
+ 16' 32”. 93. 


38. Um das Kreismikrometer anwenden zu kónnen, ist 
immer die Kenntnifs des Halbmessers erforderlich. Zur Be- 
stimmung desselben kann man sich verschiedener Methoden 
bedienen. 

Beobachtet man zwei Sterne, deren Declination bekannt 
ist, so hat man: 

u-u =r [sin p + sin g!] = 2r sin } (p + g') cos + (p — oi 
u — u = r [sin p — sing] = 2r cos X (p + p’) sin } (p — al, 
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Ferner ist 
ee hs 
cos p -+ cosg)  2cos 4 (p + g) cos 1 (p—g) 


acm 


also auch 
pedes ml Zë D cm. 1 
s = tang y (p d- 9) Bros = tang Ä (p— 9). 
Setzt man daher 


! ] 
et = = tmgA und = * = tang B, 


so wird: 
= à — ô 
Ze 2 cos A cos B 
p+ ul 
= 2sin.A cos B 
LE: u u zl 
— 2cos.1 sin B 


Tc 
Darien 
sin (A — B) 
Die vorher in No. 35 gegebene Differentialgleichung 
zeigt, dafs man die Sterne zu beiden Seiten des Mittelpunkts 
möglichst nahe am Rande mufs durchgehen lassen, weil dann 
der Coefficient von dr ein Maximum und nahe gleich 2, der 
Coefficient von du dagegen nahe Null wird. 
Man muls also zu dieser Bestimmung des Halbmessers 
zwei Sterne auswählen, deren Deelinationsunterschied nur et- 
was kleiner als der Durchmesser des Ringes ist. 
Der Halbmesser des inneren Randes des zuerst in No. 34 
erwähnten Micrometers wurde durch die Plejadensterne Aste- 
rope und Merope bestimmt, deren Declinationen 
Ò = 24" 4' 24". 26 

und 
ó'— 23? 28' 6". 85 

waren und die halben Zwischenzeiten beobachtet *): 
185. 5 und 565,2. 


*) Die Plejadensterne eignen sich besonders zu diesen Bestimmungen, 
weil man unter denselben immer für jedes Mikrometer passende finden wird. 
Die Oerter derselben sind auf das Genaueste von Bessel bestimmt. Astron. 
Nachr. No. 430 und Bessel, astron. Untersuchungen, Band I. 
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Damit erhält man: 
log u + u = 2 . 71038 
log u — i = 2.41490 
cos d = 9 . 96825 
eos B =) . 99693 
9.98518 
v —318' 460", 5. 

Man kann den Halbmesser des Feldes auch aus den 
Durehgüngen zweier Sterne, welche dem Pole nahe stehen, 
bestimmen, da die langsame Bewegung solcher Sterne den 
Einflu(s der Beobachtungsfehler vermindert. In diesem Falle 
kann man aber die eben gegebenen Formeln nicht anwenden, 
weil man den Weg solcher Sterne nicht mehr als geradlinig 
betrachten darf. In dem Dreiecke zwischen dem Pole, dem 
Mittelpunkte des Kreises und dem Punkte des Ein- oder 
Austritts hat man aber, wenn man die halbe Zwischenzeit 
zwischen beiden Momenten, in Bogen verwandelt, iüv den 
einen Stern mit r, für den andern Stern mit 7 bezeichnet: 

cos r = sin d sin D -+ cos Ò cos D cos « 
cos r = sin Ó' sin D + cos dl cos D cos €’. 
Setzt man unter dem Cosinuszeichen 
2ER, 32 D statt © und P E E statt d' 
und zieht beide Gleichungen von einander ab, so erhält man: 


dÄ , c—«v , tr 
tang D == cotang —, — sin —;—- sin "ui. 
4-0 gl  «-r« 
-t tang 2 cos 3” cos Er Zr 
Setzt man also 
AN, qe 
cotang - 3 sin 2 - =Q cos A 
EN FEH 4) 
tang —75--- cos ES CEDE sin A, 
so erhält man D aus der Gleichung: 
. [r-r 
tang D = a sin | SEN (D) 


Nachdem man auf diese Weise D gefunden hat, kann 
man r aus ciner der beiden folgenden Gleichungen berechnen: 
sin 4 r? = sin 4 (8 — D)? + cos Ò cos D sind «?, 

oder 


sin à 7? = sin 4 (0'— D)? + cos’ cos D sin a'?. 
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Setzt man hier 


x 1 
sing r s oo - 
tang y = - x Veosd cosp 
NE — gin L(0 —.D) i y 
oder (€) 

TRA 

: sin La — 

dang = ` 2T. _ Mao ëros D 

PITT dniQ— D) i 


so erhält man: 
sind? = sin d (0 — D)? sec y 
— sin 4 (9! — D)? see y', 
oder auch - 
Zi COS u ES cos y e > 

Die Formeln (A), (B), (C) und (D) enthalten also die 
Auflösung dieser Aufgabe. 

Wenn man den Halbmesser des Ringes nach dieser oder 
der vorigen Methode durch zwei Sterne bestimmt, so muls 
man für den Deelinationsunterschied beider Sterne immer den 
scheinbaren, durch die Refraction veränderten, anwenden. 
Nach No. 16 dieses Abschnitts sind aber die scheinbaren 
Declinationen, wenn die Sterne nicht nahe am Horizonte 


stehen: 

à +57" cotang (N + 0) 
und 

ö' -1- 57" cotang (N 4- 9), 
WO 


tang N, cotang p cos t, 
und f das arithmetische Mittel aus den Stundenwinkeln bei- 
der Sterne ist. 
Man erhält also für den Unterschied der scheinbaren De- 
elinationen: 
3—. 57" sin N) 
sin (N +) sin (N-+0))’ 
wofür man sich auch erlauben kann zu schreiben: 
RES .. 7" sin (0 — Ò) a 
sin [N 4-4 (9 4-0]? 
Den so verbesserten Declinationsunterschied hat man also 
immer für die Berechnung des Halbmessers anzuwenden. 
Diese Bestimmung hängt von der Kenntni(s des Decli- 
nationsunterschiedes der Sterne ab. Da man deshalb solche 
Sterne auszuwühlen hat, deren Oerter sehr genau bekannt 
sind, und die immer zu der helleren Classe gehóren werden, 


ó' — 


570 


während es bei Kreismikrometerbeobachtungen, wo man meist 
schwache Objecte beobachtet, wünschenswerth ist, auch zur 
Bestimmung des Feldes schwache Sterne anzuwenden, da cs 
möglich ist, dafs man die Ein- und Austritte heller Objecte 
etwas anders schätzt”), so hat Peters in Clinton eine andre 
Methode vorgeschlagen, die den Halbmesser aus der Durch- 
gangszeit eines nahe durch die Mitte des Feldes gehenden 
Sterns giebt in Verbindung mit einem andern nahe aın Rande 
durchgehenden Stern, dessen Declinationsunterschied von dem 
ersten Stern nur genähert bekannt zu sein braucht. 

Die Gleichung u =r sin p giebt nämlich: 

r = u + 2v sin (45° — 5 p)’. 

Geht nun der Stern nahe durch die Mitte des Feldes, 
so ist das zweite Glied oder die an « anzubringende Cor- 
rection sehr klein. Zur Bestimmung dieser Correction beob- 
achtet man nun noch einen zweiten Stern in der Nàhe des 
Randes. Dann hat man nach den vorher gefundenen Glei-‘ 
chungen, wenn man setzt 


PIR Li: ab 
Mar qms tang A, CSS = tang B: 
g = z (A + B). 


Es wird daher: 
r= u + 2r sin [45° — 5 (A + B)’, 
oder wegen der Kleinheit des letzten Gliedes, 
r= u [1 + 2 sin (45° — 3 (A+ D)? 
= u [2 — sin (4 + BJ. 

Da man überall leicht zu diesem Zwecke passende Sterne 
finden kann, so wird es am Zweckmälsigsten sein, Sterne in 
der Nähe des Meridians und in ziemlicher Höhe auszuwäh- 
len, sodafs die Refraction keinen Einflufs auf die Beobach- 
tungen hat. Diese Methode zur Bestimmung des Halbmes- 
sers wird besonders zweckmälsig sein, wenn man sich emes 
Chronographs bedient. 

Zur Bestimmung des Durchmessers des Ringes kann 
man auch die von Gauls vorgeschlagene Methode anwenden, 
indem man in das Objectiv des mit dem Kreismikrometer 
versehenen Fernrohrs mit einem andern an einem Winkel- 


*) Beobachtet man am äufsern sowohl als am innern Rande des Ringes, 
so ist ein daraus entstehender Fehler weniger zu befürchten. 
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instrumente befindlichen himeinsieht und den Durchmesser des 
Ringes unmittelbar milst. 


Hat man Sonnenflecken durch das Kreismikrometer beob- 
achtet, so thut man gut, den Halbmesser des Ringes auch 
durch Sonnenbeobachtungen zu bestimmen, weil man in der 
Regel die Antritte der Sonnenränder an den Ring etwas an- 
ders beobachtet als die Antritte von Sternen. Dazu giebt 
nun die Beobachtung der äufseren und inneren Berührungen 
der Sonnenründer mit dem Kreise ein sehr einfaches Mittel. 
Berührt nämlich der erste Rand der Sonne den Ring, so 
ist die Entfernung des Mittelpunkts der Sonne vom Mittel- 
punkte des Ringes gleich R--r, wenn R der Halbmesser dex 
Sonne, r der des Ringes ist. Denkt man sich dann den Weg 
der Sonne als geradlinig, so hat man ein rechtwinkliges Drei- 
eck, dessen Ilypothenuse R-+-r, dessen eine Catbete der Un- 
terschied der Declination des Mittelpunkts der Sonne von der 
Declination des Mittelpunkts des Ringes und dessen andre 
Cathete die halbe Zwischenzeit der äufseren Derührungen im 
Bogen und multiplieirt mit dem Cosinus der Declination ist. 
Man bat also, wenn f diese halbe Zwischenzeit bedeutet, die 
folgende Gleichung: 

(R +r)?’ = (8 — D)? + (45 1 cos dii. 

Für die inneren Berührungen erhält man eine ähnliche 
Gleichung, in welcher nur die halbe Zwischenzeit t' der in- 
neren Berührungen statt # und R—r statt R+ r vorkommt, 
nämlich: / 

OR — 7)? = (8 — D)? -- (15 t cos di. 

Wegen der eigenen Bewegung der Sonne müssen übrigens 
beide Zwischenzeiten in wahrer Sonnenzeit ausgedrückt sein. 
Eliminirt man nun (0 — DY aus beiden Gleichungen, so er- 


hält man: 
(R -- 7? — (R — N)? = (18 cos 0)? [? — t°], 


also 
_ (45 cos 0)? A- elie — r] 
ic AR i 
N An dem einen Kreismikrometer des Refractors der Bilker 


Sternwarte wurde die Sonne beobachtet, als die Declination 
7+ 23° 14 50” und der Halbmesser 15'45". O7 war, und es 
wurden die folgenden Ein- und Austrittzeiten beobachtet: 
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Aeufsere Berührung: Innere Berührung: 
Eintritt 10h 31m 85.2 Sternzeit 10h 32 305. 8 1 
Austritt 34m 478,5 33 25.3 


Daraus erhält man die halben Zwischenzeiten in Stern- 
zeit 1" 495, 65 und 0™ 27s, 25 die man mit 0.99712 zu multi- 
pliciren hat, um dieselben in wahrer Zeit auszudrücken, da 
die Bewegung der Sonne in Rectascension in einem Tage 
An Be, V betrug. Es ist also 

1—21095.33 und //—25.17, 
womit man erhält: 


Anm. Ks ist klar, dafs man für den lfalbmesser des Ringes nur so 
lange denselben Werth annehmen darf, als man die Entfernung des Ringes 
vom Objeetiv nicht ändert, Wenn man daher den Halbmesser durch eine 
der vorher gegebenen Methoden bestimmt hat, so muls man sich genau die 
Stelle bezeichnen, welehe die das Mikrometer enthaltende Ocularröhre bei der 
Beobachtung eingenommen hat, und dieselbe dann bei späteren Beobachtungen 
mit dieseni Mikrometer inimer wieder genau auf diese Marke einstellen, 

Ueber das Kreisnikrometer vergleiche man übrigens dije Aufsätze von 
Bessel in Zach’s monatlicher Correspondenz, Band 24 und 26. 

39. Das Ileliometer. Ein von den bisher betrach- 
teten Mikrometern ganz verschiedenes ist das Helioncter. 
Dies besteht in einem Fernrohre, dessen Objeetiv in zwei 
Hälften geschnitten ist, von denen jede vermittelst einer 
Schraube parallel mit der Schneidungslinie verschoben wer- 
den kann. Die ganze Anzahl von Schraubenwindungen, um 
welche man die eine Objectivhälfte verschoben hat, kann man 
an den Scalen ablesen, welche auf den die Objectivhälften 
tragenden Schiebern angebracht sind, die Theile der Umdre- 
hungen liest man dagegen an den getheilten Köpfen der be- 
wegenden Schrauben ab. Kennt man also den Werth einer 
Schraubenumdrehung in Seeunden, so weils man immer, um 
welchen Bogen man die Mittelpunkte der beiden Objectiv- 
hälften gegen emander verschoben hat. Bilden nun die Ob- 
jectivhälften einen einzigen Kreis, fallen also deren Mittel- 
punkte zusammen, so wird man im Feinrohre von einem 
Gegenstande, auf welchen dasselbe gerichtet ist, nur ein cin- 
ziges Bild schen in der Richtung vom Mittelpunkte des 
Objectivs nach dem Brennpunkte. Verschiebt man aber die 
eine Objectivhälfte um eine Anzahl von Schraubenrevolutionen, 
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so wird das erste Bild von der unbewegten Objectivhälfte 
unverändert geblieben seni, dagegen wird man ein zweites 
Bild des Objects sehen, welches durch die fortbewegte Ob- 
jectivhältte gebildet wird und in der Richtung vom Mittel- 
punkte dieser Objeetivhälfte nach ihrem Brennpunkte liegt. 
Wenn daher ein zweites Object in der Richtung vom Mittel- 
punkte des bewegten Objectivs nach dem Drennpunkte des 
festen stände, so würden das Bild des erstereu Gregenstandes, 
von der festen Objectivháülfte gebildet, und das durch die be- 
wegte Objectivhülfte erzeugte Bild des zweiten Gegenstandes 
einander decken, und den Winkel, um welche beide Gegen- 
stände wirklich entfernt sind, würde man durch die Anzahl 
von Schraubenumdrehungen erhalten, um welche man die 
eine Objeetivhülfte verschoben hat. Hierauf beruht der Ge- 
brauch des Ileliometers zum Messen von Distanzen. 

Um nnn die Schneidungslinie der beiden Objective immer 
in die Richtung der Verbindungslinie der beiden zu messen- 
den Objecte bringen zu können, sind die die Objeetivhülften 
tragenden Splieber so eingerichtet, dafs man dieselben nm 
die Axe des Fernrohrs bewegen kann. Wenn daher das 
lleliometer auch einen Positionskreis hat, an welchem man 
die verschiedenen Lagen, in die man die Schnittlinie bringt, 
ablesen kann, so kaun man mit einem solchen Instrumente 
auch Positionswinkel messen. Dazu ist es aber erforderlich, 
dafs das Heliometer parallactisch aufgestellt ist. 

Das Ocular des Heliometers befindet sich nun ebenso 
wie das Objectiv auf einem beweglichen Schieber, dessen 
Stellung man an einer Scale ablesen kann. Ebenso kann 
das Ocular wie das Objectiv um seine Axe bewegt und die 
Lage desselben an einem kleinen Positionskreise, welcher in 
demselben Sinne wie der Positionskreis des Objectivs getheilt 
ist, abgelesen werden. Diese Einrichtung dient dazu, um den 
Brennpunkt des Oculars immer auf das Bild im Fernrohre 
zu stellen. Bewegt man nämlich die eine Objectivhälfte aus 
der Stellung, in welcher ihr Mittelpunkt mit dem der andern 
zusammenfällt, so rückt ihr Brennpunkt von der Axe des 
Rohrs fort und der Brennpunkt des Oculars fällt daher nicht 
mehr mit dem Bilde zusammen. Um dasselbe also deutlich 
sehen zu können, muls das Ocular ebeuso weit von der Axe 
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entfernt werden können, als das Bild davon absteht. Man 
muls also das Ocular senkrecht gegen die Axe verschieben 
können und, damit die Verschiebung im rechten Sinne erfolgt, 
inufs dasselbe auch sammt seinem Schieber um die Axe des 
Fernrohrs gedreht werden können. 

Die Richtung der Bewegung der Schieber wird nun 
nicht genau durch den Mittelpunkt des Positionskreises gehen. 
Die Angabe des beweglichen *) Schiebers, bei welcher die 
Entfernung des optischen Mittelpunkts des Objectivs von dem 
Mittelpunkte der Kreisumdrehung ein Minimum ist, soll der 
Hauptpunkt genannt werden. Dasselbe soll unter dem Haupt- 
punkte des Oculars verstanden werden. Diesen Hauptpunkt 
kann man immer dadurch bestimmen, daís man diejenige 
Stellung sucht, in welcher bei diametralen Stellungen des 
Objectivs das Bild irgend eines Gegenstandes im Fernrohre 
sich nicht im Sinne der Richtung der Schieber ändert. Hat 
man denselben gefunden, so kann man den Index des Schie- 
bers des Objectivs auf die Mitte der Scale richten. Ebenso 
kann man nun auch den IIauptpuukt des Oenlars finden und 
es soll angenommen werden, daís die für den Hauptpunkt 
geltende Ablesung in allen drei Scalen, den beiden der Ob- 
jectivschieber und der des Ocularschiebers, dieselbe und zwar 
gleich A ist. Man muls dann dem Fadenkreuze des Oculars 
dasselbe Minimum der Entfernung vom Mittelpunkte Wer 
Kreisdrehung geben, Dies bewirkt man dadurch, dafs man 
das Fadenkreuz auf einen sehr weit entfernten Gegenstand 
einstellt und beide Positionskreise um 180° dreht. Steht dann 
das Bild an dem nämlichen Orte, so ist diese Bedingung 
erfüllt; hat sich das Bild indessen gegen das Fadenkreuz 
verschoben, so muls man die Stellung desselben durch die 
Correctionsschrauben berichtigen. 

Die Scale des einen Objectivschiebers zeige nun, wenn 
das von demselben bervorgebrachte Bild auf das Fadenkreuz 
gebracht ist, s an, die von dem ludexfehler befreite Ablesung 
am Positionskreise des Objectivs sei p, zu gleicher Zeit stehe 
der Schieber des Oculars auf c, der Positionskreis auf s. 


*) Es wird nämlich im Folgenden immer angenommen, dafs man nur 
den einen Schieber bewegt und den anderen unverrückt stehen lälst. 
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Es sei ferner a die Entfernung des Hauptpunktes vom Mit- 
telpunkte des Positionskreises und es seien £ und ð die be- 
richtigten Ablesungen am Stunden- und Declinationskreise 
des Instruments, die also denjenigen Punkt des Himmels þe- 
zeichnen, nach welchem hin die Axe des Fernrohrs gerichtet 
ist. Man nehme dann wieder ein rechtwinkliges Coordina- 
tensystem an. Die Coordinaten & und y sollen in der Ebene 
des Fadenkreuzes liegen, und zwar soll die positive Axe der 
é nach 0°, die positive Axe der ; nach 90° des Positions- 
kreises gerichtet, also, wenn das Fernrohr nach dem Zenith 
zeigt, nach Osten gerichtet sein. 

Endlich soll die positive Axe der Z senkrecht auf der 
Ebene des Fadenkreuzes stehen und nach dem Objective zu 
gerichtet sein. Setzt man nun 

s— h — e und 8 — À ze, 

nennt Z die Brennweite des Objectivs, in Einheiten der Scale 
ausgedrückt, und nimmt a positiv, wenn der Hauptpunkt nach 
der Seite der positiven 7 und der Positionswinkel im ersten 
oder vierten Quadranten liegt, so sind die Coordinaten des 
Punktes s: 

ecosp — asinp, esin p —«ocosp, l 
und die des Punktes 6: 

E Cosm — «sin, Esin m — a cos x, 0. 

Die relativen Coordinaten von s in Bezug auf o werden 

dann also sein: 
= e cos p — &cos zt — 4 [sin p — sin zr] 

n= esin p — ssin zt -+ a [cos p — cos zz] (a) 
eh 
und wenn man coelestische Objecte beobachtet, deren Ent- 
fernung vom Brennpunkte des Fernrohrs in Vergleich mit & 
unendlich ist, so kann man diese Ausdrücke auch für die 
Coordinaten des Punktes s in Bezug auf den Brennpunkt an- 
nehmen. 

Diese Coordinaten muís man nun in solche verwandeln, 
die sich auf die Ebene des Aequators und den Meridian 
beziehen, und wo die positive Axe der x in der Ebene des 
Aequators nach 0°, die positive Axe der y nach 90° der Stun- 
denwinkel, endlich die positive Axe der z parallel mit der 
Weltaxe nach dem Nordpole zu gerichtet ist. 
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Dazu denkt man sich zuerst die Axe der E des vorigen 
Systems in der Ebene der ZC nach der Axe der £ zu um 
den Winkel 90°— à. gedreht; dann werden die neuen Coordi- 
naten schon in der Ebene des Aequators liegen und man 
wird haben: 

E'— E sin Ò- E cos Ó 
gr n 
£' — C sin à — È cos Ò. 

Soll nun noch das Fernrohr nach dem Stundenwinkel t 
erichtet sein, so hat man die Axe der H in der Ebene der 
ui um den Winkel 270"-4-: vorwärts zu drehen, nm dieselbe 
in die positive Axe der y zu verwandeln und hat dann die 
Gleichungen: 


£^ 
3 
g 


A cos ony sin t 
= ni—w cost 
e 


di 


Durch Elimination von &, s/ und £ aus diesen Gleichun- 
gen erhält man: 
æ= Ë cos Ô cos L- È sin Ó cos t -H z sin £ 
y = § cos Ô sin t-i- Ésin Ó sin 1— 5 cost 
zs Coin d EE 
oder, wenn man die Werthe von £, 5, C aus den Gleichun- 
gen (a) substituirt: 
x = l cos ò cos t -H [e cos p — scos r] sin Ò cos t- [e sin p — e sin 7t] sin £ 


— [sin p — sin zr] sin Ó cos -F a[cosp— cos zc] sin t 
y = leos Ó sin t- [e cos p — scos m] sin Ò sin t — [e sin p — e sin zr] cost 
— a [sin p — sin alain dain £z — a [cosp — cos zr] cost 
z = lsin à — [e cos p — e cos x] cos Ô -+ a [sin p— sin se] cos. 


Hieraus erhält man das Quadrat der Entfernung r des 
Punktes s vom Anfangspuukte der Coordinaten: 

= l? -4- [e cos p — e cos x]? + [e sin p — e sin zr]? + 4 u? sin} (p — m)’. 

Die Linie vom Anfangspunkte der Coordinaten nach dem 
Punkte s macht dann mit den drei Coordinatenaxen Winkel, 
welche durch die Gleichungen gegeben sind: 


cos ae T, cos äre und cos ya 
Bezeichnet man aber mit ð und 1’ die Deelination und 
den Stundeuwinkel des beobachteten Sterns oder desjenigen 
Punktes, in welchem die Linie vom Fadenkreuze nach dem 
Punkte s die scheinbare Himmelskugel trifft, so ist auch: 
cos a = cos Ó' cost, cos 8 = cos Ó sin t, cos y = sin d. 
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Setzt man also 


+= E 5 ema und 


H 
so erhält man, wenn man auch der Kürze wegen 
1 + [D cos p — A cos zr]? + [D sin p— å sin zr]? + 4d? sin $ (p— x)? = A 
setzt: 


cos d cos t = - — m — 
VA 
, [D sin p — Asin x] sint 
VA 
d [sin p — sin zr] sin eos  — d [eos p— cos zr] siu ¢ 
VA 
s. 4, cos Ò sin / H- [D cos p — A cos zr] sin Ò sint 
cos dain d ss TE 
V A 
[D sin p — A sin zt] cos t e 
s — a (5) 
VA 
d [sinp — sin zr] sin d sin t- d [cos p — coszr] cos t 
va 
ag sin ô — [D cos p— AÀ cos sr] cos d 
sin d == — =— 
V A 
, d [sin p — sin ze] cos d 
Va 


Man beobachtet nun immer zwei Objecte mit dem Me- 
liometer. Es sei also zugleich mit dem Bilde des ersteren 
Sterns em Bild eines andern Sterns, welches durch die zweite 
Objeetivhülfte hervorgebracht ist, auf dem Fadenkreuz, so 
wird man drei ähnliche Gleichungen haben, in denen 

9, 4, A, m, d und p 
dieselben Werthe haben, aber D, A and t in andre Gröfsen 
übergehen, welche für diesen Stern gelten und durch D. Ai 
und t" bezeichnet werden mögen, Dann hat man sechs Glei- 
chungen, welche indessen eigentlich, wenn man die Winkel 
durch die Tangenten sucht, nur vieren entsprechen und in 
denen auf der rechten Seite Alles durch die Ablesungen an 
dem Instrumente gegeben ist, nämlich à und t durch die Ab- 
lesungen an dem Declinations- und Stundenkreise, D und A 
durch die Ablesungen an den Schiebern des Objectivs und 
Oculars, p und æ dureh die beiden Positionskreise. Man 
wird also aus diesen Gleichungen 0’, f£! und ò”, t" finden 
können. Das Instrument giebt freilich die Grölsen ô, t, A 
37 
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und z nieht mit derselben Genauigkeit wie die übrigen Gró- 
fsen; da aber die beiden beobachteten Sterne immer sehr 
nahe stehen, also Fehler in diesen Gröfsen denselben Einfluss 
auf beide Sterne haben, so wird man die Differenzen. 0"— 0’ 
und 2"—t' immer mit aller Schärfe finden können. 

Stehen die beobachteten Sterne dem Pole nahe, so muls 
man 0", ò, t£" und £' nach den strengen Formeln (b) berech- 
nen. In der Regel wird man aber mit Nälernngsformeln 
ausreichen, welche unmittelbar 0"—Ó' und «’—«' geben. Zuerst 
wird es nun erlaubt sein, d gleich Null zu setzen. Löst 
man dann in der Gleichung für sin ò den Nenner in cine 
unendliche Reihe auf, so erhält man, wenn man nur die er- 
sten Glieder mitnimmt: 

sin d — sin à' = [D cos p — A cos zt] cos à +4 [D cos p — A cos x]? sin Ò 
++ [D sin p — A sin zr]? sin d, 
oder nach Formel (20) der Einleitung, wenn man nur die 
Quadrate der in Klammern stehenden Grófsen beibehält: 


ó' — à — — [D cos p — A cos s] — 4 [D sin p — A sin zr]? tang d. 
Für den andern Stern hat man ebenso: 
0"— à = — [D' eos p — A cos x] — 3 [D' sin p — A sinz]? tang 0, 
also wird 


0" — d — [D—D'] eos p 4-4 tang ô [C2-1- D) sin p — 2A sin zz] [D—D'] sinp, (c) 

eine Gleichung, durch welche man den Declinationsunterschied 
der beiden Sterne durch die an dem lustrumente gemachten 
Ablesungen findet. 

Um nun auch den Rectascensionsunterschied zu erhalten, 
multiplieire man die erste der Gleichungen (b) mit sm t, die 
zweite mit — cos £ und addire beide, so wird 

cos Ó' sin (1— 2") = -————— FE pamm Ze zen =t 
V1 [D cos p — A cosa]? + [D sin p — A sin zx]? 
Achnlich erhält man: 


D! sin p — A sin zx 


TOS OLEI Urge ———— — 
V14 [D'eos p — A cosa]? + | D sin p — A sin zr]? 
Vernachlässigt man die Quadrate von D, D' und A, und 
führt die Rectascensionen statt der Stundeuwinkel ein, so ge- 
hen diese Gleichungen in die folgenden über: 
cos dl (à! — a) = D sin p — A sin zx 
cos 0" (a — a) = D'sin p — A sin m, 


und wenn man hierin statt A und d setzt: 
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ð = 4 "+ 0) eu Ge 
el) Et äm 
und den Sinus des kleinen Winkels ð— 0" mit dem Bogen 
vertauscht, dagegen den Cosinus gleich Eins setzt, so er- 
hält man 
(a! — a) cos } (d' -4- 05 = |I) sin p — A sim sr] [1 -H & tang 8 (9" — 3] 
(«" — e) eos 1 (9' + 0") = [L'sin p — A sin s] [1 -H ! tang 9 (9" ën 
also 
Gel — a^) cos Ä (8 4- 0") = (D'— D) sin p + 4 tang Ò [9" — 9"] [D' D] sin p 
— tang 9 A sin x [0"— 9"], 
oder, wenn man für 9"— A den vorher gefundenen Werth 
(D — D/) cos p 
schreibt: 
Lol — a’) cos 4 (E 4- 07) = (D' — D) sin p 
— } tang ëtt D) sinp—2A sinz] [D’—D]eosp. (d) 
Setzt man nun 
u= — ! tang [(D'’+ D) sin p — 2 A sin zr], (4) 
so kann man auch in den Gleichungen (c) und (d) statt dic- 
ser kleinen Grófse u den Sinus schreiben, während man in 
den ersten Gliedern der Gleichungen den Factor cos u hin- 
zufügt und erhält dann: 
8" — ð = — (D' — D) cos (p+ u) 
a" — «= + (D! — D) sin (p+ u) sec} (0 4-0"), 
Disher ist vorausgesetzt worden, daís die Distanz blos 
einfach gemessen ist und es ist dann die Ablesung s eigent- 
lich diejenige, für welche die Bilder der beiden Objectivhülf- 
ten zusammenfallen. Hat man aber zwei Objecte o und b, 
so erhält man, wenn man die Objectivhälften aus einander 
schraubt, zwei neue Bilder o und b', und kann dann das 
Bild a mit dem Bilde N zur Deckung bringen.  Sehraubt 
man nun die Objectivhälften wieder zurück und über den 
Punkt hinans, wo die Mittelpunkte zusammenfallen, so kann 
man auch das Bild b mit dem Bilde « zur Deckung bringen 
und wird dann aus den Ablesungen in beiden Stellungen die 


(B) 


doppelte Distanz erhalten. 

Tat man also die Beobachtungen auf diese Weise an- 
gestellt, so muls man 4 (D'— D) statt D’—D in die obigen 
Formeln setzen. Statt des Winkels pu giebt jede der 
Messungen D Zu und p'u", es wird also 

37* 
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p +p" 


2 


De 


à D + D =s +d — 2h, Å= g — h 


und 
u = — 4 tang Ó [(s + s — 24) sin p — 2 (a — h) sin r) 
à" — f = -— 4 (D'— D) eos (p + u) 
a" — a =+} (D! — D) sin (p + u) sec} (d'-H0"). 
Will man à"—5' und &"—«' gleich in Secunden und w 
; ] DEP x 
in Minuten erhalten, so mufs man —, ^ mit dem Werthe ci- 


e 


nes Scalentheils in Seceunden und den Ausdruck für u mit 
206265 
60.1 
dafs das von p— nr abhängige Glied zu vernachlässigen ist, 
weil 


multiplisiren. Mau kann nun aber immer bewirken, 


8 
u=on, wenn 6 — und m = P 


ist. Man wird dies also durch die Stellung des Oeulars im- 
mer wenigstens nahe einzurichten suchen, zumal da dann 
auch die Bilder im Fernrohre am Deutlichsten erscheinen. 

Bisher war nun angenommen worden, dafs der Ort des 
Gesichtsfeldes, wo man die Sterne zur Coineidenz bringt, der 
Durchschnittspunkt des Fadenkreuzes ist. Wenn die Sterne 
aber nicht gar zu nahe beim Pole stehen, so genügt es voll- 
kommen, wenn man die Coincidenz nach dem Augenmaalse 
in der Mitte des Feldes beobachtet. 


40. Hat das eine Gestim eine cigne Bewegung in Rect- 
ascension und Declination, so muls man hierauf natürlich bei 
der Reduction der Beobachtungen Rücksicht nehmen. Be- 
rechnete man aus jeder einzelnen Distanz, in Verbindung 
mit dem Positionswinkel, deu Rectascensions- und Deelima- 
tionsunterschied, so brauchte man nur das Mittel aus allen 
Bestimmungen für das Mittel der Beobachtungszeiten gelten 
zu lassen, da man die Bewegung in Rectascension und De- 
clination immer als der Zeit proportional betrachten kann. 
Der Kürze wegen wird man es aber meist vorzichen, den 
Rectascensions- und Declinationsunterschied blos aus dem 
Mittel der gemessenen Distanzen und Positionswinkel zu be- 
rechnen. Da diese sich aber nicht immer der Zeit propor- 
tional ändern werden, so kann man das Mittel aus den beob- 
achteten Distanzen und Positionswinkeln nicht unmittelbar 
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für das Mittel der Zeiten gelten lassen, sondern mus erst 
eine Correction an dasselbe anbringen, ähnlich wie bei der 
Reduction gemessener Zenithdistanzen auf das Mittel der Zei- 
ten m No. 5 des fünften Abschnitts, 

Es seien 4, t’, t”, etc. die einzelnen Beobachtungszeiten, 
T das Mittel aus allen, und es sei 

i-T=r, E ist, Al T=", ote. 
Ferner seien p, ph, p", etc. die den einzelnen Zeiten ent- 
sprecheuden Positionswinkel, P der zur Zeit T gehörige, A« 
und A9 die Bewegungen in Rectascension und Declination 
in einer Zeitseenude, wo also r, r, etc. ebeufalls in Zeitse- 
cunden ausgedrückt sein müssen. Daun ist: 
dP der 


p= P -+ e ae: Aen Aer" 


(Ug dä D Ve 
LG AÒ. r-H uu Ad" T? 

dd à Ta dò? - pre 

Solcher Gleichungen wird man nun so viele haben, als 
Positionswiukel gemessen sind, und aus dem Mittel aller cr- 
S 2 
hält man, wenn » die Anzahl der Beobachtungen ist: 
2 

reese 


P 
K . Ad. c*. 
= dò Ae. Adr 


p 
n 
ENDET d^ P qup ] Set 
s = »» - D E A d Deen. E) EU 
L3 da? au nn GER + EN en 
wo man für 
T? 2 32 sin kent 
such == 
n 


nehmen kann, wenn man sich der schon ófter erwühnten Ta- 
feln bedienen will. 

Ebenso erhält man für die zu dem arithmetischen Mittel 
der Zeiten gehörige Distanz D, wenn d, d d", etc. die ein- 
zelnen gemessenen Distanzen sind: 

NT 


D us 
n 


TAA B d'H 1ER " Zr? 
~ l? dei Aa ET. vin 9-3 dëi Ai D 


Man hat nun noch die einzelnen Differentialquotienten zu 
finden. 
Es ist aber 
D sin P = (a — a’) cos d 
D cos P— 0— 8", 
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oder 
GE S 
ang Pn 
tang NISI 


D? = (a — a")? cos à? +- (0 — 9), 
und man erhält leicht: 


dP cosdeosP dP sne aD , dD 
EE E: "Sp re da T 008 9 sio P, 4977 08 P 
d’ P ^  2cosÓ?sim Peos P d’ P  2sinPcosP 
am me DE ua o 251 

dP — 2cosÓsinP? cosd 

ded) — ID 72 
dD- eosÓ? cosP? D  sinP?  d'D cosOsinP cos P 
dei — i) a I RES OL Me wma). e Ld) í 


Daraus findet man dann, wenn man zugleich setzt: 
«cos 0 — c sin y 


Ad=ccosy, 
RB: +" alt, __ sin (P— y) eos (P— y) x d 
n D? n 
a e BEE 
D= E e D 
n E D n 


oder, wenn M den Modulus der Briggischen Logarithmen 
bedeutet : 
log D = log eg T pad cu Es = : 

Um das zweite Glied von P in Bogenminuten, das zweite 
Glied von log D in Einheiten der fünften Decimale zu erhal- 
ten, muls man, wenn R den Werth eines Scalentheils in Se- 
cunden bedeutet, D in Scalentheilen ausgedrückt ist und Ac 


und A9 jetzt die Aenderungen der Rectascension und Decli- 


nation in 24 Stunden in Bogenminuten bezeichnen, das erste 
Glied multiplieiren mit 
60 2006265 
86400? R? 
und das andere mit 
100000 . 60? 
86400? . R? | 
Hat man aber die Tafeln für 2 sin 1 r? benutzt, sodufs 
man genommen hat: 


om py... e Ein GP COS CE MARET TS TET 
erp A n 
n D? D 
und 
en d+d-t+d’+... M siu (P— y)? E Z2singr? 


D A n 
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so muls man die zweiten Glieder beider Gleichungen multi- 
plieiren mit 
60 . 206265* 
86400? 15? , R? 
und 
100000. 60?.206265 
854007. R*.15* ` 


41. Es ist nun noch zu zeigen, auf welche Weise man 
den Nullpunkt des Positionskreises und die Gröfse eines Sca- 
lentheils bestimmen kann. 

Der Nullpunkt des Positionskreises soll da stehen, wo 
die Richtung der Schieber genau der Drehung des Fernrohrs 
um die Declinationsaxe entspricht. Hat man nun die beiden 
Objeetivhälften bedentend von einander entfernt, so drehe 
man die Schieber so, dafs die Nonien des Positionskreises 
auf 0° zeigen und bringe das eine Bild eines Objects in den 
Durchschnittspunkt des Fadenkreuzes *). Kann man dann 
durch alleinige Drehung des Fernrohrs um die Declinations- 
axe auch das andre Bild genau in die Mitte des Fadenkreuzes 
bringen, so sind die Schieber dieser Drehung des Fernrohrs 
parallel, also ist dann der Collimationsfehler des Positions- 
kreises gleich Null. Ist dies aber nicht der Fall, so mufs 
man das Objectiv ein wenig drehen, bis die Bedingung, durch 
blofse Drehung des Ferurohrs um die Declinationsaxe beide 
Dilder dureh die Mitte des Fadenkreuzes zu führen, erfüllt 
ist. Die Zahl, auf welche dann der Nonius des Positions- 
kreises zeigt, ist der wahre Nullpunkt und der Unterschied 
von dem mit Null bezeichueten Punkte der Theilung der 
Collimationsfehler des Kreises. 

Dies setzt nun voraus, dafs die Schieber sich geradlinig 
bewegen. Wäre dies aber nicht der Fall, so würde man bei 
verschiedenen Abständen der zwei Bilder von einander und 
bei verschiedenen Stellungen der Schieber an ihren Scalen 
auch verschiedene Collimationsfehler finden. 

Dreht man das Fadenkreuz des Fernrohrs so um die 


*) Für diesen Zweck ist es gut, wenn man ein Fadenkreuz hat, welches 
aus doppelten, etwas von einander entfernten, parallelen Fäden besteht, so- 
dafs die Mitte des Feldes durch ein kleines Quadrat angegeben wird. 
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Axe desselben, dafs cin dem Aequator naher Stern den einen 
Faden bei seinem Durchgange durch das Feld nicht verläfst, 
so ist derselbe dem Aequator parallel. Bewegt mau dann 
die Schieber der Objective weit aus der Stellung, wo die 
Mittelpunkte der beiden Objectivhälften zusammenfallen, und 
dreht zugleich das Objectiv um die Axe des Fernrohrs so 
lange, bis beide Bilder bei dem Durchgange durch das Feld 
auf dem Faden hingehen, so muls der Positionskreis 90? 
oder 270° zeigen. Liest man aber 90°— e oder 270"— c in 
dieser Stellung ab, so ist c der Collimationsfehler des Krei- 
ses, welchen man zu allen Ablesungen an demselben zu ad- 
diren hat. 

Die Grófse eines Scalentheils des Objectivschiobers fin- 
det man dureh die Messung eines Gegenstandes von bekann- 
tem Durchmesser, etwa der Sonne oder des Abstandes zweier 
genau bestimmter Sterne, wozu sich namentlich die Plejaden- 
sterne eignen, deren Entfernungen von Bessel mit schr gro- 
fser Schärfe gemessen sind. Man kann sich aber auch hier 
wieder der von Gauls vorgeschlagenen, schon früher erwähn- 
ten Methode bedienen. Da nämlich die Axen der beiden 
Objeetivhülften, wenn sie auch um eine groíse Anzahl Sca- 
lentheile von einander abstehen, doch parallel sind, so sieht 
man, wenn man ein für unendlich entfernte Gegenstände ein- 
gestelltes Fernrohr auf das Objectiv eines IHeliometers richtet, 
das doppelte Bild, welches em im Brennpunkte der einen 
Objectivhiülfte ausgespannter Faden giebt. Stellt man also 
die eine Objectivhülfte im die Mitte der Scale, die andere 
Hälfte aber um eie grofse Anzahl von Scalentheilen davon 
entfernt, und läfst dann das Fadenkrenz dureh das gegen 
den hellen Himmel gerichtete Ocular erleuchten, so kann inan 
mit einem zweiten Fernrohre, welches mit einem Winkel 
messenden Instrumente verbunden ist, den scheinbaren Ab- 
stand jener zwei Bilder messen. Indem man nun mit die- 
sem Winkelabstande die Zahl der Scalentheile vergleicht, um 
welche man das eine Objectiv aus der Stellung, in welcher 
die Mittelpunkte zusammenfielen, fortgerückt hat, so erhält 
man die Grölse cines Scalentheiles. Hat die eme Öbjectiv- 
hälfte keine Mikrometertheilung, so mufs man die Beobach- 
tung zwei Male bei verschiedenen Stellungen der mit ei- 
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nem eingetheilten Schraubenkopfe versehenen Objectivhälfte 
anstellen. 

s sci für die erste Messung S die esung an den 

E für d te M g S die Abl g l 
chieber mit der Mikrometerschraube, S, die am zweiten Ob- 
Schiecb t der Mil terschraube, S, d ten Öl 
jectivschieber, s die am Ocularschieber, so hat man, wenn b 
und c die Winkel sind, welche die von den Punkten S, und S 
nach dem Brennpunkte gezogenen Geraden mit der Axe des 
Fernrohrs machen: 
(s— So) R = 206268" tang b 
(S — s) R — 206265” tang c, 
wo R die Grölse ciues Scalentheils bezeichnet. Ferner sei 
der gemessene Winkel zwischen den beiden Bildern des Fa- 
denkreuzes gleich a, so ist 
a=b +c. 
iminirt man nun mit Hülfe dieser Gleichung die Win- 
El t t Hülfe d Gleichung die W 

kel b und e aus den obigen beiden, so erhält man die qua- 
dratische Gleichung: 


Lä R 
pe S — s) tang = tang u 
(s— Bal (8 — s) tang a 206265? +(5S— ) 368265 anga, 
deren Auflösung giebt: 
Jp Tu (I SEN Su) +46— Su) (S— s) tang a” 
206205 2 (s — 5.) (S — s) tang a 


Ist nun blos eine Objectivhülfte mit einem eingetheilten 
Schraubenkopfe versehen, so muls man eine zweite Beobach- 
tung machen. Bei dieser sei S’ der Stand des Schiebers mit 
getheiltem Schraubenkopfe, s’ der des Ocularschiebers, der 
gemessene Wiukel o: dann erhält man für R eine ähnliche 
Gleichung, in welcher 8’, s' und a’ an der Stelle von S, s 
und o stehen. Man kaun nun aber die Messung stets so 
einrichten, dafs 

Blues S — und s— So = So — S 
ist, und wird dann statt der eben gefundenen Gleichung für R 
die folgende schreiben können: 
R (00 (S'-8) — VGS'— IH (s S.) (S=) tang 1 (a +)? 
206205 4 (s— 8,) (8 — s) tang 4 (a+ n) 

Haben s— S, und S— s gleiche Zeichen, so wird man, 

wenn man setzt: 


ta EIS 
ud a’) VG- 


SCH (S—») 1 


tang a —4 


für R erhalten: 


= 206265 ee] 
tang a Y (s— S.) ( 0S — s) 
= 200205 re 


Va—sG-—2 
Haben aber s— S, und S— s verschiedene Zeichen, so 
wird man, wenn man setzt: 
tang s slata 


ie NR m 


sin g = 4 S'ILS 
für R erhalten: 
[epp esami en 
DE ONES 
EE e 
Vs—8)(8—93 


Ist s— S und s'— S', so erhält man statt der quadra- 
tischen Gleichungen für R in beiden Beobachtungen die fol- 
genden: 


(S — 8) E = Lang o 
S I 
So — 5 gsiaós mie 
also: 
^ 2 tang 4 lata) 
R — 206265 en " 
oder auch die Näherungsformel: 
E Acc 
TUO" 


Diese Vorschriften sind natürlich auch anwendbar, wenn 
man den Werth eines Scalentheils durch die Beobachtung 
des Sonnendurchmessers oder des Abstandes zweier Fixsterne 
bestimmt. Dann wird o und «' gleich dem Durchmesser der 
Sonne, oder gleich der Entfernung der beiden Fixsterne. 

Hat das Ileliometer ein Fadenkreuz, so kann man auch 
den einen Faden der tüglichen Bewegung parallel stellen und, 
nachdem man die eine ESO bewegt und den Posi- 
tionskreis so gestellt hat, dafs die beiden Bilder cines Sterns 
auf dem Faden laufen, die Durchgänge derselben durch den 
verticalen Faden beobachten. 

Der Werth einer Schraubenumdrehung ändert sich auch 
hier mit der Temperatur und ist daher von der Form: 

mic Dio 
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Daher gehören die für R gefundenen Werthe zu den be- 
stimmten Temperaturen, bei denen dieselben beobachtet sind, 
und die Werthe von a und b müssen aus den bei verschie- 
denen Temperaturen gefundenen Werthen bestimmt werden. 


Anm. Die Theorie des Heliometers findet man in: 
Hansen, Methode mit dem Fraunhoferschen Heliometer Beobachtungen 
anzustellen. 
und am Vollständigsten in: 
Bessel, Theorie eines mit einem Heliometer versehenen Aequatoreals 
im ersten Bande der astronomischen Untersuchungen und im 15ten 
Bande der Königsberger Beobachtungen. 


VIII. Verbesserung der Mikrometerbeobachtungen 
D 
wegen der Refraction. 


42. Die Beobachtungen an den verschiedenen Mikro- 
metern geben immer den scheinbaren Rectascensions- und 
Declinationsunterschied der Sterne, theils unmittelbar, theils 
lassen sie denselben durch Rechnung finden. Wäre nun die 
Wirkung der Refraction auf beide Sterne dieselbe, so würde 
dieser beobachtete Unterschied der schembaren Oerter auch 
unmittelbar der Unterschied der wahren Oerter sein. Wegen 
der ungleichförmigen Wirkung der Refraction auf Gestirne 
in verschiedenen Ilóhen bedürfen aber die Mikrometerbeob- 
achtuugen noch einer Verbesserung. Nur in dem Falle, wo 
die beiden Sterne auf demselben Parallele stehen, wo also die 
Beobachtungen an demselben Punkte des Mikrometers gescho- 
hen, für welchen die Höhe, also auch die Strahlenbrechung 
dieselbe bleibt, wird diese Correction gleich Null sein *). 

Die gewöhnlichen Refractionstafeln z. B. in den Tabulis 
Regiomontanis geben die Refraction für den Normalzustand 
der Atmosphäre (d. h. für einen bestimmten Barometer- und 
Thermomecterstand) unter der Form: 


tung 2, 


*) Diese Bemerkung gilt natürlich nicht für Mikrometer, mit denen Po- 
sitionswinkel und Distanzen gemessen werden. 
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wo s die scheinbare Zenithdistanz bedeutet, œ dagegen ein 
mit der Zenithdistanz veründerlicher Factor ist, der für 
z= 45? gleich 57". 082 
ist und für wachsende Zenithdistanzen abnimmt, sodafs er 
z. D. für 
z= 85? nur gleich 51”, 310 
ist. Aus diesen Tafeln kann man leicht andre berechnen, 
welche die wahre Zenithdistanz & zum Argumente haben und 
aus denen man dann die Refraction durch die Formel findet: 
o= B tang 6, 

wo f wieder eine Funetion von & ist. Man hat daher: 

Eé =z +8 tangó 

g= z' -- o tang €', 
also: 

D pez stëmme — A tang E, 

oder auch, weun man 


EE 


(s! — 2) mit Ate — z) 
bezeichnet: 
A G'— z) = tang £' — 8 tang 5. (a) 

Dies ıst also der Ausdruck für die Correction, welche 
man dem beobachteten Unterschiede der scheinbaren Zenith- 
distanzen hinzuzufügen bat, um den Unterschied der wahren 
Zenithdistanzen zu erhalten. 

Neunt man nun /, den zu 

Ett, t 
a H 
gehörigen Werth von 8, gegeben durch die Gleichung 
Qo = Bo tang 5o, 


so wird: 
H ES P 1 dg 1927) 
Atang 8 — fi, tang Ẹ' -H 7 dt tang Hr... 
ü 
d, ^ 
f tang £ = f, tang £ — X EL tang E (£ —£E) --... 
Ki 


Setzt man rechts in den zweiten und den folgenden 
Gliedern tang &, statt tang č und tang Ss’, so heben sich die 
Glieder, welche die zweiten Differentialquotienten enthalten, 
in dem Unterschiede beider Gleichungen auf, und man hat 
sehr nahe: 

8 tang El — £ tang & = f, [tang CT — tang £] 


dg tang! — tang & 


+ tang & i 
de 


206265. 


sach,” 
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Setzt man also 


et ye 2 ung Ge " 206265, 


so erhält man aus (a): 

A@— z2) = F [tang £ — tang £] 
wo also k mit dem Werthe 
tots 
P 2 
zu berechnen ist, und da bis auf die zweiten Potenzen von 
C «med n 


we * 
br S 
tang E — tang § = - E 
ge "de xr Tm 
ist, so hat man: 
zl Hi 
AG'—2-—k ee . b) 
AC ) cos 6p” ( 


Diese Formel setzt nuu aber den Unterschied der wah- 
ren Zenithdistanzen als gegeben voraus. Führt man dafür 
den Unterschied der scheinbaren Zenithdistanzen ein, so mufs 


d&o 


man die Formel noch mit multiplieiren und erhält dann: 


dEn ag 


dz, cos Gy? 
oder, wenn man jetzt setzt: 


DS d, og da, tang i 5o 206265 | 
GO d dÉ, sec Cu? 
— do f; E LE 4 
SCH But} d£, sin 26, 20626 65}, (4) 
so erhält man endlich: 
sl E 
!—_)=k.-- £l. B 
A ) cos £,? Si 


Um nun zu schen, wie genau man durch diese Formeln 
den Unterschied der wahren Zenithdistanzen aus dem Unter- 
schiede der scheinbaren Zenithdistanzen finden kann, diene 
das folgende Beispiel: 


Wahre Zenithdistanz E Scheinbare Zenithlistanz z Refraction 
81" 20' 87% E 27". 14' 32". 6 

30 14 54.8 os 

40 24 20.7 39 .3 

50 33 44 .5 16 15.5 

88 0 43 6.4 53 .6 
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Hieraus erhält man die folgenden Werthe für f: 


87° 20' 40". 6427 
30 39 . 5209 
40 38 227 
50 36 . 9073, 
und daraus nach den Formeln für die numerischen Differen- 


. D . So t " o P o 
tialquotienten in No. 15 der Einleitung, die Werthe für fr d 


don 


d. h. für die Aenderung von f, bei einer Aenderung von ei- 
ner Secunde in &,: 


87? 30' — 0". 0019750 
40 0 .0021767 
50 9 . 0023967. 


Berechnet man nun hiermit die Werthe von k, so findet 


: : dia os o 
man, da die Logarithmen von E die folgenden sind: 


az 


81? 30' 0.0271 
40 0.0287 
50 0 . 0307, 
die Werthe der Logarithmen von /: 
k 
87° 30! 6.0505 
40 6.0155 
50 90.9711 
wo k in Theilen des Radius ausgedrückt ist. 


Es sei nun 


3nü 
2904 


z — 87° 10’ und = 87° 50, 


also 


2 — se 40. 


so gehört dazu nach den gewöhnlichen Refractionstafeln: 
E — 87° 24' 47”, 8 
D—88 723.0, 
also 
t—t--r4235".2 
& ten TOP)" o ds 
Nimmt man nun z'— s und Z, als gegeben an und be- 
rechnet A (®— z) nach den vorher gegebenen Formeln (A) 
und (B), so erhält man, da der dem Werthe Z, entsprechende 
log k gleich 5.9925 ist: 
A2 o eR 9544s 
also 
E ge 4- 42! 353. 4, 
fast genau so, wie es die Refractionstafeln gaben. 
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Die Werthe von k kann man nun in Tafeln bringen, 
welche die wahre Zenithdistanz zum Argumente haben. Man 
findet solche Tafeln im dritten Bande der astronomischen 
Nachrichten in Bessels Aufsatze tiber die Correction wegen 
der Strahlenbrechung bei Mikrometerbeobachtungen und in 
dessen astronomischen Untersuchungen, Band I. In der letz- 
ten Abhandlung findet man auch die Aenderungen von E für 
die verschiedenen Barometer- und Thermometerstände. 

Man braucht nun zur Berechnung des Unterschiedes der 
wahren Zenithdistauzen die wahre Zenithdistanz Z, selbst. Da 
man indessen immer die Reetascensionen und Declinationen 
beider Sterne kennt, so findet man diese genau genug, wenn 
man dieselbe aus dem arithmetischen Mittel der Rectascen- 
sionen und Declinationen mit der bekannten Polhöhe des 
Beobachtungsortes berechnet. Dazu wendet man am Be- 
quemsten die folgenden Formeln an, da man auch, wie man 
sogleich schen wird, die Kenntmís des parallactischen Win- 
kels 7 nöthig hat: 

sin 5 sin y = cos p sin to 
sin £ cos 7 = cos 9, sin p — sin Ô, eos p cos ty 
cos E — sin Ó sin p -+- cos du cos p cos ts. 

Setzt man hier: 

COS à = cos p Sin to 
sin n sin N= cos p cos to 
sin z cos N — sin g, 
so hat man: 
sin & siny = cos n 
sin £ cos = sin n cos (N òo) 
cos £ = sinn sin (IN 4- 0,), 
oder 
tang £ sin 1) = cotang n . cosce (N -4- ôo) 
tang £ cos n = cotang (N + ôo). 

Die Gröfsen cotangn und N kann man dann für eine 
bestimmte Polhöhe in Tafeln bringen, deren Argument t ist. 

Hat man die im No. 7 des ersten Abschnitts erwühnten 
Tafeln, so erbält man auch durch diese die Höhe oder Ze- 
nithdistanz und den parallactischen Winkel. Den Zusammen- 
hang der dortigen Formeln mit den eben gegebenen sieht 
man leicht. 


43. Nachdem man den Unterschied der wahren Zenith- 
distanzen aus den scheinbaren berechnen kann, findet man 
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dadurch leicht den Unterschied der wahren Deelinationen und 
Rectascensionen zweier Sterne aus den beobachteten schein- 
baren Unterschieden dieser Gröfsen. Ist nämlich f tang C 
die Refraction in der Zenithdistauz č, so ist 


tang & sin . . 9 f 
B . meis Z2 die Refraction in der Rectascension 


und 
Zong $6087 die Refraction in der Declination. 


Es ist x^ 


„si sin 4 Sin sin 7 
Mp A 
GI tang Gë — f tang 6 Ed k tang € CM k tang £ TU 
tang &, sin 76 tang Go sin 77g 
d. 3 do Te 
mb, eos 2 (8'— 8) -- k. „= I — (a! — a). 
dö, day 
Ebenso erhält man: 
d. tang É ^ 
8' tang & eos al — £ tang § cos y = E. ES Geet Se En 
ado 
en. fn d.tang Ea COS 7o a), ws 


da, 
und hier bezeichnen, wenn k den durch die Formel (A) der 
vorigen Nummer gegebenen Werth bat, d-— ô und d—« die 
scheinbaren Unterschiede der Declinationen und Reetascen- 
sionen beider Sterne. 
Durch Differentiation der Formeln für 


tang C sin» 
—— 2 må tang E cos z 


cos o 
erhält man aber: 
tang E sinn 
cos d tang $? sinn cos y — tan 
dà re cos d 
tang & sin 
d d m 
cos d » 
Paw -- Ll 1 — tang £ cos z tang à + tang £* sin 7? 
d. tang 5 cos y ; 
Si 2 = [tang £? eos y? +1] 
dà 
als d. tang Ẹ cos y : P : 
2 1 — tang C? cos y sin z eos d + tang C sin 7 sind. 
t 


ITiernach kann man nun die einzelnen Mikrometer be- 
trachten, deren Theorie in VI dieses Abschnitts gegeben ist. 
Da indessen die in No. 33 erwähnten Fadennetze jetzt so 
gut wie ganz aufser Gebrauch sind, so wird auf diese im 
Folgenden weiter keine Rücksicht genommen werden. 
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44. Mikrometer, an denen der Rectascensions- 
unterschied durch Durchgänge durch Fäden, wel- 
che auf der Richtung der täglichen Bewegung senk- 
recht stehen, der Declinationsunterschied durch 
unmittelbare Messung bestimmt wird. Bei diesen 
Mikrometern kommt nur die Wirkung der Refraction in dem 
Augenblicke der Durchgänge der Sterne durch denselben 
Stundenkreis, also nur der Unterschied beider Refractionen 
in Betracht, sofern derselbe vom Deeclinationsunterschiede 
abhängt. 

Für den ersteren Stern ist daher die Correction der 
scheinbaren Rectascension und Declination : 


tang & sinn 
BE 3, — en à ——ft 
An P cos o A fitengiéaPasity 
für den andern: 
A tang &' sin ai y 
Age E A0 — — B'tang£! cos '; 


! = SS cos d, j 
À (e—a) = —k. ad, (0 — 8) 
A — 3) - — i, Sei COS No 9), 
9o 


oder, wenn man die Werthe der Differentialquotienten sub- 
stituirt: 


tang Eo” sin ng cos y, — tang Eo sinn, tang 0, 


A (à — a) = k (9 — 0) 
cos Ôo 
A (à! — 0) == k (0' — ô) [tang &,? cos 7o? +1]. 

Diese Formeln lassen sich nun durch die in No. 42 ge- 
brauchten Hülfsgröfsen cotang n und N bequemer ausdrücken. 
Substituirt man nämlich die dort gegebeneu Werthe für 

tang &siny und tang & cos 7 
in die obigen Formeln, so erhält man: 
cotang n cos (N -4- 2 0,) 
sin (N+6,)? cos ôo’ 


k (0 —à 
und Dër AT et ` 


45. Das Kreismikrometer. Wenn sich die Refrac- 
tion während des Durchgangs der Sterne durch das Kreis- 
mikrometer nicht änderte, so würde jeder Stern eine dem 


Aequator parallele Sehne im Felde des Fernrohrs beschrei- 
38 


A (a! — a) = k (S — Ò) 
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ben, und der aus den beobachteten Ein- und Austritten be- 
rechnete Reetascensions- und Deelinationsunterschied wäre 
einfach wegen des Unterschieds der Refractionen, durch wel- 
che die Sternörter im Augenblicke des Durchgangs durch 
den Stundenkreis des Mittelpunkts geändert werden, zu cor- 
rigiren. Man wird also zuerst wie beim vorigen Mikrometer 


haben H 
j eA d tang 5, sin 301008 Q tang 6, sin Tlo tang ĝo 
Ad — a) = k (ð — ô) ER 


und (a) 

A (0 — à) = k (0' — à) [tang Eo? cos 7o? + 1]. 

Da sich nun aber die Refraction während des Durch- 
gangs der Sterne durch das Feld des Mikrometers ändert, 
so ist es dasselbe, als wenn die Sterne eine cigne Bewegung 
in Rectascension und Declination hätten. Bedeuten aber h 
und A die Aenderungen der Rectascension und Declination 
des einen Sterns ın einer Zeitsecunde, so hat man dem aus 
den Beobachtungen berechneten Rectascensions- und Deeli- 
nationsunterschiede nach No. 36 dieses Abschnitts die Cor- 
rection hinzuzufügen: 


2 


d—D 


—— e. D 
cos à? 


Au zs 
EX 
Að =+ j-D h, 
wo D die Declination des Mittelpunkts des Ringes und «u 
die halbe Sehne bezeichnet. Da nun hier 


tang & sin y 


d. 
cos d 
Ki dt 
und TN NUS mussen E. 


So erhält man: 
PE e 
cos 0 
und ebenso für den anderen Stern: 
tang &'? cos z' sin n'-+tang EI sin z'tang d 
ous di ! 
oder, wenn man in beiden Gleichungen &,, », und ô, statt 
b, pd und E z', ð schreibt, also die Glieder von der Ord- 
nung k (ö — D} vernachlässigt: 
A (a! — a) = k (ó' —8) tang £o * cos 7, sin ee sin ge tang d , 


a= $ (ð , 


Aa'== k (9 — D) 
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Vereinigt man dies mit dem ersten Theile der Correction 
des Rectascensionsunterschiedes, welcher durch die erste der 
Gleichungen (a) gegeben ist, so findet man: 


tang £5? sin 27, 


A (a! — a) = k (f — 3) sm (4) 
Ferner ist: í 
Jar 
ASPED 
anaE a r? — di 
E e A 


Setzt man ð — D=d' und bezeichnet mit h, den Werth 
von Å für den Mittelpunkt des Feldes, so wird: 


CE) la pi 


AU e LA 
t D 
2 (d—d). dd' (d — d' 
=" o zc lj ene e da, 


also: 
Al — e) = — ES n [1— tang &, cos 7, tang da -+ tang £5? sin 2, *] 
(8D) (9 —D) o o H E 5o Hu 
— k (0' —0) [1 — tang &, cos 2, tang à + tang Co? sin 7°]. 
Vereinigt man dies mit dem ersten Theile der Correc- 
tion der Declination, welche durch die zweite der Gleichun- 
gen (a) gegeben ist, so erhält man 
A (0'— 8) = k (8'— ô) [tang £,? cos 27, + tang &, cos 7, tang ĉo] 


u en 


X [1 -tang £5? sin no? — tang Čo cos 7, tang ĉo] 
als Ausdruck der vollständigen Correction des Declinations- 
unterschiedes. Gewöhnlich kann man nun hier die in tang £, 
mulüplieirten Glieder fortlassen und erhält dann einfach: 
S T tang čo? sin 275, 
TESTOR 31 ur 
A (a — a) f ) SC 


A (3 —3) = k (9 ÉI tang Yo? cos 2, (B) 
—k (9! — à) DH) [tang nn sin 7 ch 1]. 
Beispiel Den 9ten September 1849 wurde in Bilk 


der Planet Metis mit einem Sterne verglichen, dessen schein- 
barer Ort 


a= 22h 1m 595,63, Ô= — 21° 43'27". 08 
war. Um 23» 23m 195.3 Sternzeit wurde beobachtet: 
d —a == 1m 9s, 65 = +17 24". 15 
re el, ö—-D=-+6'34".2 


A Ze — 11517 und es war r = 9' 26", 29. 
Jar 
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Rechnet man nun mit 
to = 1h 20m 453 — 20? 11', 8, = — 21° 49.4 und p = 51? 12'.5 
E und m, so erhält man: 
cotang n = 9. 34516 N=37°1'9 


und n = 12° 55'.3 g= 75° 9. 6. 
Aus den Tafeln für k findet man für diese Zenithdistanz: 
log k= 6 . 4214, 


und damit wird nun die Rechnung für den Einflufs der Re- 
fraction nach den Formeln (B) die folgende: 


log k = 6.4214 sin 25, 9.6394 0 . 0667, 
log (0 — 3) = 2 . 8523, 0.4273 ^ cos d 9.9677 
tang t? = 1 . 4536 cos25, 9.9542 A(a'—a)e — 1".25 


"0.4273, I Glied Ad — 9) — — 2". 41 
sin 2? 8.6990 
log (tang £? sin 2? -4- 1) = 0 . 2335 


logr? 5.5061 
k(9.—80) 9.2737, 
5.0133, 


log(— D)(89—D) 5.0975. 
II Glied A(8' — 0) + 0”.82 
A (a! — a) = — 1". 25 
t Te 

Mithin ist der wegen der Refraction verbesserte Rect- 

ascensions- und Declinationsunterschied: 
a —a = + 17 23", 50 
ð — à —— — 11' 54". 93. 

46. Micrometer, durch welche Positionen und 
Distanzen gemessen werden. Bezeichnen «— «a und 
ö'— d den mit Refraction behafteten Rectascensions- und De- 
clinationsunterschied zweier Sterne, a'— « und d'— d den da- 
von befreiten, so ist: 


tang & sinn 
d. ———— 
regi 
då 
VE EE 
— jg E EN 
k (a a) E , 
wo die Werthe der Differentialquotienten wieder für die in 
der Mitte zwischen beiden Sternen liegenden £, a und 9 zu 


nehmen sind, oder: „bag sinn 
du ee) rm kd) ET 

dà 
(ug. hag 


eos à 
dt 


a! — « =a — a — k (09! — à) — 


+ k (a! — a) - 
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Auf gleiche Weise erhält man: 
»r 
Ze DEEN Ni en, 
Substituirt man die in No. 43 gefundenen Werthe der 
Differentialquotienten in diese Gleichungen, so werden die- 
selben: 
d (a 2 o) E tang C? sinn cos n — tang £ sinn tang ô 
cos à 
-+ k («' — a) [tang £? sin y? — tang C cos n tang Ó -- 1] 
d (0 — 0) = k (9 — Ô) [tang E? cos n? + 1] 
+ k (e! — a) [tang E? cos y sin z cos ô + tang C sin y sin ô]. 
Man hat nun aber, wenn A und ø die scheinbare Di- 
stanz und den scheinbaren Positionswinkel bedeuten: 
cos ô (œ — a) = A sin zx 


d (0! — à) zz — k (8 — 0) 


und 9'— à — A cos, 
also: tang x = STE g 
à T=? 
und A = cos Ô (a —a) sin x + (8 — 8) cos zr. 


Bezeichnen dann A und z' die wahre Distanz und den 
wahren Positionswinkel, so hat man: 
cos zt cos dd (a — a) — sin zc d (9 ô) 

A 
A' = A + sin x cos Ô d (a — a) -+ cos x d (0 — 8). 

Substituirt man nun die vorher gefundenen Werthe von 
d'Ge — el und d (ó' — 9) und ordnet nach Potenzen von tang £, 
so erhält man, wenn man in die Ausdrücke von d (w'—«) 
und d (0'— ô) statt c'— « und ð— ò jetzt A und e einführt: 

s = n + k tang 5? [sin zr cos y cos zt cos w -+ sin y sin y sin ı cos zx 
— cos 7 cos y COS 7t sin 7t — sin 7 cos y sin sr sin sr] 
— k tang & [eos vx cos zt sin y tang d -+ sin 7 cos 7 cos y tang d 
+ sin zt sin zt sin 7 tang dl 
+ ksin w cos zt — k sin zt cos zr, 
oder einfacher, wenn man die in tang Ë multiplieirten Glieder 
vernachlässigt: 
d m = n — k tang Ei sin (zz — n) cos (a — n). 
Ferner erhält man: 
A'== A + kå tang C? [sin zr cos zr sin y cos y + sin or? sin 7? + cos zx? cos 7? 
-+ sin x cos x sinn cos 7] 
— kA tang € [cos zr sin zr sin o tang d -- sin 77 sin ar cos y tang d 
— sin 7t cos zc sin y; tang dl 
+ kA [sin zz? + cos zc? ], 
oder einfacher genähert:: 
A = A + EA [tang £* cos (x — m)? + 1]. 


n =r + 
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IX. Einflufs der Präcession, Nutation und Aberration 
auf den Positionswinkel und die Distanz zweier Sterne. 


47. Die Lunisolarpräcession und Nutation ändert die 
Lage des Declinationskreises und somit den Positionswinkel 
eines Sterns an einem andern. Aus dem Dreiecke zwischen 
dem Pole der Ecliptic, dem des Aequators und dem Sterne 
erhält man aber leicht nach den Formeln in No. 11 des er- 
sten Abschnitts und der dritten der Differentialgleichungen (11) 
in No. 9 der Einleitung für die Aenderung des Winkels n, 
den der Declinationskreis eines Sterns mit dem Breitenkreise 
macht: 

cos Ó d = — sin e. sin a dÀ -+ cos a de, 
indem d B—0O ist, da die Breiten der Sterne durch die Luni- 
solarprücession und Nutation nicht geändert werden. Die 
Summe des Winkels 7 und des Positionswinkels p eines an- 
dern Sterns an dem hier betrachteten ist gleich dem Winkel, 
welchen der Breitenkreis mit dem beide Sterne verbindenden 
grófsten Kreise macht, und da dieser durch die Präcession 
und Nutation nicht geändert wird, so muís die Aenderung 
von p gleich der von n, aber mit entgegengesetztem Zeichen 
sein, sodaß: 

cos à dp = sin e sin a dA — cos a de. (a) 

Da die Lunisolarpräcession die Schiefe der Ecliptie nicht 
ändert, so erhält man den jährlichen Einflufs der Präcession 
auf den Positionswinkel aus: 


d d 
cos Ò ^ = sin a sin ez » 


oder die jährliche Aenderung von p: 

dp à a 
Nu SIn g Sec o 

wo n = 20".06442 — 0". 0000970204 t 

ist. Soll dieselbe angewandt werden, um die Aenderung wäh- 
rend eines langen Zeitraums zu berechnen, so sind die Wer- 
the von n, œ und d für die Mitte desselben zu nehmen, und 
dp 
c 


der damit gefundene Werth von 77 ist mit der Zwischenzeit 


zu multipliciren. 

Um die durch die Nutation hervorgebrachten Aenderun- 
gen zu finden, muís man in (a) statt dA und de die in No. 5 
des zweiten Abschnitts gegebenen Ausdrücke setzen. Lälst 
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man zur Abkürzung die kleinen Glieder weg, so erhält man 
für die vollständige Aenderung durch Präcession und Nutation: 

dp = + 20”.0644 sin a sec -+ [— 6".8650 sin £} -+ 0.0825 in 2 N) 

— 0", 5054 sin 2 ©] sin æ sec à 

— [9". 2231 cos I — 0".0897 cos 2 N 

-+- 07.5509 cos 2 ©] cos æ sec d 
oder, wenn man die in No. 1 des vierten Abschnitts einge- 
führten Bezeichnungen benutzt: 

dp = A . n sin æ scc Ò -+ B cos « sec Ò, 

welche Formel also den Unterschied des durch Präcession 
und Nutation geünderten Positionswinkels von dem auf das 
mittlere Aequinoetium und den mittleren Aequator zu An- 
fange des Jahres bezogenen giebt. 

Um nun auch den Einflufs der Aberration auf die Di- 
stanz und den Positionswinkel zweier Sterne zu finden, hat 
man nach den Ausdrücken in No. 1 des vierten Abschnitts: 

für die Aberration in Rectascension: Cc-- Dd 

und für die Aberration in Declination: ` Oe Dd, 


wo C= — 20'".448 cos s cos (2, D= — 20".445 sin © 
c — sec Ô cos g, e — tange eos Ò — sin Ô sin a 
d= sec ô sin a, d' = sin Ó cos o. 


Ist nun A und v der Unterschied der Rectascensionen 
und Declinationen der beiden Sterne, so erhält man die Aen- 
derungen dieser Unterschiede durch die Aberration, gleich 
dem Unterschiede der Aberration für die beiden Sterne, aus 


den Gleichungen: 
Ais C. Ac LD. Ad 
Ar= C. Ac -- D. Ad 


wo: Ac = — sec Ó sin a . Å- sec Ò tang Ô cos a.v 
Ad=  secócosa.À-1- sec Ó tang Ó sina. v 
Ac == — sin Ô cos o, À — [tange sin ô- cos Ô sina]» 
Ad'— — sin Ô sin a . A A- cos Ô cos a . v. 


Es wird daher, wenn man diese Werthe einsetzt: 
cos à AA = C[— sin « . A- tang Ó cos a . v] + D [cos a . å + tang dain æ . v} 
Av = — C [sin cosa. å- (tang e sin + cos ô sina) v] 
— D [sin dain æ. 4 — cos Ô cos « . v]. 
Nun ist aber, wenn man die Distanz und den Positions- 


winkel mit s und P bezeichnet: 
s.sin P—4 cos à 


s.cosP=», 
Å cos d 


v 


mithin: s,As— cos 0? 4. AA -+v Av — cos Ó sin à A? (Cc! Dd’). 


also: s? = Ai cos 0? Lat, tang P= 


H 
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Substituirt man hierin die eben gefundenen Werthe für 
AA und Ar, sowie die Werthe für d und d', so erhält man 
nach einer leichten Reduction: 

s. As = [4° cos ò? + »?] [— C (tang e sin d+ cos Ô sin a) D cos ô cos a] 

oder: As == — C . s [tang e sin d-+ cos Ô sin a] + D . s cos Ò cos a. 
Ferner wird: 
s? dP= v cos 9. AA — A cos ô Av — À sin Óv [Cc' -+ Dd'], 
woraus man wieder dureh Substitution der Werthe von A4, 
Av, c' und d' nach leichter Reduction findet: 
d P — C tang cos a + D tang 9 sin a. 
Führt man daher die folgenden Bezeichnungen ein: 


n 
a! = — sec Ô sin a 
60 


ple EEC Ô cos a 
D == — 
60 


des zs AE e= — E [tang e sin Ó -+- cos 9 sin e] 


‚_tangö sina 


S 
— a d= — cos ô cos a, 
DU w 


wo die Factoren " und Zen IEE binzugefügt sind, um die 
Correetionen des Positionswinkels und der Distanz beziehlich 
in Bogenminuten und Bogensecunden zu erhalten, so wird: 

die beobachtete Entfernung = der wahren + c C+ dD 
und der beobachtete Positionswinkel = dem wahren für den Anfang des Jahres 

+a A--UB-r-c0--d' D. 

Da c, d, d und d' von dem Positionswinkel unabhängig 
sind, so folgt daraus, dafs die Aberration die Entfernungen, 
welche Richtung sie auch haben mögen, in einem gleichen 
Verhältnisse ändert, und die Positionswinkel alle um eine 
gleiche Grófse. Wenn daher die Peripherie eines Kreises, 
von kleinem Halbmesser um einen Stern beschrieben, mit an- 
dern Sternen besetzt wäre, so würde ein solcher Kreis durch 
die Aberration nur vergröfsert und verkleinert und auch ge- 
dreht; aber er bleibt immer ein Kreis und die Winkel zwi- 
schen den Radien der Sterne bleiben immer dieselben. 


Gedruckt bei A. W, Schade in Berlin, Stallschreiberstr, 47. 


